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Vorwort  zur  1. — 3.  Auflage. 

Mit  der  Herausgabe  dieses  Untemchtswerkes  habe  ich  das 
Ziel  verfolgt,  dem  Lernenden  ein  regdrechtes  Privatstndinm  der 
Statik  und  Festigkeitslehre  zu  ermöglichen.  Es  braucht  nicht 
herrorgehoben  zu  werden,  wie  notwendig  es  für  alle  technischen 
Kreise-  ist,  in  diesen  beiden  grundlegenden  Wissenschaften  über 
sichere  Kenntnisse  zu  verfügen.     Doch  möge  an  dieser  Stelle  er- 

wähnt  werden,  worin   sich   das  vorliegende  Werk   von   anderen 

» 

Lehrbüchern  unterscheidet,  und  hiermit  dem  Leser  zugleich  die 
Wege  gezeigt  werden,  um  ein  derartiges  Selbststudium  zweck- 
mäßig und  fruchtbringend  zu  gestalten.  Insbesondere  möchte  ich 
drei  Punkte  besprechen:  Den  Inhalt  des  Buches,  die  Darstellungs- 
weise und  schließlich  die  Art  eines  solchen  Selbststudiums. 

Maßgebend  für  den  Inhalt  waren  die  Bedürfnisse  der  Praxis: 
Das  Buch  soll  den  Leser  so  weit  fördern,  daß  er  jede  Konstruktion, 
die  in  der  Praxis  vorkommt,  selbständig  und  mit  Verständnis  be- 
rechnen kann.  Deshalb  beschränkt  sich  das  Werk  einerseits  nicht 
auf  den  Inhalt  der  sogenannten  elementaren  Lehrbücher;  anderer- 
seits sind  aber  nicht  solche  Untersuchungen  aufgenommen,  die  nur 
theoretisches  Interesse  bieten.  Allerdings  läßt  sich  hierbei  schwer 
eine  genaue  Grenze  ziehen.  Doch  gab  mir  meine  eigene  Praxis 
den  besten  Anhalt,  wie  der  Stoff  zu  begrenzen  war  und  welche 
Gebiete  besonders  hervorgehoben  werden  mußten. 

Bei  der  Darstellung  war  ich  bemüht,  durch  das  geschriebene 
Wort  den  mündlichen  Unterricht  nach  Möglichkeit  zu  ersetzen. 
Das  Werk  ist  entstanden  aus  den  Statikkursen,  die  ich  in  In- 
genieurkreisen gehalten  habe.  Demgemäß  habe  ich  auch  in  dem 
Buche  die  Einteilung  in  einzelne  „Vorträge*^  beibehalten.  Ferner 
habe  ich,  um  das  Buch  allen  technischen  Kreisen  zugänglich  zu 
machen,  die  vollständig  elementare  Darstellungsweise  beibehalten. 
Hierbei  möchte  ich  jedoch  betonen,  daß  „elementar"  durchaus  nicht 
gleichbedeutend  ist  mit  oberflächlich;  vielmehr  läßt  sich  auch  auf 
elementarem  Wege  eine  Untersuchung  sehr  wohl  gründlich  und 
wissenschaftlich  erledigen.     Allerdings  führen  die  Methoden  der 
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höheren  Mathematik  in  vielen  Fällen  schneller  zum  Ziele.  Doch 
ist  dieser  Zeitgewinn  im  Verhältnis  zu  der  gesamten  Arbeit,  die 
zum  Verstehen  eines  mechanischen  Vorganges  notwendig  ist,  gar 
nicht  so  erheblich.  Außerdem  glaube  ich,  daß  die  Kleinarbeit, 
die  eine  elementare  Ableitung  mit  sich  bringt,  dem  Lernenden 
wiederum  in  anderer  Weise  zugute  kommt. 

Hinsichtlich  der  Art  des  Selbststudiums  möchte  ich  auf  Grund 
der  Erfahrungen,  die  ich  in  meinen  Statikkursen  erworben  habe, 
besonders  folgendes  hervorheben:  Im  Grunde  genommen  ist  die 
technische  Statik  nichts  weiter  als  die  fortwährende  Anwendung 
einiger  weniger  Sätze  der  Mechanik.  Wer  diese  Grundlagen  wirk- 
lich erfaßt  hat,  wird  bei  weiterem  Studium  überrascht  sein,  wie 
«infach  und  beinahe  selbstverständlich  sich  alles  Folgende  ergibt. 
Leider  besteht  aber  gerade  in  technischen  Kreisen  die  I^eigung, 
4ie  Anfangsgründe  der  Statik  zu  überfliegen,  um  sofort  zu  den' 
schwierigeren  Gebieten  überzugehen.  Diese  Auffassung  aber  ist 
ein  entscheidender  Fehler!  Die  zahlreichen  Mißerfolge,  nament- 
lich beim  Selbststudium  der  Statik,  beruhen  nach  meinen  Er- 
fahrungen nicht  auf  der  Schwierigkeit  des  Stoffes  —  denn  diese 
ist  wirklich  nicht  vorhanden  — ,  sondern  einzig  und  allein 
auf  einer  falschen,  die  Grundlagen  vernachlässigenden  Lern- 
methode.    Soweit  über  die  Art  des  Statikstudiums. 

Berlin,  August  1912.  Der  Verfasser. 


Bemerlcung  zur  3.  Auflctge. 

In  der  vorliegenden  dritten  Auflage  ist  der  Abschnitt  über 
Knickfestigkeit  vollständig  umgearbeitet.  Außerdem  sind  an  zahl- 
reichen Stellen  Umänderungen  und  Erweiterungen  vorgenommen. 
Da  der  Satz  der  zweiten  Auflage  stereotypiert  war,  boten  diese 
Verbesserungen  recht  erhebliche  Schwierigkeiten  und  konnten  nur 
durch  Einschaltung  von  Seiten  und  Figuren  durchgeführt  werden. 
Der  Verlagsbuchhandlung,  die  ohne  Eücksicht  auf  die  Kosten  die 
Änderungen  vornehmen  ließ,  spreche  ich  auch  an  dieser  Stelle  für 
dieses  Entgegenkommen  meinen  Dank  aus. 

Der  Verfasser. 
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Abschnitt  I. 

Die  Grundlagen  der  Statüi, 

1.  Vortrag: 
Das  Terhalten  Ton  Kräften,  die  an  einem  Punkte  angreifen. 

§1. 

Einleitung. 

Statik,  ein  dem  Griechischen  entnommenes  Wort,  bedeutet  die 
Lehre  vom  Gleichgewicht«  In  der  Tat  ist  die  Aufgabe  des  Statikers 
beim  Entwerfen  irgendeiner  Konstruktion  die,  ein  Bauwerk  zu 
schaffen,  das  unter  der  Einwirkung  sämtlicher  an  ihm  angreifenden 
Ejrafte  im  Gleichgewicht  bleibt.  Unsere  erste  Aufgabe  wird  es  des- 
halb sein,  zu  untersuchen,  worin  denn  eigentlich  die  Einwirkung 
von  Eräftegruppen  besteht.  Wir  werden  hierbei  so  vorgehen,  daß 
wir  zunächst  (im  1.  Vortrag)  die  Wirkung  von  Elräften  untersuchen, 
die  an  einem  Pnnkte  angreifen  („Eräfte  mit  gemeinsamem  Angriffs- 
punkte"); im  zweiten  Vortrag  behandeln  wir  dann  die  Aufgabe, 
die  Wirkung  von  Ejräften  zu  bestimmen,  die  an  einem  Körper  an- 
greifen („Kräfte  mit  verschiedenen  Angriffspunkten*'). 

§2. 

Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  Punkt 

XJnter  „Punkt"  verstehen  wir  nicht  einen  Punkt  im  mathe- 
matischen Sinne  —  denn  der  ist  ja  nur  ein  gedachtes  Gebilde  — , 
sondern  einen  Körper  mit  so  kleinen  Abmes- 
sungen, daß  wir  ihn  als  einen  Punkt  auffassen 
dürfen.  Wenn  nun  auf  einen  solchen  Punkt  a 
eine  Kraft  wirkt  (Fig.  1),  so  setzt  er  sich  in 
Bewegung.  Zur  Bestimmung  seiner  Bewegung  j^  Fig.  i. 
sind  zwei  Angaben  nötig,  nämlich:  1.  die 
Richtung  der  Bewegung,  2.  die  OeschmndigJceit  der  Bewegung. 
Hinsichtlich  dieser  beiden  Angaben  zeigt  die  Beobachtung  folgendes: 

Fischer.  StaUk.  1 
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Die  Bioktung  der  Bewegung  stimmt  überein  mit  der  Bichtong 
der  Kraft;  die  Oesehwindigheü  der  Bewegung  ist  abhängig  von 
der  Größe  der  Kraft.  Den  genaueren  Zusammenhang  zwischen 
Schnelligkeit  der  Bewegung  und  Größe  der  Kraft  brauchen  wir  hier 
nicht  zu  untersuchen,  das  ist  Sache  der  Lehre  von  der  Bewegung 
(Dynamik).  Es  genügt,'  wenn  wir  uns  merken,  daß  die  Wirkung 
einer  an  einem  Punkte  angreifenden  Kraft  stets  eine  Inbewegung- 
setzung  dieses  Punktes  ist,  und  daß  zur  Bestimmung  der  Wirkung 
der  Kraft  zwei  Angaben  nötig  sind,  nämlich: 

1.  die  Biehtong  der  Kraft  (diese  bestimmt  die  Bichtung  der  Bewegung) ; 

2.  die  Größe  der  Kraft  (diese  bestimmt   die  Geschwindigkeit  der 
Bewegung). 

§3. 
Die  Wirkung  zweier  Kräfte,  die  an  einem  Punkt  angreifen. 

• 

L  Grundprinzip. 

■■^^■^■■■^^^^^^^^^^ 

Wenn  auf  einen  Punkt  zwei  Kräfte  wirken  (Fig.  2),  so  kann 
man  nicht  ohne  weiteres  angeben,  in  welcher  Bichtung  er  sich  be- 
wegen wird.    Die  Erfahrung  zeigt,  daß  er  sich  weder  in  Bichtung 

der  einen,  noch  in  Bichtung  der  anderen 
Kraft  bewegt,  sondern  daß  er  einen  Mittel- 
weg einschlägt.  Genauer  läßt  sich  die  Sache 
nur  durch  einen  Versuch  feststellen.  Da  aber 
p.    2  1>^  einem  Experiment  die  Bewegung  sich 

schlecht  verfolgen  läßt,  wollen  wir,  um  die 
Wirkung  zweier  Elräfte  P^  und  P,  zu  bestimmen,  einen  nach  Art 
einer  Federwage  konstruierten  Apparat  benutzen.  In  Fig.  3  haben  wir 
eine  Führung  JP,  die  auf  jeder  Seite  einen  Schlitz  hat.  Durch  diesen 
Schlitz  gehen  nach  einem  Punkte  a  zwei  Fäden,  die  durch  die  Ge- 
wichte Pi  und  P2  belastet  sind.  Gestützt  wird  dieser  Punkt  durch 
eine  geaichte  Spiralfeder;  im  übrigen  ist  er  in  der  Führung  frei  ver- 
schiebbar. Die  Führung  F  ist  um  ihren  Mittelpunkt  e  drehbar. 
Sobald  nun  die  Kräfte  P^  und  P,  auf  den  Punkt  a  zu  wirken  be- 
ginnen, wird  sich  die  Führung  F  in  eine  bestimmte  Lage  einstellen, 
und  die  Spiralfeder  wird  sich  um  eine  bestimmte  Strecke  zu- 
sammendrücken.  Der  Apparat  gibt  also 

1.  aus  der  Stellung  der  Führung  die  Bichtung, 

2.  aus  der  Zusammendrückung  der  Feder  die  Größe 
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der  gemeinsameii  Einwirknng  der  beiden  Kräfte  P^  und  P,  auf 
den  Punkt  a  an.   Bei  einem  solchen  Versach  war.  z.  B. 

Pi  =  5  kg,       P,  =  3  kg      und      <y  =  60^ . 

Es  ergab  sich  dann,  daß  die  Feder  um  ein  Stück  zusammengedrückt 
wurde,  das  einem  Drucke  von  7,0  kg  entsprach,  und  daß  die  Füh- 
rung sich  so  einstellte,  daß  <(x  =  21''  AT  und  <ß  ^  38''  13'  war. 
Hiermit  war  die  gemeinsame  Einwirkung  der  beiden  Kräfte  P| 
und  P2  auf  den  Punkt  a  vollständig  bestimmt:  Wäre  der  Punkt  a 
nicht  durch  die  Feder  festgehalten,  so  würde  er  sich  in  der  durch 
die  Winkel »  oder  ß  bestimmten  Bichtung  bewegen  und  zwar  mit 
einer  Geschwindigkeit,  die 
einer  Kraft  von  7,0  kg  ent-  . 
sprechen  würde.  Vergleicht 
man  nun  diese  Wirkung  der 
beiden  Kräfte  P^  und  P,  mit 
der  im  vorigen  Paragraphen 
untersuchten  Wirkung  einer 
Kraft,  so  kann  man  sagen: 
Beide  Kräfte  zusammen  wir- 
ken genau  so,  wie  eine  einzige 
Kraft  wirken  würde,  die  eine 
Größe  von  7,0  kg  hätte,  und 
die  in  der  durch  die  Winkel  a 
oder  ß  bestimmten  Bichtung 
angebracht  wäre.  Diese  ge- 
dachte Kraft  existiert  also  in 


Fig.  3. 


Wirklichkeit  gar  nicht,  sondern  wir  ziehen  sie  nur  zum  Vergleich 
heran,  um  die  gemeinsame  Wirkung  der  beiden  tatsächlich  vor- 
handenen Kräfte  P^  und  P,  zu  bestimmen.  XJnd  zwar  ist  es  für 
viele  Untersuchungen  zweckmäßig,  sie  einzuführen,  da  wir  uns  ja 
von  der  Wirkung  einer  Kraft  eine  viel  klarere  und  einfachere  Vor? 
Stellung  machen  können,  als  wenn  zwei  Kräfte  zugleich  vorhan- 
den sind. 

Diese  gedachte  Kraft  nennen  wir:  y^Ersatzkraft,  Mittelkraft, 
Besultierende  oder  Besultante^^  und  bezeichnen  sie  mit  dem  Buch- 
staben „£*'.  fTatüxlich  können  wir  nun  aber  nicdit,  wenn  wir  irgend 
zwei  andere  Kräfte  P^  und  P,  haben,  erst  jedesmal  mit  unserem 
Apparat  einen  Versuch  machen,,  um  für  diese  beiden  Kräfte  ihre 
Ersatzkraft  zu  bestimmen.  Wir  müssen  vielmehr  au3  dem  einen 
Versuch  gewissermaßen  ein  Bezept  ableiten,  das  auch  für  alle  an/^ 

1* 
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deren  möglichen  Fälle  gilt.  Diese  Eegel  finden  wir  nun  anf  folgende 
Weise:  Wir  tragen  anf  der  Bichtnng  von  P^  (Fig.  3)  die  Oröfie 
dieser  Kraft  in  einem  beliebigen  Maßstabe  als  Länge  ab  (z.  B. 
1  kg  =  0,5  cm;  also  P^  =  6  kg  =  2,5  cm),  ebenso  anf  der  Bichtnng 
Ton  Pj  die  Größe  dieser  Kraft  ebenfalls  in  diesem  Maßstabe  als 
Länge  ab  (also  P,  =  3  kg  =  1,5  cm),  zeichnen  dann  ans  diesen 
beiden  Längen  das  Parallelogramm  ab  cd  nnd  die  Diagonale  a d  • 
Messen  wir  nnn  die  Länge  der  Diagonalen,  so  finden  wir,  daß  sie 
3,5  cm  lang  ist  (s.  Fig.  3).  ÜSTnn  hatten  wir  vorhin  beim  Auftragen 
der  Kräfte  1  kg  durch  0,5  cm  dargestellt;  daraus  folgt,  daß,  wenn 
wir  die  Diagonale  als  Darstellung  einer  Kraft  auffassen,  sie  7,0  kg 
zu  bedeuten  hätte.  Genau  ebenso  groß  hatte  sich  aber  vorhin  die 
Ersatzkraft  von  P^  und  P^  ergeben«  Wir  haben  äho  das  wichtige 
Besuttoitf  daß  die  Diagonale  zeichnerisch  die  Größe  der  Ereaizhraft  R 
der  beiden  Kräfte  P^  und  P^  dareUXU.  Aber  auch  die  Bichtnng 
stimmt  überein.  Denn  wenn  wir  die  Winkel  x  und  ß  abmessen, 
die  die  Diagonale  mit  den  Seiten  a  b  und  a  c  einschließt,  so  werden 
wir  finden,  daß  a  =  21^47'  und  /S  =  38°13'  ist.  Durch  diesen 
Kunstgriff,  die  beiden  Kräfte  P^  und  P^  zeichnerisch  durch  die 
beiden  Strecken  ab  und  ac  darzustellen,  haben  wir  also  erreicht, 
daß  wir  nur  das  Parallelogramm  ab  cd  za  zeichnen  brauchen,  und 
daß  dann  dessen  Diagonale  nach  Größe  und  Bichtnng  diejenige 
Kraft  JB  angibt,  deren  Wirkung  gleich  ist  der  Gesamtwirkung  von 
Pi  und  Pj  zusammen.  Au<^  wenn  wir  den  Versuch  mit  zwei  be- 
liebigen anderen  Kräften  ausführen,  immer  wird  sich  ergeben,  daß 
die  Diagonale  des  aus  den  beiden  Kräften  konstruierten  Parallelo- 
gramms zeichnerisch  die  Ersatzkraft  der  beiden  Kräfte  wiedergibt« 
Allgemein  haben  wir  also  den  Satz: 

Greifen  an  einem  PwnTUe  zwei  Kräfte  an  j  so  igt  ihre  Oesamt- 
wirJcung  gleich  der  Wirkung  einer  gedachten  Kraft,  deren  Größe  und 
RicJUung  gefunden  wird  durch  die  Diagonale  des  Parallelogramms  ^ 
das  aus  den  beiden  gegebenen  Kräften  konstruiert  ist. 

Dieses  ist  der  Satz  vom  „Parallelogramm  der  Eräfte^^  Zur- 
zeit ist  er  ja  ein  allbekannter  Satz  der  Mechanik.  Man  darf  aber 
nicht  übersehen,  daß  er  durchaus  nicht  selbstverständlich  ist,  son- 
dern durch  Versuche  direkt  bewiesen  werden  muß.  In  der  Geschichte 
der  Mechanik  hat  es  sogar  sehr  lange  gedauert,  bis  man  auf  den 
Gedanken  gekommen  ist,  die  gegebenen  Kräfte  durch  Strecken  dar- 
zustellen und  dann  aus  diesen  Strecken  das  Parallelogramm  zu 
konstruieren.  Die  Pendelgesetze,  die  Fallgesetze  und  vieles  andere 
war  bereits  bekannt,  bis  es  gelang,  die  Wirkung  zweier  Kräfte  auf 
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diese  einfache  Weise  darzustellen.  Wir  verdanken  diese  Unter«^ 
sachnng  den  Physikern  Newton  und  Varignon.  Kamentlioh  der 
erstere  hat  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  zur  Grund- 
lage der  gesamten  Mechanik  gemacht.  Wir  bezeichnen  ihn  als 
€hrttnd8aiZj  Prinssip  oder  Axiom.  Die  späteren  Sätze,  die  aus  diesen 
Prinzipien  abgeleitet  sind,  bilden  dann  die  eigentlichen  jjLehr8ätze*\ 
Ben  Vorgang,  die  Wirkung  zweier  Kräfte  durch  die  Wirkung  einer 
<gedachten)  Kraft  zum  Ausdruck  zu  bringen,  bezeichnet  man  als 
das  yyZnsammengetKtti'^  der  beiden  Kräfte. 

II.  Praktische  Anwendungsmethoden  de«  Gmndprtniips. 

Zur  praktischen  Ermittelung  von  12  können  wir  verschiedene 
Wege  einschlagen,  je  nachdem  wir  graphisch  (zeichnerisch)  oder 
analytisch  (rechnerisch)  vorgehen  wollen. 

Erste  Methode:   Graphiseh* 

TTm  hiemach  zwei  Kräfte  P^  und  P,  (Fig.  4  a)  durch  ihre 
Ersatzkraft  22  zu  ersetzen,  verfahren  wir  nach  dem  oben  ent- 
wickelten  Satze:    Wir  stellen  P^  dar  nach  Größe  und  Bichtung 


durch  die  Strecke  a  b ,  ebenso  P,  durch  a  c  (Fig.  4  b),  zeichnen  das 
zugehörige  Parallelogramm  und  erhalten  die  gesuchte  Ersatzkraft  jB, 
dargestellt  nach  Größe  und  Bichtung  durch  die  Diagonale  ad. 
Man  sieht  jedoch  aus  Fig.  4b,  daß  es  genügt,  eines  der  beiden 
Dreiecke,  abd  oder  acd,  zu  zeichnen;  zwei  Seiten  von  diesen 
Dreiecken  sind  die  gegebenen  Kräfte,  und  die  dritte  Seite  ist  die 
gesuchte  Ersatzkraft.  Der  Maßstab,  in  dem  die  Besultierende  22 
aus  der  Fig.  4  b  abzumessen  ist,  ist  natürlich  derselbe,  in  dem  die 


gegeben^i  Kräfte  Pi  und  P,  ai\fgezeichiiet  wurden.  '  Die  Dreiecke» 
ßbd  und  aod  heijJen  die  i,KräIte4reieeke^S 

'  Zweite  Methode:  Analyttsch«    .  .    .    ^   .      ' 

In  den  Kräftedreiecken  abd  oder  acd  eind  bekannt  zwei 

•  •  •  >  ° 

Seiten  (nämlich  P^  und  P,)  und  der  eingeschlossene  Winkel  (nämlich 
gleich  180  ^  y).  (Der  Winkel  /  ist  natürlich /bekannt ,  da  ja  die 
beiden  Kräfte  P^  und  P,  nach  Größe  i^nd  Richtung  gegeben  sind.) 
Wir  können  also  die  dritte  Seite, .  B ,  statt ,  durch  Zeichnung  auch 
auf  rechnerischem  Wege  finden.  Zur  Ausrechnung  einer  derartigen 
geometrischen  Figur  stehen  bekanntlich  zwei  Wege  zur  Verfügung: 

a)  mit  Hilfe  der  Trigonometrie, 

b)  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie. 

a)  Berechnung  von  B  mit  Hilfe  der  Trigonometrie. 

Bezeichnen  wir  ip  einem  beliebigen  Dreiecke  die  drei  Seiten 
mit  a,  hjCj  und  den  Winkel,  der  e  gegenüberliegt,  mit  y^  so  ist 
bekanntlich  nach  dem  Kosinussatz: 

r 

c*  =  a*  +  ft*  —  2  a  ft  •  cosy . 
Angewendet  auf  eines  der  beiden  Kräftedreiecke  (Fig.  4)  ergibt  sich: 

B«  «  p}  +  p^  -  2PiP8  cos(180  -  y) . 

Kun  ist  cos(180  —  y)  =  — cosy ;  also: 

R2  =  p}  +  p^  +  2PiP8  cosy  , 


(T)  B  =  yPi^  +  P^  +  2PiP,cos7  . 

Die  Winkel  a^  oder  ß  finden  wir  mit  Hilfe  des  Sinussatzes: 

siuÄ  : sin(180  —  y)  «=  P, :  T  ; 
hinaus 

siny>P, 


(II)  SiUÄ  =         ^ 


entsprechend 

(11)  siuß  =  ^^  . 

[Es  ist  sin  (1 80  —  y)  =  sin  y .]  Aus  den  beiden  Gleichungen  (II) 
ergibt  sich  außerdem 

(HI)  sin  Ä  :  sin^S  ^P^iP^. 

Wir  finden  also  bei  der  trigonometrischen  Ausrechnung  des  Kräfte- 
dreiecks  die  GröQe  von  B  aus  der  Gleichung  (I)  und  die  Eich- 
tung  von  B  aus  den  Gleichungen  (II). 


b)  Berechnung  von  R  mit  Rufe  der  analyiiteken  Öeonetrie. 
Fig.  4  und  Fig.  6. 

tTiD  atif  diesem  Wege  die  Ersatzkraft  R,  d.  h.  die  Länge  ad 
nnd  den  'Vnnbel  oca,  durch  den  'wir  jetzt»  die  ]^ctitaiig  vonR  fcstM 
legen  wollen,  zn  bestimmen,  ziehe  ich  dnicfa  Ponkt  a  ein  recht- 
winkliges Achsenkreaz  w,  y.  Dann  fälle  ich  toq  den  Funkten  6 
und  d  auf  die  beiden  Achsen ,  die  Lote  6  V  und  d  d',  resp.  b  b" 
nnd  dd",  und  erhalte 


ab'  =  Fl  cos«, 
üb"  =  P,  sin«. 


fr'd'  =  P,  cos«,  ; 
6"d"  =  P,8in«t . 


Fig.  6. 

worin  «i  nnd  <x,  die  Neigungswinkel  der  beiden  nach  Gröfie  und 
BichtQDg  gegebeneu  Kräfte  P^  und  Pj  sind.  Bezeichnen  wir  die 
Strecke  a  d'  mit  Rt ,  nnd  die  Strecke  a  d"  mit  ^ ,  so  ist  also 

P,  =  Pi  ■  cos«,  +  P|  •  COSlX,  J 

jßy  =  P,  •  sin»,  +  P«  'Sinai  . 
Kaohdem  wir  hiermit  die  Strecken  R,  nnd  Sy  bestimmt  habon^ 
finden  wir  nach  Fig.  6  die  GrJSße  von  R  aus  der  Gleichung 

(!)         B  -  ypi+p; , 

und  die  Bicbtung  von  R  ans  einer  der  Gleichungen 


(n)     8in«Ä  =  ^;      cosÄÄ  — 


tg«it' 


A. 


ctga«" 


R. 
'~R'     """*~'"b''      "k»«"^;     '''*"''""»"' 
Die  Berechnung  von  R  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie 
ist  also  dann  am  Platze,  wenn  die  Neigungswinkel  <Xi  und  a^  der 
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gegebenen  Kräfte  bekannt  sind.  Dieser  Fall  liegt  aber  bei  tech- 
nischen  Aufgaben  fast  stets  vor,  so  daß  wir  bei  Berechnung  von 
Fachwerken  usw.  fast  ausschließlich  nach  dieser  Methode  yerfahren 
werden.  Die  Strecken  ab\  b^d'  usw.  nennt  man  die  j^Prajektianen^^ 
der  Kräfte  P^ ,  P,  usw.  auf  die  x-  bzw.  y-Achse. 

§3a. 
Beispiel  zu  §  3. 

Es  sei  in  Fig.  4a:  Pi  =  26kgf  P^=^40kg\  Neigungswinkel 
a,  =  75°,  Ä8  =  30''  (also  y  =  45°;.  Welche  eine  Kraft  B  häUe 
dieselbe  Wirkung  wie  P^  und  P^  zusammen  f 

Graphische  Methode.    (Fig.  6.) 

Wir  nehmen  zunächst  einen  Kräftemaßstab  an,  z.  B.  10  kg = 1  cm. 
Kun  tragen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  a  aus  die  eine  Kraft 

__  maßstäblichnachGrößeund 
Bichtung  auf  und  reihen  an 
den  Endpunkt  dieser  Kraft 
die  zweite  Kraft  an.  Dann 
ist  die  Ersatzkraft  maßstäb- 
lich dargestellt  durch  die 
dritte  Seite  des  entstande- 
nen yjKräftedreiecks^\  Hin- 
sichtlich der  Pfeilrichtung 
von  22  merken  wir  uns:  Die 
Ersatzkraft  geht  von  dem 
Anfangspunkt  der  zuerst 
gezeichneten    Kraft    nach 


Fig.  6  (l  om  =s  10  kg). 


dem  Endpunkte  der  zweiten  Kraft.  Die  Beihenf olge,  in  der  die  Kräfte 
aneinandergesetzt  werden,  ist  gleichgültig  (Fig.  6a  und  6b;  man 
wird  natürlich  immer  nur  eines  von  den  beiden  Dreiecken  zeichnen.) 
Sobald  wir  dann  Fig.  6  a  oder  6  b  gezeichnet  haben,  messen  wir 
die  Länge  JB  und  die  Winkel  a  bzw.  ß  ab  und  finden 

JB «- 6,03  cm  =  60,3  kg;      «  =  28*";      ß^lV. 

Somit  ist  die  Ersatzkraft  nach  Größe  und  Bichtung  bestimmt. 

Analytisehe  Methode. 

a)  Die  trigonometrische  Losung  ergibt 


R  =  y625  +  1600  +  2  .  25  .  40 . 0,707  =  y  3639  =  60,32  kg, 
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«  — 2r57';      /»  — 17«3'. 

b)  Bö  der  l^öaim^  mtt  atMljftüektr  Otowtetrie  berechnen  irir  sa> 
nächst: 

fi,  =  P,  COB«,  +  P,  cosdc,  =  25 .  €0875°  +  40  •  cosSO^ 

=>  6,47  +  34,64  -=  41,11  kg  ; 
Ef'^Pi  dn«!  +  P,  8in<x,  —  25  •  sin  75°  +  40  •  sinSO** 

=  24,15  +  20,00  =  44,15  kg. 

Hieraas 

B  =  y41,ll»  +  44,15« 

=  yi690,03  + 1949,22  =  60,32  kg; 
and  die  Bichtang  von  B  finden  trir  s.  B.  aus 

tg«*  -  ^^Y  =- 1,074  ;      «,  =  47<>3'. 

Wollen  wir  aach  hier  die  Winkel  &  und  ß  berechnen,  so  haben  mr 

Ä  =  75''-47°3'-27°57'; 
^_47°3'-30°  =  17°3'. 

§4. 
Die  Wirkung  beliebig  yieler  Kräfte,  die  an  einem  Punkt  angreifen« 

L  Grundprimtp. 

Durch  die  Untersuchungen  der  vorigen  Paragraphen  Bind  wir 
instand  gesetzt  ^  auch  die  Wirkung  beliebig  vieler  Kräfte  mit  ge< 
meinsamem  Angriffspunkte  zu  bestimmen.  In  Fig.  7  handelt  eB 
sich  um  die  Wirkung  der  4  gegebenen  Kräfte  P^  P,,  P^j  P^  auf 
den  Punkt  m.  Wir  beginnen  damit,  daß  wir  die  Wirkung  zweier 
beliebiger  Kräfte,  z.  B.  P^  und  P, ,  ersetzen  durch  ihre  Ersatz- 
kraft £^.2*  Um  diese  zu  finden,  zeichnen  wir  also  ein  Kräfte« 
drdeck  abo  (Fig.  7 b),  von  dem  zwei  Seiten  die  gegebenen  Kräfte 
sind,  während  die  dritte  Seite,  Ri^u  die  gesuchte  Ersatzkraft  er- 
gibt. Jetzt  können  wir  uns  demnach  P^  und  P,  in  Fig.  7  a  ent- 
fernt denken,  und  statt  der  beiden  Kräfte  angebracht  die  eine 
Kraft  Bi^i*  Nun  verbinde  ich  jBi.2  mit  einer  der  übriggebliebe- 
nen Elräfte,  z.  B.  mit  P,,  indem  ich  in  Fig.  7  b  an  den  Endpunkt 
von  Bi^i  die  Kraft  P^  ansetze.    Die  Ersatzkraft  £^.3  ist  jetzt 
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in  ihrer  Wirkung  auf  Punkt  m  gleichwertig  mit  der  Wii*kung  von 
Pg  und  Ä1-2J  d.  h.  gleich  der  Wirkung  von  (P^  +  P^  +  P,) . 
Zum  Schlüsse  setze  ich  an  den  Endi)unkt  von  jB^  -  s  ^^  letzte  Kraft,  P4, 
und  erhalte  a  e  =  JBj_  ^  =  Ersatzkraft  von  (P^  +  Pj  +  P3  -|-  P^) . 
''  Aus  Fig.  7  b  ist  ersichtlich,  da£  die  Linien  a  c  und  d  d  nur  zur 
Erklärung  des  Verfahrens  erforderlich  waren;  um  Ri^^  zu  be- 
stimmen, genügt  die  Linie  a  6.  Für  die  praktische  Bestimmung 
der  Ersatzkraft  genügt  also  die  Aufzeichnung  des  PolygouB  (Viel- 
ecks) abcde;  wir  nennen  dieses  das  ,,Kräftepolygon^^  Es  ist  da- 
durch entstanden,  daß  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  eine 
Kraft  (Pi)  aufzeichneten,  an  den  Endpunkt  dieser  Kraft  eine 
nächste  anreihten,  an  deren  Endpunkt  die  folgende  zeichneten  usw. 


cu 


Fig.  7. 


Die  Eeihenfolge,  in  der  die  Kräfte  hingezeichnet  werden,  ist  gleich- 
gültig. Denn  bei  zwei  Kräften  können  wir  entweder  zuerst  P^  und 
dann  P,,  oder  zuerst  P,  und  dann  P^  aneinanderreihen,  wie  in 
§  3a  hervorgehoben  ist.  Indem  wir  nun  je  zwei  Kräfte  miteinander 
vertauschen,  können  wir  auch  bei  beliebig  vielen  Kräften  jede  ge- 
wünschte Beiheiffolge  erzielen. 


n.  Praktische  Anwendungsformen  des  Grundprinzips, 

Mit  Hilfe  des  j,Kräftepolygan8**  können  wir  also  auch  bei  be- 
liebig vielen  Kräften  jene  Kraft  B  angeben,  die  in  ihrer  Wirkung 
der  Gesamtwirkung  der  gegebenen  Kräfte  gleichwertig  ist.  Je  nach- 
dem wir  es  nun  vorziehen,  entweder  mit  Beißschiene  und  Dreieck, 
oder  aber  mit  dem  Bechenschieber,  zu  arbeiten,  können  wir  die 
Bestimmung  der  Besultierenden  entweder  zeichnerisch  oder  rech- 
nerisch durchführen. 
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Erste  Methode:   Graphiscb. 

»  t 

:  ',).....■• 

Hierzu  ist  zu  der  soeben  erläuterten  allgemeinen  Ableitung  des 

Kräftepolygonb  wenig  hinzuzufügen.  Wir  nehmen  also  einen  uns 
bequem  erscheinenden  Kräftemaßstab  an;  dann  zeichnen  wir  in 
dieaem  Maßstab  zunächst  eine  der  gegebenen  Kräfte  auf  (Fig,  7  b); 
reihen  an  deren  Endpunkt  eine  andere  Kraft  an;  an  deren  JE>ndt 
punkt  wieder  eine  Kraft  usw.  In  dem  Kräftepolygon  Fig.  7  b  er- 
scheinen also  die  Kräfte  von  Fig.  7  a  sämtlich  noch  einmal.  Und 
zwar  müssen  aie  genau  parallel  den  gegebenen  Kräften  sein,  un4 
au.Gh  die  Pfeilrichtung  muß  natürlich  dieselbe  sein.  (Die  Pfeilspitze 
darf  also  nicht  ^twa  umgedreht  eingezeichnet  werden.)  Ss  s^uß 
auch  darauf  aufgepaßt  w^den,  daß  eine  neue  Kraft  immer  da  an- 
gesetzt wird,  wo  die  vorhin  gezeichnete  aufhört.  Auf  diese  Weise 
bekommt  man  dann  ein  Hchtiges  Kräftepolygon.  Die  Resultierende Jß 
ist  dargestellt  durch  die  Verbindungslinie  des  Anfangspunktes  mit 
dem  Endpunkt  des  Polygons;  die  Pfeilrichtung  der  Eesullierenden 
zeigt  von  dem  Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft  nach 
dem  Endpunkt  der  zuletzt  ge- 
zeichneten Kraft.     (Auf  diese 

Bichtungsbezeichnung  von . . .  •  //j  ^  ^ 

nach  ist  genau  zu  achten!) 

Zweite  Methode:  AnalytiBch. 

Wir  haben  hier  zwei  Unter- 
abteilungen, nämlich: 

a)  mit  Hilfe  der  Trigonometriey  ^^ 

b)  mit  Hilfe    der   analytischen 
Oeometrie. 


nv 


Fig.  8. 


Das  trigonometrische  Verfahren  ist  aber  bei  mehreren  Ejräften  sehr 
umständlich.  (Man  muß  erst  zwei  Kräfte  zusammenfassen,  dann 
die  dritte  hinzunehmen,  dann  die  vierte  usw.)  Für  die  Praxis  ist 
nur  das  Verfahren  mit  analytischer  Geometrie  brauchbar.  Es  ent- 
spricht natürlich  genau  demjenigen  für  zwei  Kräfte:  Um  z.  B.  die 
drei  lE^räfte  P^,  1?^  und  P,  in  Fig.  8  durch  ihre  Besultierende  zu 
ersetzen,  wollen  wir  uns  zu  diesen  Kräften  das  Kräftepolygon 
skizziert  denken  (Fig.  9).  Dann  zeichnen  wir  ein  rechtwinklige^ 
Achsenkreuz  o?,  ^,  loten  die  Endpunkte  des  Polygons  auf  die 
Achsen  hinunter  und  zeichnen  hierdurch  die  Projektionen  sowohl 
der  gegebenen  als  auch  der  gesuchten  Kraft  -Ki.^.    Von  letzterer 
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gind  die  Projektionen  wieder  mit  Rx  und  J^  benannt.    Sie  ergeben 
eich  nach  der  Figur: 

(1)  Bg^  Pi  cos«!  +  Pi  cosä,  +  Pj  cosa, , 

(2)  £y  =  Pj  sin^i  +  Pf  siu^  +  Ps  sin^s  • 

Ans  diesen  Gleichungen  sind  Rx  nnd  J^  zn  berechnen.    (Die  P 
nnd  a  sind  ja  gegeben.)   Hierauf  finden  wir  die  Ordße  von  B  ans 

(I)  B^^Rl  +  Bl 

nnd  die  Bichtnng  von  B  aus  einer  der  Gleichungen 

R»  .      1.^^        -^  . 


(n)     sin«j|-^; 


COSaj{ 


tg«Ä 


CtgÄÄ 


B  Rg  Bp 

Bei  dieser  Methode  braucht  man  bei  einiger  Übung  das  Kräfte* 
I>olygon  gar  nicht  einmal  aufzuskizzieren,  sondern  hat  nur  der 

Eeihe  nach   die  Glei- 
**^.  ^  chungen  (1),   (2),   (I) 

und  (11)  auszurechnen. 
[Von  (11)  natürlich  nur 
einen  der  vier  Werte, 
da  schon  jeder  der- 
selben zur  Bestimmung 
des  Winkels  ccj^  ^uid 
hiermit  der  Bichtnng 
von  B  ausreicht.] 

Hierbei  ist  aber  zu 

beachten,  daß  in  den 

'      '   ,^   Ausdrücken  (1)  und  (2) 

5^  *i  ^^^^  Glieder  mit  nega- 

Cj  tiven  Vorzeichen  vor- 

kommen können.  Ha- 
ben wir  z.  B.  die  drei 
Kräfte  P^ ,  P^  und  P, 
in  Fig.  10  9   so  würde  deren    Kräftepolygon-Skizze   nach  Fig.  11 
aussehen.   Fangen  wir  hier  einmal  mit  B^  (das  ist  also  die  Projektion 
von  B  auf  die  y-Achse)  an,  so  erhalten  wir  nach  der  Figur: 

By  =  Pi  sinai  +  P^  sin^x,  —  P,  sinaj  • 

(Von  der  Strecke  ac^' muß  die  Strecke  c^'ä^'  abgezogen  werden,  um 
ad"  zu  erhalten.)  Das  letzte  Glied  erscheint  jetzt  also  mit  nega- 
tivem Vorzeichen.  Dieses  kommt  eben  daher,  weil  die  Pfeilspitze 
von  P,  nach  unten  zeigt,  während  P^  und  P,  nach  oben  zeigen. 


K Jioos(Vj_J^ 5aw«ii-a^^-^ 


Fig.  9. 
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Genau  dasselbe  ist  bei  Bg ,  der  Projektion  von  B  auf  die  a?-Acbse, 
der  FaU.  Wenn  die  Kräfte  sämtUch  nach  derselben  Seite,  z.  B. 
nach  rechts,  zeigen,  bekommen  auch  alle  das  gleiche  Vorzeichen, 
weil  sich  dann  die  Projektionen  einfach  addieren  (Fig.  9).  Zeigt 
aber  ein  Teil  der  Kräfte  nach  rechts,  der  andere  nach  links,  so 
heben  sich  die  Projektionen  teil-  Jk 

weise  auf  und  müssen  also  subtra- 


)<— aßcwOy 
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2t(x 


!^n» 


9^ 


I^cascu^ 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


hiert  werden.  Wir  wollen  im  folgenden  die  nach  rechts  zeigenden 
Kräfte  mit  positivem  und  die  nach  links  zeigenden  mit  negativem 
Vorzeichen  einführen.  Kommt  dann  für  Bx  etwas  Positives  heraus, 
so  bedeutet  dieses,  daß  B^  rechts  vom  ^^KuttpunTae^^  a  in  Fig.  11 
fällt;  kommt  etwas  Negatives  heraus,  so  fällt  jB«  links  von  a  (Fig.  11). 

§4a. 
Beispiele  zu  §  4. 

Erste  Autgabe. 

Es  sei  in  Fig.  10: 

Pi  =  30  kg;       Pa  =  25  kg;       P,  -  35  kg; 

«1  =  45°;  «,  —  60®;  «8  =  30°. 

Welche  eine  Kraft  könnte  aUe  drei  Kräfte  ersetzen? 

Wir  stellen  zunächst  Bx  und  B^  auf,  und  zwar  legen  wir  folgende 
Vorzeichenregeln  zugrunde: 

für  R  /  ^^^  nach  rechts  zeigende  Kraft  bekommt  postUves  Vorzeichen, 
'l     „        „      links         „  „  „  negaUves         „         ; 

für  R  l  ^^^  nach  oben   zeigende   Kraft  bekommt  posiUves  Vorzeichen, 
'l     „        „     unten        „  „  ,»  negaHves        *»         • 

Es  wird  also 

Bx  «  +30 .  cos45^  —  25  •  cos60^  —  35  •  cos30^  -  —21,6  kg, 

By  =  +30 .  sin45®  +  25  •  sin60®  -  35  •  sin30®  -  +25,4  „ 
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Pur  B^  ist  etwas  Negatives  berausgekömmeh.  Hierdurch  Ist 
angezeigt  —  entsprechend  der  von  uns  zugrunde  gelegten  Vor- 
•zeichenannahme  — ,  daß  Bg.  nach  links  vom  Nullpunkte  aus  liegt. 
i2y  liegt  nach  oben  von  a ,  da  es  mit  positivem  Vorzeichen  erschienen 
ist.  (Man  sieht,  daß  die  obigen  Vorzeichenregeln  an  und  füt  sich 
willkürlich  sind.  Es  kommt  nur  darauf  an,  entgegengesetzte  Bich- 
tungen  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  unterscheiden.  Man 
muß  aber  bei  Beginn  der  Bechnung  jeder  Bichtnng  ein  Vorzeichen 
zuteilen y  um  nachher  bei  jP^  und  By  entscheiden  zu  können,  nach 
welcher  Seite  vom  Nullpunkte  a  aus  sie  liegen.)  Aus  Ä,  und  By 
finden  wir: 


(I)  J2  =y(-21,G2)  +  25,42  ^  33,4  kg; 

(II)  tg«,,- 1^  =  1,17;    a^  =  49^30'. 

Bei  tgocjt  brauchen  wir  nur  die  Zahlen  von  B^  und  JBy,  ohne  Vor- 
zeichen, einzuführen;  da  ja  schon  vorhin  aus  der  Lage  von  i?« 
und  By  entschieden  ist,  daß  B  nach  links  oben  geht.  Auch  bei 
dem  Wurzelzeichen  in  Gleichung  (I)  kommt  das  Vorzeichen  nicht 
mehr  in  Betracht,  da  das  Quadrat  einer  jeden  Zahl  positiv  ist. 
Die  Vorzeichen  von  jR^.  und  By  sind  also  nur  nötig,  um  zu  be- 
stimmen., ob  die  Eesultierende  B  nach  rechts  oben,  oder  nach 
links  oben,  oder  nach  rechts  unten,  oder  nach  links  unten  geht. 
Wann  treten  die  beiden  letzten  Fälle  ein! 


Zweite  Aufgabe. 

An  einem  Punkte  greifen  folgende  Kräfte  an: 
nach  rechts  oben  Pj  =  100  kg  unter  dem  NeiguvigswinJcel  «j  =  20® 

tt  fy  yy      -'t  ^^     ^^  ff         n  n  jt  ^a  ^^  "^' 

„      links    oben  P3  =  120  „       „         „  „  «,  =  30** 

„      links  unten  P^  =  130  „       „         „  „  «^  =  40' 

„      rechts  unten  P^  =    90  „       „         „  „  «b  =  50* 

(Als  Neigungswinkel  nehmen  wir  immer  die  spitzen  Winkel  der 
Kräfte  gegen  die  a?-Achse.) 

Wie  groß  ist  und  welche  Bichtung  hat  die  Ersatzkraft  B  dieser 
Kräfte? 

a)  Graphische  Lösung: 

Man  zeichne  den  Punkt  mit  seinen  fünf  Kräften  auf,  hierzu 
^as  Eräf tepolygon ,  und  messe  aus  diesem  B  nach  Größe  und 
Kichtung  ab  (Kräftemaßstab  z.  B.  20kg  =  1,0  cm). 


iO 
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b)  Analytische  Lösung: 
Wir  berechnen 

B,  =  +100  •  COS20*  +  80  •  CO860*  —  120  •  cosSO*  —  130  •  cos 40*  +  90 •  coaöO* 
-=  94  +  40  —  104  —  100  +  58  =— 12kg. 

Wir  haben  bei  jB^  die  nach  rechts  zeigenden  Kräfte  fnlt  positivem 
Vorzeichen  versehen  und  die  nach  links  zeigenden  niit  negativem. 
Da  nun  Rg  mit  negativem  Vorzeichen  herausgekommen  ist,  so 
folgt  daraus/ daß  es  nach  links  liegt. 

E^  =  +100 .  8m20*  +  80  •  Bin60*  +  120  •  Bin30*  —  130  •  8in40*  —  90  •  sinßO* 
«  +34  +  69  +  60  —  84  —  69  =  +10  kg, 

und'  zwar  liegt  B^  nach  oben,  da  das  positive  Vorzeichen  für  die 
nach  oben  zeigenden  Kräite  genommen  wurde. 
Nun  bestimmen  wir  die  Ordße  von  B  aus 

B  =  yi2«  +  10«  =  yU4  +  100  =  15,6kg. 

Da  Bg  nach  links  und  By  nach  oben  zeigt,  so  geht  B  nach 
links  oben.  Der  genaue  Neigungswinkel  von  B  ergibt  sich 
z.  B.  aus: 

Unter  diesem  Winkel  würde  sich  also  der  Punkt  unter  der  Ein- 
wirkung der  fünf  Kräfte  nach  links  oben  bewegen. 

Anleitung  zum  praktischen  Bechnen:  Auf  der  Bückseite  des 
Bechenschiebers  sind  auf  dessen  beweglichem  Teile,  der  sog.  „Zunge'', 
die  Sinus  angegeben.  Um  also  z.  B.  90 -cos 50°  auszurechnen, 
nimmt  man  dafür  90  •  sin  40°  [da  cos  50°  =  sin  (90  —  50)°  ist] ,  stellt 
auf  der  Bückseite  die  Zahl  40°  an  den  Markierstrich,  schiebt  den 
Glasläufer  auf  der  Vorderseite  über  die  Zahl  9  der  obersten  Teilung 
und  liest  dann  auf  der  oberen  Teilting  der  Zunge  das  Besultat  57,9  ab. 

Dritte  Aufgabe« 

Auf  einen  Punkt  wirken  folgende  Kräfte  ein: 

horizontal  nach  rechts  Pj  =  60  kg  (also  äj  ==  0°) , 

„     links   P,-40„    (  „    «2  =  0°), 
vertikal  nach  oben  .  Pg  =  70  „    (  „    a,  =  90°) , 
„  „     unten  P^  =  20  „    (  „     «4  =  90°) . 

Die  Ersatzkraft  B  ist  zu  bestimmen! 

a)  Die  graphische  Lösung  führe  man  selber  durch! 

b)  Analytisch.  Bei  der  Aufstellung  des  Summenausdruckes  B^ 
wollen  wir  wieder  die  nach  rechts  zeigenden  Kräfte  mit  positivem 


—     16    — 

and  die  nach  links  zeigenden  mit  negativem  Vorzeichen  einführen. 
Eine  Kraft,  die  rechttoinJclig  zur  rr- Achse  steht,  muß  dann  also  so- 
wohl das  positive  als  auch  das  negative  Vorzeichen  bekommen^ 
da  sie  sowohl  zu  der  einen  wie  zu  der  anderen  Seite  gerechnet 
werden  kann. 

Bei  i2y  wollen  wir  die  Bichtung  nach  oben  positiv  und  die 
nach  unten  negativ  nehmen.  Einer  Kraft,  die  rechtwinJclig  zur 
y-Achse  steht,  geben  wir  zunächst  beide  Vorzeichen. 

Dann  wird 

jB.  =  +Pi  •  cosO'^  -  Pg  •  cosO°  ±  Ps  •  cos90°  ±  P^  •  cos90** , 
B^  =  ±Pi  •  sinO°  +  Pj, .  sinO^  +  Pg  •  sin 90°  -  P^  •  sin 90° . 

Kun  ist  aber  bekanntlich: 

cosO°  =  l;       cos90°  =  0, 
sinO°  =  0;       8in90°  =  l. 

Die  obigen  Oleichungen  gehen  also  über  in: 

Ä,  =  +  Pj .  1  ~  Ps  •  1  ±  Ps  •  0  +  P^  •  0 , 

jRy  =  ±  Pl  •  0  +  Pg  .  0  +  P3  . 1  -  P^ .  1 . 

Wenn  man  eine  Zahl  mit  KuU  multipliziert,  so  erhält  man  das 
Besultat  Null.  In  den  obigen  Ausdrücken  fallen  also  die  Olieder, 
die  den  Faktor  Null  haben,  fort,  und  wir  haben  das  Besultat 

(1)  B,  =  +Pi~P2; 

(2)  Ä,=  +P3-P4. 

(Die  weitere  Berechnung  führe  man  selber  aus!) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  wollen  wir  uns  für  alle 
folgenden  Berechnungen  merken: 

Bei  dem  Summenausdruck  Bj.  erscheinen  die  in  Bichtung  der 
X-Achse  wirkenden  Kräfte  in  natürlicher  Größe,  und  die  rechtwinklig 
dazu  stehenden  fallen  vollständig  fort. 

Bei  dem  Summenausdruck  By  erscheinen  die  in  Richtung  der 
y- Achse  wirkenden  Kräfte  in  natürlicher  Oröße,  und  die  rechtwinklig 
dazu  stehenden  fallen  vollständig  fort. 

Noch  einfacher  als  aus  der  Bechnung  ergeben  sich  diese  beiden 
Begeln  ja  auch  aus  der  Figur.  Man  ersieht,  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Obigen,  aus  dem  Kräftepolygon  folgendes:  Bei  der  or- Achse 
projiziert  sich  eine  horizontale  Kraft  in  natürlicher  Größe,  und 
eine  vertikale  Kraft  als  Punkt  (also  von  der  Länge  Null).    Da- 
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gegen  bei  der  y-Achse  erscheint  die  Projektion  einer  vertikalen 
Kraft  in  natürlicher  Oröße,  nnd  die  Projektion  einer  horizontalen 
Kraft  wird  gleich  Nnll. 

Vierte  Aufgabe, 

Auf  einen  Punkt  wirken  folgende  drei  Kräfte: 
nach  rechts  oben  P^  =  120  kg  unier  einem  Winkel  oci  =30"* 
„     links  unten  Pg  =  130  „       „         „  „       «2  =  4^° 

ff         ff         >j      P3  ^^    24  ,,       „  ,,  ,y       a^  =  60 

Gesucht  ist  die  Frsaizkraft! 

Resultat:  B  geht  direkt  vertikal  abwärts  nnd  hat  die  Größe 
von  52,7  kg.  (Dieses  folgt  daraus ,  daß  Bg='Q  nnd  Ry  «=  52,7  kg 
heranskommt;  tg^j^  ergibt  sich  gleich  unendlich,  entsprechend 
einem  Winkel  von  90**.) 


§5. 

Die  Gleiehgewiehtfibedingung  von  Kräften,  die  an  einem  Punkte 

angreifen. 

L  Grnndprinzfp. 

Wenn  wir  zu  einem  beliebigen  Kräftesystem  das  Kräfte- 
polygon zeichnen,  so  wird  im  allgemeinen  der  in  Fig.  7 — 11 
angenommene  Fall  eintreten:  Punkt  e  fällt  nicht  mit  Punkt  a  zu- 
sammen, und  die  gedachte  Kraft  a  e  gibt  die  Wirkung  des  Kräfte- 
systems an. 

Wenn  aber  beim  Aufzeichnen  des  Polygons  der  in  Fig.  12  an- 
genommene besondere  Fall  eintritt,  daß  der  Endpunkt  e  zusammen  - 
fällt  mit  dem  Anfangspunkte  a,  so  wird  ae  =  0.  Die  Kraft,  deren 
Wirkung  gleich  ist  der  Gesamtwirkung  von  (P^  +  P2  +  Pz  +  PJ , 
ist  gleich  Null.  Mit  anderen  Worten:  Das  Kräftesystem  bringt 
keine  Wirkung  auf  den  Punkt  m  hervor,  es  bildet  ein  ,,Gleich- 
gewiehtssystem^^ 

Dieser  besondere  Fall,  daß  mehrere  an  einem  Punkte  an- 
greifende Kräfte  den  Punkt  nicht  in  Bewegung  setzen  (wie  man 
doch  im   allgemeinen   annehmen   müßte),   sondern   ihn  in  Buhe 

Fischer,  Statik.  2 
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halten,  bildet  die  Grundlage  für  alle   weiteren  Untersncbungen. 
Deshalb  ist  die  Frage:  „Wann  halten  mehrere  an  einem  Punkto 


&^Cb 


y:\Vi,    12. 


angreifende  Kräfte  diesen  Punkt  im  Kuhezustandt"  für  uns  von 
der  größten  Wichtigkeit.  Die  prinzipielle  Antwort  lautet:  „dann, 
wenn  sieb  die  Eesultierende  dieser  Kräfte  gleich  Null  ergibt/' 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  die  Ersatzkraft  irgendeiner 
Kräftegruppe  gleich  Kuli  ist,  können  wir  wieder  entweder  graphisch 
oder  analytisch  vorgehen. 


II.  Verschiedene  Anwendungsmethoden  des  Grundprinzips. 


Erste  Methode:  Graphisch. 

,    Um  festzustellen,  ob  R  gleich  Null  ist,   zeichnen  wir  unter 
Zugrundelegung  eines  Kräftemaßstabes  zu  den  gegebenen  Kräften 


e^O/, 


Fig.  13. 


(Fig.  13a)  ein  Kräftepolygon  (Fig.  13b).  Wenn  sich  dann  zeigt, 
daß  der  Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  (Punkt  e)  von 
selber  zurfickfäUt  in  den  Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten 
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Kraft  (Pankt  a)^  so  bedeutet  dieses,  daß  R  g1ei<^li  KuU  ist.  Das 
heißt  also,  daß  diese  Kräitegruppe  die  besondere  Eigenschaft  bat, 
daß  sie  ihren  Angriffspunkt  (Fig.  13  a)  in  Euhe  hält.  Und  das 
Kennzeichen  dafür  ist: 

jjDas  Kräftepolygon  schHeßt  sichj^ 

Zweite  Methode:  Analytlseh« 

Zur  analytischen  Bestimmung  von  B  hatten  wir  im  §  4  den 
Ausdruck  abgeleitet 

Da  das  Quadrat  einer  Zahl  stets  positiv  ist  (auch  wenn  die  Zahl 

selber  negativ  ist),  haben  wir  unter  dem  Wurzelzeichen  eine  Summe, 

die  stets  aus  zwei  positiven  Oliedem  besteht.    Eine  solche  Summe 

kann  nur  dann  gleich  S^uU  werden,  wenn  jedes  der  beiden  Glieder 

gleich  Null  ist  [während  eine  Summe,    die  aus  einem  positiven 

und  aus  einem  negativen  Gliede  besteht,  z.  B.  a  +  (—  h) ,  auch 

dann  zu  Null  wird,  wenn  beide  Oheder  gleich  groß  sind]. 

Damit  also 

22  =  0 

wird,  muß  sein 

In  Worten  heißt  dieses:  Um  zu  entscheiden,  ob  eine  an  einem 
Punkt  angreifende  Kräftegruppe  diesen  Punkt  in  Buhe  halten 
wird,  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  ein  rechtwinkliges  Achsen- 
kreuz X ,  y  gezogen  und  berechnen  die  Projektionen  der  Kräfte 
auf  die  a;- Achse  (nämlich  P^-cos^i,  Pa^cosocg  usw.)  und  auf  die 
y-Achse  (nämlich  Pj-sinai,  PfSin^j  usw.).  Dann  nehmen  wir 
bei  der  d?- Achse  die  nach  rechts  und  die  nach  links  zeigenden 
Projektionen  mit  verschiedenen  Vorzeichen  und  bestimmen  mit 
Berücksichtigung  der  Vorzeichen  die  Summe  B^  der  Projektionen. 
Entsprechend  nehmen  wir  bei  der  y- Achse  die*  nach  oben  und  die 
nach  unten  zeigenden  Projektionen  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
und  rechnen  di^  Summe  22y  dieser  Projektionen  aus.  Wenn  sich 
dann  sowohl  für  Bg  als  auch  für  By  der  Wert  NuU  ergibtj  hletbt 
der  Punkt  in  Buhe* 

Die  Bedingung,  daß  JB«  gleich  Kuli  sein  muß,  läßt  sich  auch 
in  der  Form  aussprechen:  Es  muß  bei  der  (T" Achse  die  Summ» 
der  nach  rechts  zeigenden  Projektionen  gleich  der  Summe  der 
nach  Unks  zeigenden  Projektionen  sein.  (Denn  Bg  entsteht  ja  aus 
der  Addition  dieser  beiden,  mit  verschiedenen  Vorzeichen  zunehmen- 

2* 
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den  Teilsnmmeii).  Entsprechend  kann  man  statt  ,,  JS,  =  0  **  sagen : 
Es  müssen  bei  der  y -Achse  die  nach  oben  zeigenden  Projektionen 
snsammen  gleich  den  nach  unten  zeigenden  sein.  Diese  Form 
der  Gleichgewichtsbedingungen  ist  für  die  Anwendung  sehr  bequem. 
Wir  wollen  sie  übersichtlich  zusammenstellen: 

I.  Die  Summe  der  nach  rechts  zeigenden  Projektionen  muß  gleich 
der        jj         jy       „      linJes  ,,  ,,  sein* 

II.  Die  Summe  der  nach   oben   zeigenden  ProjeTctionen  muß  gleich 
der        91         jj       yy      unten         ^^  ^j  sein. 

Diese  Bedingung,  daß  R^  und  Ry  gleich  Null  sein  müssen, 
damit  R  gleich  Null  ist,  kann  man  auch  noch  auf  einem  anderen, 
recht  anschaulichen  Wege  ableiten.  Wenn  nämlich  R  nicht  gleich 
Null  ist,  und  man  projiziert  R  auf  ein  Achsenkreuz  o? ,  ^ ,  so  wird 
man  doch  für  die  Projektionen  R^  und  Ry  gewisse  Werte  bekommen. 
Nur  wenn  zufällig  R  senkrecht  zur  a;- Achse  steht,  wird  jß^  »  0  ; 
jedoch  hat  dann  R^  einen  endlichen  Wert  (nämlich  dann  ist  R^ 
gleich  R).  Und  wenn  umgekehrt  R  senkrecht  zur  y-Achse  steht, 
wird  i^y  =  0  ;  aber  dann  hat  R^  einen  endlichen  Wert.  Auf  jeden 
Fall  können,  solange  12  nicht  gleich  Null  ist,  entweder  beide  Pro- 
jektionen Rg  und  Ryj  oder  wenigstens  eine  von  beiden,  ebenfalls 
nicht  gleich  Null  werden.  Daraus  folgt  aber  umgekehrt,  daß^ 
wenn  trotzdem  beide  Projektionen  R^  und  Ry  gleich  Null 
werden,  dieses  nur  dann  möglich  sein  kann,  wenn  auch  R  gleich 
Null  ist. 

Also  ist  die  Bedingung: 

Ä,  =  0  ,      JBy  =  0 

ein  absolut  sicheres  Kennzeichen  dafür,  daß  i2  =  0  ist. 

Aus  dieser  Ableitung  ersieht  man  aber  auch  noch  folgendes: 
Man  braucht  die  o?-  xmd  die  y-Achse  gar  nicht  rechtwinklig  zuein- 
ander zu  nehmen.  Man  kann  vielmehr  eine  beliebige  rr-Achse 
nehmen  und  zxmächst  Rg  bilden  {R^g «  P^  •  cosa^  -f  P^  •  cos^i  -f  •  •  0  • 
Dann  kann  man  eine  beliebige,  eventuell  schief  dazu  stehende 
y. Achse  nehmen  und  Ry  bilden;  und  zwar  ist  jetzt  Ry^P^*  cos^i 
+  Pa  •  cos^2  +  •  •  M  worin  ^i,  /?2>  •  •  •  die  Neigungswinkel  der  Kräfte  Pi , 
Pg  9  •  •  •  gegen  die  neue  ^-Achse  sind.  Ergibt  sich  hierbei,  daß  so- 
wohl Rg  als  auch  Ry  gleich  Null  ist,  so  ist  dieses  eine  ausreichende 
Bedingung  dafür,  daß  auch  R  gleich  Null  ist.  Meistens  ist  es 
allerdings  am  bequemsten,  die  Achsen  rechtwinklig  zueinander  zu 
nehmen. 
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§5a. 
Beispiele  zu  §  6. 

Erste  Antgabe, 
In  Fig.  13  sei: 

Pi  =  35kg;       P,  =  30kg;       P,  =  20kg;       P^^lSkg, 
«1  =  20°;  «2  =  30°;  «,  =  45°;  «4  =  61°. 

Es  ist  nachzuweisen^  daß  der  Punkt  m  in  Ruhe  bleibt! 

Graphisch: 

Beim  maßstäblichen  Aufzeichnen  des  Ejräftepolygons  (Fig.  13  b) 
zeigt  sich,  daß  sich  dieses  „sehließt^^.  Daraus  folgt,  daß  die  Tier 
Kräfte  in  Fig.  13  a  sich  das  Oleichgewicht  halten. 

Analytisch: 

Wir  bilden 

B^  =  +Pi  COS«i  —  P2  C0S«2  ""  -Ps  C0S«3  +  P4  C0S«4  > 

Äy  =  +PiSin«i  +  P2Sin«3  —  PjSin«,  —  P4  8in«4* 

Nun  setzen  wir  die  Zahlenwerte  ein  und  finden 

B,  =  +35  •  0,940  -  30  •  0,866  -  20  •  0,707  +  15  •  0,485 , 

jBj^  =  +35  •  0,342  +  30  •  0,500  -  20  •  0,707  -  15  •  0,875 . 

B^  =  +32,9  -  26,0  -  14,1  +    7,2  «  0 , 

By  =  +12,0  +  15,0  -  14,1  -  13,0  =  0 . 

Da  sich  sowohl  B^  als  auch  By  gleich  Null  ergeben  hat,  ist  es 
sicher,  daß  der  Punkt  in  Euhe  bleibt. 

Noch  bequemer  rechnet  es  sich,  wenn  man  untersucht,  ob 
I.  die  Summe  der  nach  rechts  zeigenden  Projektionen  gleich 

der       „         „        „     links  „  „  ist; 

II.  die  Summe  der  nach  oben     zeigenden  Projektionen  gleich 
der       „         „        ,,     unten  „  ,1  ist. 

Diese  Untersuchung  führe  man  selber  durch! 

Zweite  Aufgabe. 

Auf  einen  Punkt  wirken  folgende  vier  Kräfte  ein: 

ncxh  rechts  oben  P^  =  19  kg  unter  -<«i  =  40°]  (Die  Winkel «  sind 
„  links  „  Pg  =  75  „  „  <«2  =  60°  I  immer  die  spitzen 
„  links  unten  P3  =  85  „  „  <«3  =  20°  Winkel  gegen  die 
„    ßrechts    „      P4  =  114,5kg  „      <«4  =  25°j         a?- Achse!) 

Es  ist  nachzuweisen,  daß  der  Punkt  sich  unter  der  Ein- 
wirkung dieser  Kräfte  nicht  bewegen  wird,  sondern  in  Buhe  bleibt! 
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§6. 
Die  Wirkung  einer  Kraft,,  dargestellt  durch  die  Wirkung 

mehrerer  Kräfte. 

Der  Zweck,  den  wir  mit  unseren  bisherigen  Untersuchungen 
verfolgt  haben,. ist  einleuchtend:  Erstens  gelangten  wir  auf  diese 
Weise  zu  den  Gleichgewichtsbedingungen,  außerdem  ist  es  natür- 
lich stets  bequemer,  wenn  wir  statt  mehrerer  an  einem  Punkte 
angreifenden  Kräfte  nur  eine  Kraft  (die  Brsatzkraft)  in  die  Eech- 
uung  einzuführen  haben.  Nun  kann  aber  auch  der  umgekehrte 
F^tll  eintreten,  daß  es  zweckmäßig  ist,  die  Wirkung  einer  Kraft 
darzustellen  durch  die  Wirkung  mehrerer  Kräfte, 

4 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  in  Fig.  14a  sei  m  der  Knotenpunkt 
im  Obergurt  eines  Binders.  P^  ist, die  Knotenlast  infolge  Eigen- 
gewicht, Pg  infolge  Schnee  und'  Pj 
infolge  Wind.  P^  und  Pg  wirken  ver- 
tikal nach  unten;  Pg  ist  rechtwinklig 
zur  Dachfläche.  Wenn  es  nun  gelingt, 
P3  zu  ersetzen  durch  zwei  Kräfte,  von 
denen  die  eine  vertikal  und  die  andere 
horizontal  ist  (Fig.  14b),  so  können  wir 
die  vertikale  Kraft  P3  zusammenfassen 
mit  Pi  und  P3  (Fig^  14  c),  und  die 
Wirkung  von  P3'  entweder  getrennt 
untersuchen  oder  —  bei  flachen  Dächern 
—  einfach  gar  nicht  berücksichtigen. 
In  der  Tat  lassen  sich  die  beiden 
Kräfte  P3  und  P3'  stets  angeben.  Die 
Aufgabe  ist  nichts  anderes  als  die  Um- 
kehrung von  §  3.  Wir  finden  die  beiden  gesuchten  Kräfte,  indem 
wir  ein  Parallelogramm  konstruieren,  dessen  Diagonale  nach 
Größe  und  Bichtung  gleich  der  gegebenen  Kraft  ist  und  dessen 
Seiten  die  vorgeschriebenen  Eichtungen  haben. 

Bei  dem  vorliegenden  Beispiele  sind  die  Eichtungen  vertikal 
und  horizontal;  daher  geht  das  Parallelogramm  in  ein  EeChteck 
über. .  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  Kraft  P3  gegen  die 
horizontale  Eichtung  bildet,  mit  cc ,  so  ist  (Fig.  14b) 

die  j,horizoniale  Seitenhraft^^  Pi'  =  Pj  •  cos« , 
„    „vertikale  Seitenkraft^^     P3  =  P3  •  sin«  , 

(Diese  beiden  Werte  muß  man  sich  für.  die  folgenden  Berechnungen 
merken.) 


I 

>,Ps 


Fig.  14. 
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Man  nennt  diesen  Vorgang  daa  ^^Zeries^en^  einer  Kraft;  die 
beiden  Kräfte  P'  nnd  P"  heißen  JSritenkritte''  oder  ^«KompMeaten'* 
▼om  P.  Man  darf  ab«  nicht  übersehen,  daß  das  Zerl<^n  einer 
Kraft  kein  physikalischer,  sondern  nur  ein  gedachter  Vorgang  ist, 
den  wir  zu  dem  Zwecke  ausfuhren,  um  die  Zahlenrochnung  tu 
▼ereinfachen. 


§7.. 
Beispiele  lu  §  6  und  Schlußbetrachtung« 

*    Erste  Autcrabe« 

Die  Kraft  P  in  Fig.  15 a  ist  zu  ersttzen  durch  zwei  Kräfte  Pj 
und  P]  y  deren  Richtungen  in  die  angegebenen  Linien  fallen^ 


Fig.  lä 

Lösung:  Wir  zeichnen  ab  =  P  und  ziehen  durch  die  End« 
punkte  parallele  Linien  zu  den  gegebenen  Sichtungen.  (Entweder 
nach  Fig.  15  b  oder  15  c.)  Die  Pfeilrichtungen  von  P^  und  Pj 
Bind  so  einzuzeichnen,  daß  P,  deren  Wirkung  nach  der  Autgabe 
gleich  sein  soll  den  Wirkungen  von  P^  und  P,  zusammen ,  von 
dem  Anfangspunkte  der  einen  Kraft  nach  dem  Endpunkte  der 
anderen  zeigt. 

Zweite  Aufgabe« 

Die  Kraft  P  in  Fig.  16  soll  ersetzt  werden  durch  eine  Kraft  P^ , 
deren  Größe  und  Richtung  bereits  vorgeschrieben  ist^  und  durch  eine 
zweite  Kraft  Pg  y  die  in  Größe  und  Richtung  zunächst  unbestimmt  ist. 

(Diese  Aufgabe  spielt  eine  wichtige  Bolle  bei  der  Ableitung 
des  Seilpolygons;  §  9.) 

Lösung:  Wir  zeichnen  zunächst  ab  ^  P  und  an  den  einen 
Endpunkt  die  nach  Größe  und  Bichtung  bereits  vorgescbriebeno 


••* 
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Kraft  P^  (Fig.  16b  oder  16c).  Dann  bekommen  wir  durch  dio 
dritte  Seite  des  Kräftedreiecks  die  dritte  Kraft  nach  Größe  und 
Bichtung.  Die  Pfeilricbtung  von  P|  bestimmt  sidi  wieder  in  der 


r 


Weise,  daß  die  Wirkung  der  gegebenen  Kraft  P  gleich  sein  muß 
den  Wirkungen  von  P^  und  Pg  zusammen.  Sind  die  Pfeile  richtig 
eingezeichnet,  so  geht  also  P  von  dem  Anfangspunkt  der  einen 
Kraft  nach  dem  Endpunkt  der  anderen. 


Zusammenfassung  zum  1.  Vortrag. 

Den  Anfang  bildete  die  Betrachtung  der  Wirkung  einer  Kraft  auf 
einen  Punkt.    Dieser  Fall  wurde  direkt  aus  der  Anschauung  erledigt. 

Alle  übrigen  F&lle  ließen  sich  nun  an  diesen  Grundfall  anschließen. 
Und  zwar  wurden  noch  folgende  Fragen  behandelt: 

I.  Wie  läßt  sich  die  Wirkung  mehrerer  Kräfte  auf  einen  Punkt  am 
bequemsten  darstellen?    (Antwort:  Durch  ihre  Besultierende  £ .) 

II.  Welche  besondere  Eigenschaft  muß  eine  Kräftegruppe  haben,  die 
ihren  Angriffspunkt  im  Buhezustand  hält?    (Sie  muß  i2  =  0  haben.) 

III.  Wie  läßt  sich  eine  Kraft  durch  mehrere  Kräfte  ersetzen?  (Kräfte- 
zerlegung.) 


2.  Vortrag: 
Das  Verhalten  von  Kräften,  die  an  einem  Körper  angreifen. 

§8. 
Die  Wirkung  einer  Kraft,  die  an  einem  Körper  angreift 

I.  Allgemeines  über  die  Wirkung  der  Kraft. 
Im  1.  Vortrag  haben  wir  die  Wirkung  von  Kräften  bestimmt, 
die  an  einem  Punkte  angreifen.    Genauer  gesagt:  an  einem  Körper 
Ton  so  kleinen  Abmessungen,  daß  er  zu  einem  Punkte  zusammen- 
geschrumpft ist. 
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Im  2.  Vortrag  wollen  wir  den  Fall  untersuchen,  daß  es  sich 
um  einen  Körper  von  normalen,  endlichen  Abmessungen  handelt, 
in  dessen  einzelnen  Punkten  die  Elräfte  angreifen.  Um  die  Unter- 
suchung zu  vereinfachen,  nehmen  wir  zunächst  an,  daß  der  Körper 
sich  nur  in  einer  Ebene  ausdehnt  und  daß  auch  sämtliche  Kräfte 
in  dieser  Ebene  enthalten  seien.  Statt  „Körper^'  müßten  wir  also 
eigentlich  ,,Seheibe^^  sagen.  Und  die  Aufgabe  lautet  dann:  Auf 
eine  solche  Scheibe  wirken  Kräfte,  die  sämtlich  innerhalb  der 
Scheibenebene  liegen.  Worin  äußert  sich  die  Wirkung  dieser 
Kräfte! 

Wir  beginnen  mit  dem  allereinfachsten  Fall,  daß  nur  eine 
Kraft  auf  den  Körper  einwirkt.  Wie  bewegt  er  sich  dann! 
Augenscheinlich  ist  dieses  doch  eine  wirklich  elementare  Aufgabe, 
und  trotzdem,  wie  wenige  Ingenieure  können  darauf  eine  richtige 
Antwort  geben!  Dabei  ist  es  so  leicht,  die  Sache  zu  untersuchen: 
Wir  nehmen  ein  Stück  recht  glattes  Zeichenpapier  als  Unterlage. 
Legen  darauf  ein  anderes  Stückchen  Papier.  Halten  darüber  ein 
Lineal  und  üben  längs  dieses  Lineals  auf  das  Stückchen  Papier 
eine  Kraft  aus.  (Indem  wir  mit  einer  Nadel  od.  dgl.  längs  des 
Lineals  fortwährend  kleine  Stöße  ausüben.)  Dann  haben  wir  einen 
Körper,  auf  den  (abgesehen  von  der  sehr  kleinen  Beibung)  in 
einer  bestimmten  Eichtung  eine  Kraft  wirkt,  und  können  mit 
eigenen  Augen  sehen,  waa  geschieht.  Nämlich:  Der  Körper  setzt 
sich  in  Bewegung,  und  zwar  macht  er  zugleich  eine  fortschreitende 
und  drehende  Bewegung.  Und  wenn  man  genauer  hinsieht,  so 
zeigt  sich:  Ein  Punkt  des  Körpers  bewegt  sich  geradlinig  fort, 
und  zwar  in  Eichtung  der  Kraft.  Die  anderen  Punkte  bewegen 
sich  mit  diesem  Punkte  zusammen  und  rotieren  außerdem  um 
diesen  Punkt  herum.  Diesen  einen  ausgezeichneten  Punkt  nennt 
man  in  der  Mechanik  den  j,8chwerpunlct^^  des  Körpers.  Der  Ver- 
such hat  uns  also  folgendes  gelehrt:  Wirkt  auf  einen  frei  beweg- 
lichen Körper  in  einer  bestimmten  Eichtung  eine  Kraft,  so  be- 
wegt sich  der  Schwerpunkt  des  Körpers  geradlinig  in  der  Eichtung 
der  Kraft,  und  die  anderen  Punkte  des  Körpers  kreisen  um  den 
Schwerpunkt  herum.  (Nur  wenn  die  Eichtung  der  Kraft  zufällig 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  ist  die  Drehgeschwindigkeit  der 
anderen  Punkte  gleich  Null;  dann  bewegen  sich  sämtliche  Punkte 
geradlinig.) 

Hiermit  ist  das,  was  wir  für  die  Statik  von  der  Wirkung 
einer  auf  einen  Körper  wirkenden  Kraft  wissen  müssen,  zunächst 
erledigt. 
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II.  Die  erforderlichen  Be$timmungs8tücke  der  Kraft. 

Wieviel  Angaben  müssen  nun  .über  eine  Kraft  gemacht  werden^ 
um  deren  Wirkung  zu  bestimmend  Im  vorigen  Vortrag  genügte 
es,  von  jeder  Kraft  zu  wissen :  Größe  und  Bichtung.  Diese  beiden 
Angaben  genügen  aber  nicht,  sobald  die  Kräfte  zerstreut  an  einem 
Körper  angreifen.  Nehmen  wir  einen  für  uns  sehr  wichtigen  Fall, 
die  Berechnung  eines  Fachwerkträgers  (Fig.  17).  Um  die  Wirkung 
der  Kraft  P,  z.  B.  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stäben^  zu 
bestimmen,  brauchen  wir  drei  Angaben: 

(I)  1.  Qrößey      2.  Richtung ^       3.  Angriffspunkt 

der  Kraft. 

Daß  die  ersten  beiden  Angaben  wieder  nötig  sind,  ist  ja 
selbstverständlich.  Aber  auch  die  dritte  Angabe  ist  erforderlich; 
denn  es  ist  klar,  daß  eine  Kraft,  die  im  Punkte  a  angreift,  ganz 

andere  Spannungen  her- 
fjP  vorbringen  wird,  als  wenn 

sie  in  b  oder  a'  angreifen 
würde. 

Es  gibt  allerdings  Auf- 
gaben, bei  denen  die  An- 
gabe des  Angriffspunktes 
der  Kraft  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  entbehrt 
werden  kann.  Wirkt  auf  einen  starren  Körper  eine  Kraft  ein,  so 
ist  der  Bewegungszustand,  in  den  ihn  die  Kraft  versetzt  (also  die 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  und  die  Drehgeschwindigkeit 
um  den  Schwerpunkt),  stets  der  gleiche,  in  welchem  Punkte  ihrer 
Bichtungslinie  die  Kraft  auch  angreifen  möge.  Die  Größe  und 
die  Bichtung  der  Kraft  darf  man  natürlich  nicht  ändern,  auch 
darf  sie  nicht  etwa  seitlich  auf  dem  Körper  verschoben  werden; 
den  Angriffspunkt  dürfen  wir  aber  innerhalb  ihrer  Wirlcungslinie 
beliebig  annehmen,  ohne  daß  dadurch  die  eintretende  Bewegung 
irgendwie  eine  andere  wird.  Um  also  den  Einfluß  einer  Kraft  auf 
den  Bewegungszustand  eines  starren  Körpers  anzugeben,  sind  nicht 
die  unter  (I)  angeführten  Bestimmungsstücke  nötig,  sondern  es 
genügt  die  Angabe  von 

(II)  1.  Oröße,      2.  Richtung^       3.  Lage  der  Kraft 

auf  dem  Körper.  (Augenscheinlich  ist  es  einfacher,  die  Lage  an- 
zugeben, als  den  genauen  Angriffspunkt.)  Man  drückt  dieses  so 
aus:   Für  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 


Fig.  17. 
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kann  der  Angriffspunkt  einer  Kraft  beliebig  auf  ihrer  Wirkungs- 
linie verschoben  werden.  (Satz  von  der  j^Verschiehung  des  J.n- 
griffapunlctea^K) 

Die  yjVerschiebung  des  Angriffspunktes' '  ist  ferner  zulässig 
bei  der  Untersuchung  des  Ruhezustandes  eines  starren  Körpers 
(§  12).  Denn  der  Buhezustand  ist  nichts  anderes  als  ein  besonderer 
Fäir  der  Bewegung,  nämlich,  wenn  alle  Geschwindigkeiten  gleich 
Null  werden. 

Weiter  werden  wir  sehen  (Abschnitt  II),  daß  die  Berechnung 
der  Aufla^erkräfte  eines  Trägers  eine  direkte  Anwendung  der  für 
den  Buhezustand  eines  starren  Körpers  aufgestellten  Begeln  ist. 
(Allerdings  müssen  die  Auflager  in  bestimmter  Weise  konstruiert 
sein.  Näheres  in  Abschnitt  11.)  Es  gilt  also  auch  für  diese  Be- 
rechnungen, daß  der  Angriffspunkt  einer  Kraft  innerhalb  ihrer 
Bichtungslinie  beliebig  angenommen  werden  darf.  Hat  z.  B.  der 
in  Fig.  17  gezeichnete  Träger  ein  festes  und  ein  verschiebliches 
Lager,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  ihn  nach  den  im  Abschnitt  n  ent- 
wickelten Methoden  berechnen,  in  der  Tat  die  gleichen  Auflager- 
kräfte, gleichgültig,  ob  die  Last  P  im  Punkte  a  oder  in  b  angreift. 

Dagegen  ist  die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  im  allge- 
meinen nicht  zulässig,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung  der  im 
Innern  eines  Körpers  wirkenden  Kräfte  handelt. 

§9. 
Die  Wirkung  mehrerer  Kräfte,  die  an  einem  Korper  angreiten. 

Nun  wollen  wir  den  Fäll  untersuchen,  daß  auf  den  Körper 
nidit  eine  Kraft,  sondern  mehrere  Kräfte  einwirken.  Wie  können 
wir  deren  Wirkung  am  einfachsten  zur  Darstellung  bringent  Die 
Antwort  lautet:  „Dadurch,  daß  wir  diejenige  Kraft  R  bestimmeui 
deren  Wirkung  gleich  ist  der  Wirkung  sämtlicher  gegebenen  Kräfte 
zusammen.^' 

Allerdings  läßt  sich  eine  solche  Ersatzkraft  nicht  immer  an* 
geben.  Wenn  es  sich  in  Fig.  18  um  die  Berechnung  der  im  Innern 
des  Körpers  auftretenden  Kräfte  (Spannungen)  handelt,  kommt  es 
sehr  wohl  darauf  an,  daß  die  Kraft  P^  im  Punkte  i,  die  Kraft 
P^  im  Funkte  2  usw.  angreift.  Es  muß  dann  eben  jede  Kraft 
an  der  Stelle  in  die  Bechnung  eingeführt  werden,  wo  sie  ihren 
Angriffispunkt  hat,  und  weitere  Bechnungsvereinfachungen  können 
nicht  vorgenommen  werden.  Namentlich  kann  die  Wirkung  der 
Kräfte  nicht  durch  die  Wirkung  einer  Kraft  ersetzt  werden. 
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Wenn  es  sich  aber  in  Fig.  18  nur  um  die  Berechnung  der 
an  den  Auflagern  A  und  B  auftretenden  Auflagerkräfte  handelt, 
läßt  sich  die  Wirkung  des  vorhandenen  Lastensystems  durch  die 
Wirkung  einer  Kraft  B  darstellen;  nämlich  auf  folgende  Weisen: 

L  Methode:  Graphisch  mittels  Kraftesogr* 
1.  Wir  denken  uns  in  Fig.  18  die  beiden  Kräfte  P^  und  P, 
na<^h  dem  Schnittpunkt  1,2  ihrer  beiden  Eichtungslinien  verlegt. 
(Diese  Verschiebung  ist  ja  bei  der  Aufgabe  zulässig,  da  hierdurch 
die  Auflagerkräfte  nicht  geändert  werden.)  Dadurch  haben  wir 
den  Vorteil,  daß  wir  es  dann  mit  zwei  Kräften  zu  tun  haben,  die 


Fig.  18. 

gemeinsam  an  einem  Punkte  angreifen.  Wir  haben  also  den  Fall, 
daß  die  beiden  Kräfte  P^  und  P,  verschiedene  Angriffspunkte 
haben,  zurückgeführt  auf  den  bereits  im  1.  Vortrage  untersuchten 
Fall,  daß  die  beiden  Elräfte  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben, 
und  können  die  dort  angegebene  Methode  zur  Bestimmung  der 
Ersatzkraft  auch  hier  anwenden.  (Man  beachte,  daß  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  nur  für  den  Fall  abgeleitet  und  durch  den  Ver- 
such bewiesen  wurde,  daß  die  Kräfte  einen  gemeinsamen  Angriffs- 
punkt haben.) 

Wir  reihen  also  von  einem  beliebigen  Punkte  a  aus  (Fig.  18b) 
die  beiden  Kräfte  aneinander  und  erhalten  die  Ersatzkraft  Bi.^ 
von  Pi  und  Pg  dargestellt  durch  die  Strecke  ac.  Nun  können 
wir  uns  in  Fig.  18  a  die  beiden  Kräfte  P^  und  Pg  entfernt  denken 
und  statt  der  beiden  die  eine  Kraft  i^i.2  angebracht. 
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In  derselben  Weise  fassen  wir  dann  Jßi_2  und  Pg  zusammen: 
Wir  denken  uns  die  beiden  Kräfte  nach  dem  Schnittpunkte  1^3 
ihrer  Wirkungslinien  verlegt,  bestimmen  in  Flg.  18b  die  Ersatz- 
kraft i^i.s  und  zeichnen  diese  in  Flg.  18a  ein.  Zum  SchluS  ver- 
binden wir  JBi-8  iiod  Fl  und  finden  Bi^i  als  Ersatzkraft  von 
(P,  +  P,+Ps+PJ. 

Der  Sinn  dieser  Untersuchxmg  ist  also  folgender:  Bringen  wir 
an  dem  Körper  die  eine  gedachte  Kraft  i2i.4  an,  deren  Größe 
und  Bichtung  durch  die  Strecke  ae  (von  dem  Anfangspunkte  der 
zuerst  hingezeichneten  Kraft  nach  dem  Endpunkte  der  letzten 
Kraft)  des  Kräftepolygons,  und  deren  Lage  auf  dem  Körper  durch 


Fig.  10. 


den  Punkt  1^4  des  ,.Krätteznges^^  bestimmt  ist,  so  bringt  diese  eine 
Kraft  denselben  Bewegungszustand  bzw.  dieselben  Aufla.gerdrücke 
A  und  B  hervor,  wie  das  in  Wirklichkeit  vorhandene  Kräfte- 
system Pj ,  P, ,  Pj ,  P4 . 

2.  Wir  wollen  nun  noch  den  Unterschied  besprechen ,  der 
zwischen  den  beiden  Aufgaben:  die  Ersatzkraft  für  Kräfte  mit 
gemeinsamem  Angriffspunkte  und  mit  verschiedenen  Angrif&punkten 
zu  bestimmen,  besteht«  Denken  wir  uns  in  Fig.  19a  die  vorhin 
untersuchten  Kräfte  Px,  P^,  P^f  P^  unverändert  in  Größe  und 
Bichtung,  diesmal  aber  an  einem  gemeinsamen  Angriffspunkte  m 
wirkend,  so  finden  wir  ihre  Ersatzkraft  in  bekannter  Weise  durch 
Konstruktion  des  Kräftepolygons  ae  (Fig.  19b).  Nun  ist  aber 
Fig.  19b  vollständig  gleich  Fig.  18b,  da  wir  dieselben  Kräfte  Pi 
bis  P4  in  Größe  und  Bichtung  aneinandergereiht  haben.    Daraus 
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folgt,  daß  auch  die  Ersatzkraft  i^i.«  der  vier  Kräfte  mit  gemein- 
samem Angriffspunkte  gleich  ist  der  Ersatzkraft  der  vier  Kräfte 
mit  verschiedenen  Angrif&punkten.  Der  Unterschied  besteht  nur 
darin,  daß  im  ersten  Falle  auch  die  Lage  von  J2i.4  sofort  ange- 
geben ist  (sie  muß  natürlich  ebenfalls  durch  den  gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt  m  gehen),  während  im  zweiten  Falle  erst  durch  die 
Konstruktion  des  „Ki'äftezuges'^  die  Lage  von  R1.4,  festgelegt 
wurde.  Wenn  wir  also  im  folgenden  mit  der  Aufgabe  zu  tun 
haben,  die  Ersatzkraft  von  Kräften  mit  verschiedenen  Angrif&- 
punkten  zu  finden,  so  können  wir  Größe  und  Richtung  von  R  so 
bestimmen,  als  ob  die  Kräfte  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt 
hätten,  also  die  in  §  4  besprochenen  graphischen  oder  analytischen 
Methoden  verwenden.  Eine  besondere  Untersuchung  erfordert  nur 
die  Frage,  welche  Lage  wir  dieser  gedachten  Kraft  R  zuweisen 
müssen,.,  damit  wir  sie  (in  dem  angegebenen  Umfange)  als  Ersatz 
für  das  gegebene  Elräftesystem  einführen  dürfen.  Die  eine  und 
natürlichste  Methode,  um  die  Lage  von  R  zu  bestimmen,  haben 
wir  bereits  in  dem  „Kräftezuge^^  kennen  gelernt.  Bei  parallelen 
Kräften  kann  man  sie  leider  nicht  verwenden,  weü  die  Schnitt- 
punkte von  parallelen  Linien  unendlich  weit  entfernt  liegen.  Für 
derartige  Fälle  werden  wir  im  folgenden  zwei  Methoden  kennen 
lernen,  die  stets  *zum  Ziele  führen. 

IL  Methode:  Grapliiseh  mittels  Seilpolygon. 

Wir  gehen  von  derselben  Aufgabe  aus,  die  wir  in  Fig.  18 
dargestellt  haben,  nur  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Eichtungen 
der  vier  gegebenen  Kräfte  etwas  geändert  sind  (Fig.  20). 

Wollen  wir  hier  Ri.^  mittels  Kräftezug  bestimmen,  so  wird 
die  Zeichnung  insofern  recht  schwierig,  als  die  Schnittpunkte  der 
gegebenen  Kräfte  weit  außerhalb  des  Zeichenblattes  liegen.  Wir 
helfen  uns  deshalb  in  anderer  Weise: 

Wir  wissen  aus  §  6,  daß  die  Wirkung  einer  Kraft  sich  dar- 
stellen läßt  durch  die  Wirkung  iweier  Kräfte.  Wenden  wir  dieses 
auf  Pi  an,  so  können  wir  in  einem  bdiebigen  Funkte  die  Kraft 
ersetzen  durch  zwei  Seitenkräfte  I  und  II ,  deren  Bichtungen 
willkürlich  zu  wählen  sind  und  deren  Größen  sich  dann  aus  dem 
Kräftedreieck  Fig.  20b  ergeben.  (Vgl.  hierzu  Fig.  15  namentlich 
auch  hinsichtlich  der  eingezeichneten  Pfeile.) 

Ebenso  ersetzen  wir  P2  durch  zwei  Komponenten.  Jetzt 
wählen  wir  aber  die  Bichtungen  der  beiden  Seitenkräfte  nicht 
beliebig,  sondern  wir  nehmen  die  eine  Seitenkraft,  11^  so,  daß  sie 
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der  Größe  nach  gleich  der  Seitenkraft  II  von  Pj ,  in  der  Eichtung 
aber  entgegengesetzt  II  ist.  Durch  diese  Annahme  ist  dann  die 
zweite  Seitenkraft  von  P, ,  III ,  bereits  nach  Größe  und  Bichtung 
bestimmt  (s.  Fig.  20  c  und  vgl.  Fig.  16).  Den  Punkt,'  in  dem  in 
Fig.  20  a  die  Kraft  P^  zerlegt  wird,  nehmen  wir  jetzt  auch  nicht 


'^/////m^ 


Fig  20. 


mehr  beliebig,  sondern  wählen  ihn  so,  daß  er  auf  der  Verlängerung 
von  II  liegt;  mit  anderen  Worten:  daß  II  und  IV  in  einer  Ge- 
raden liegen. 

Wenn  wir  in  derselben  Weise  jede  folgende  Kraft,  z.  B.  P, , 
so  zerlegen,  daß  die  erste  Komponente  dieser  Kraft  entgegen- 
gesetzt Ist  der  zweiten  Komponente  der  vorhergegangenen  Kraft, 
und  dann  diese  Seitenkräfte  in  Fig.  20  a  so  einzeichnen,  daß  II 
und  IV j  III  und  IlVj  IV  und  IV  paaiwes  in  einer  Linie  liegen, 
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80  erhalten  wir  das  in  Fig.  20  f  dargestellte  Kräftesystem  als 
Ersatz  der  ursprünglich  vorhandenen  Kräfte  P^ ,  Pj ,  Pj ,  P4  • 
Es  sind  jetzt  also  diese  vier  Kräfte  ersetzt  durch  acht  Kräfte. 
Von  diesen  sind  aber  bei  den  mittleren  sechs  je  zwei,  nämlich 
II  und  ir,  III  und  IU\  IV  und  IV' j  gleichgroß,  entgegen- 
gesetzt gerichtet  und  in  einer  Geraden  liegend.  Von  diesen  sechs 
Kräften  heben  sich  also  je  zwei  und  ztoei  gegenseitig  auf^  und 
wir  haben  somit  durch  die  geschickte  Anordnung  bei  der  Zer- 
legung erreicht,  daß  wir  die  vier  Kräfte  P^ ,  Pg ,  P3 ,  P4  schließ- 
lich ersetzt  haben  durch  die  zwei  Kräfte  I  und  V.  Diese 
beiden  Kräfte  bringen  wir  dann  zum  Schnitt  und  bestimmen  hier- 
durch 1^_4  . 

Wenn  wir  nun  noch  den  selbstverständlichen  Schritt  tun  und 
die  Figuren  20  b,  c,  d,  e  zusammenschieben  zu  einer  Figur  (Fig.  20g), 
so  erhalten  wir  das  unter  dem  Namen  „Seilpolygon^^  bekannte 
Verfahren  zur  Bestimmung  der  Ersatzkraft: 

„Um  von  beliebig  vielen  Kräften  P^jPijPij  . . .  P»  die  Er- 
satzkraft  J2  nach  Größe,  Eichtung  und  Lage  zu  bestimmen,  reihen 
wir  von  einem  beliebigen  Punkte  a  aus  die  Kräfte  zu  einem 
Kräftepolygon  aneinander  und  bestimmen  zunächst  die  Größe  und 
Eichtung  der  Ersatzkraft  durch  die  Linie  ae  von  dem  Anfangs- 
punkte der  ersten  Kraft  nach  dem  Endpunkte  der  letzten  Ejraft. 
Um  nun  die  Lage  von  J2  zu  bestimmen,  ziehen  wir  von  dem 
beliebigen  „Pole^'  0  nach  den  Eckpunkten  des  Kräftepolygons  die 
„Polstrahlen^^  IjIIj  III  usw.  und  parallel  hierzu  die  „Seilstrahlen^^ 
zwischen  den  einzelnen  Kräften.  Hierbei  kann  die  Lage  des  Seil- 
strahles I  in  Fig.  20 f  beliebig  gewählt  werden.  Durch  den 
Schnittpunkt  des  ersten  und  des  letzten  Seilstrahles  ist  dann  die 
Lage  von  R  bestimmt.' ' 

Der  Name  „Seilpolygon''  kommt  daher,  weil  ein  Seil,  das 
mit  den  Kräften  P^ ,  P2 ,  P3  usw.  belastet  ist,  so  durchhängt,  daß 
es  die  Form  der  Seilstrahlen  annimmt. 

Wenn  man  an  einem  Körper  viele  Kräfte  zusammenzusetzen 
hat,  kann  es  leicht  vorkommen,  daß  man  eine  Kraft  versehentlich 
überspringt  oder  einen  Strahl  an  falscher  Stelle  zieht.  Um  solche 
Fehler  zu  vermeiden,  merke  man:  Ist  die  Zahl  der  Kräfte  n, 
so  ist  die  Zahl  der  Pol-  und  der  Seilstrahlen  je  (n  -f  1) .  Femer : 
Je  drei  Linien,  die  in  Fig.  20  g  ein  Dreieck  bilden  (z.  B.  17,  III 
und  P2),  schneiden  sich  in  Fig.  20a  in  einem  Punkte.  Und 
namentlich:  Ein  Polstrahl,  der  in  Fig.  20g  nach  dem  Zusammen- 
hangspunkt zweier  Kräfte  geht  (z.  B.  Strahl  III  nach  dem  Schnitt- 
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punkte  von  P^  und  P^),  kommt  als  Seilstrahl  in  Fig.  20  a  zwischen 
diesen  beiden  Kräften  za  liegen.  (Diese  Eegel  schützt  vor  dem 
Überspringen  einer  Kraft). 

■ 

HL  Mefhode:   Analytisch. 

Wir  wollen  jetzt  die  Besnltierende  (d.  h.  also  ihre  Oröße,  ihre 
Bichtnng  und  ihre  Lage  auf  dem  Körper)  anf  rechnerischem  Wege 
ermitteln. 

Wir  beginnen 

Is  Beohnerische  Bestimmimg  der  Oröße  und  RicMung  von  R* 

Bei  der  I.  Methode  haben  wir  unter  2.  gesehen,  daß  bei  beliebig 
Tiden,  auf  einem  Körper  zerstreut  liegenden  E[räften  die  Größe 
und  die  Bichtung  der  Ersatzkraft  genau  dieselbe  ist,  als  ob  die 
Kräfte  gemeinsam  in  einem  Punkte  zusammenlaufen  würden.  Für 
letzteren  Fall  haben  wir  aber  bereits  die  betreffenden  Formeln 
zur  Bestimmxmg  der  Oröße  und  Bichtung  yon  R  entwickelt.  Wir 
können  also  diese  Formeln  auch  auf  unseren  Fall  (d.  h.  wenn  die 
Kräfte  nicht  in  einem  Punkte  zusammenlaufen)  anwenden.  Wir 
werden  demnach  so  vorgehen:  Wir  denken  uns  eine  beliebige 
d?-Bichtung  gezogen,  bestimmen  von  jeder  Kraft  den  (spitzen) 
Neigungswinkel  ^  gegen  diese  Bichtung  und  berechnen  die  Aus- 
drücke (§  4,  II.  Methode) 

(1)  Rg  =  +Pi  •  COSÄi  +P,  •  cosä,  ±P,  •  cos^3  ±  .  • . 

(2)  Ry^  ±Pi.sinÄi+P2-8inÄ2±P3-sinÄ3±  ... 

[Betreffs  der  Yorzeichen  betrachten  wir  die  Kräfte  von  der  a;- Achse 
aus  und  geben  dann  bei  Rg  den  nach  rechts  und  nach  links,  und 
bei  Ry  den  nach  oben  und  nach  unten  zeigenden  Kräften  ver- 
schiedene Vorzeichen.  Gewöhnlich  nehmen  wir  die  ä?-Bichtung 
horizontal;  nötig  ist  dieses  natürlich  nicht.  (Man  kann  ja  jede 
Bichtung  durch  Drehxmg  des  Zeichenblattes  zur  Horizontalen 
machen)]. 

Diese  Summenausdrücke  R^  und  Ry  stellen  dann  die  Projektionen 
der  Besultierenden  R  auf  die  a;-  und  die  senkrecht  dazu  stehende 
y- Bichtung  dar.  Aus  ihren  Projektionen  ergibt  sich  hierauf  JB 
selber  nach  Größe  und  Bichtung 
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2.  Rechnerische  Bestimmung  der  Lage  von  R  • 
a)  Oeometrischer  Hilfssatz. 
Zur  Bestimmung  der  Lage  von  R  wollen  wir  einen  geometrischen 
Satz  verwenden,  der  zunächst  abgeleitet  werden  möge.     Diesen 
Satz  verstehen  wir  auf  folgende  Weise: 

Wir  zeichnen  ^n  Parallelogramm  AB  OD  (Fig.  21  oder  22). 
Die  Längen  der  von  einem  Eckpunkte  A,  ausgehenden  Seiten  bzw. 
Diagonalen  seien  AB  «a,  AO  ^bj  AD  =^d.  Hierauf  nehmen 
wir  einen  Punkt  E  an  und  fällen  von  diesem  aus  auf  a ,  h  und  d 
die  Lote  Pi,  p^  und  r.  Dann  wird  behauptet,  daß  das  Produkt 
aus  d  mal  r  gleich  der.  Summe  bzw.  Differenz  der  Produkte*  aus 
a  mal  pi  und  h  mal  p,  ^^-     ^^  Formeln:  Es  ist      . 


bzw. 


(I) 


d'T  =  a'Pi  +  6  •  Ps 


(II)    •     d  •  r  =  a  •  Pi  —  &  •  P2       öd^r      d  •  r  =*  ft  •  p2  —  Ä  •  Pi . 

(Welcher  von  diesen  drei  Fällen  eintritt,  hängt  von  der  Lage  des 
Punktes  J^  ab;  s.  später.) 

Beweis.    Bei  einem   praktischen    Mathematikunterricht  wird 
man  einei^  solchen  Satz   folgendermaßen  beweisen:    Man,  zeich- 
net  das  Parallelogramm 

^^1^ , ^ ^^^    maßstäblich  auf,  nimmt 

/>  Punkt  E  ^  fällt  die  Lote, 
rechnet  die  Produkte  d  •  r , 
a'Pi  und  h'P2  und  sielit 
nun   nach,   ob   eine  der 
obigen  Gleichungen   tat* 
sächlich  erfüllt  ist.    Auf 
di^e  Weise  — ?  arber  auch 
nur  auf  diese  Weise!  — 
kann  man  derartige  Sätze 
wirklich  in  sich  aufneh- 
men. 
Deshalb  zeichne  auch  der  Leser  unbedingt  die  Figur  für  ver* 
schiedene  Lagen  des  Punktes  E  auf  und  finde  dadurch  von  selber, 
wann  d*r  gleich  der  Summe,  und  wann  es  gleich  der  Differenz^ 
der  beiden  Glieder  a  •  p^  xmd  h  •  P2  ist.    Folgendes  wird  sich  zeigen : 
Liegt  der  Punkt  E  außerhalb  des  Winkels  » ,  den  die  Seiten  a  und  h , 
bzw.  deren  Verlängerungen,  miteinander  einschließen,  so  ist  d«r 
gleich  der  Summe  (Fig.  21).    Liegt  jedoch  Punkt  E  innerhalb  des 
Winkels  zwischen  a  und  h ,  bzw.  deren  Verlängerungen,  so  ist  d  •  r 


Fig.  21. 


—  So- 
gleich der  Differenz  aus  dem  größeren  weniger  dem  kleineren  der 
beiden  Produkte  (Fig.  2^.  Koch  ein&cher  und  systematischer 
merkt  man  sieh  diesen  Unterschied  in  einer  anderen  Weise, 
die  namentlich  auch  tut  die  folgenden  Untersuchungen  recht  be- 
quem ist: 

Wir  zeichnen  auf  den  Strecken  a ,  h  und  d  Pfeile  ein,  die  von 
A  nach  B ,  bzw.  nach  C  und  D  gerichtet  sind  (Fig.  22).  Je  nach- 
dem  dann  der  Pfeil  einer  Strecke  reoAttherum  oder  Imteherum 
um  den  Punkt  B  zeigt,  bekommt  das  betreffende  Produkt  aus 
dieser  Strecke  mal  dem  Lote  yerschiedene  Vorzeichen.  Und  zwar 
gibt  man  gewöhnlich  der  Bichtung  „recAttkamm'^  das  ptmtite  und 
der  Bichtung  j,link9her%m^^  das  negativa  Vorzeidhen«  Hiemach 
würde  also  in  Fig.  21  sein: 

— d  •  r  =  —a  •  Pi  —  ft '  Pi       d.  h.:     d  •  r  —  a  •  p^  +  6  •  Pi  > 

und  in  Fig.  22: 

+d  •  r  =—  +Ä  •  Pi  —  ^  •  Ps  • 

(Man  probiere  diese  Be^  an  liiehreren,  maßstäblich  zu  zeichnenden 
Figuren  aus!   Und  namentlich,  ftberzeuge  man  sich,  daß  man  natür- 
lieh  die  Vorzeichen  auch  um- 
gekehrt f estsetzeDL  könnte;  und 

jtrotzdem  die  gleichen  Endresul- 

.täte  ^hältl)      •',••.. 

Nachdem  der  Satz  durch 

,  Probieren  hoffentlich  zum  Ver- 
ständnis  gekommen   ist,    soll 

.auch  das  Studieren  zu  seinem 
Bechte  kommen.  Wir  wollen 
ihn  also  auch  noch  mathema- 

.  tisch  beweisen;  der  Einfachheit 

,  wegen  aber  nur  für  den  Fall  Fig.  22. 

Fig.  21.    Dieser  Beweis  lautet: 

^        Das  Produkt  d  •  r  läßt  sich  nach  Fig.  21  darstellen  durch  den 

.doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  ÄED;  also 


Nun  ist 


d-r-=2^AAED . 


AAED  «  /SAEB  +  ABED  +  AABD  . 


Die  Inhalte  der  drei  Dreiecke  auf.  der  rechten  Seite  lassen  sic^ 
•  aber  sehr  leicht  angeben:     .  •        , 

3* 
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Es  ist  nämlich 


AAEB^ 


«•Pi 


ABED 


h*x 


Also 


AABD^^, 


Nun  war  AAED 


d'T 


^'Pi    ,    ft'Ps 


;  also  ist 


d  •  r ^'  Pi  i^b  'P2 

d  •  r  »  a  •  pi  +  6  •  ps     (w,  z,  b.  w.). 

5)  Verwendung  des  Satzes  in  der  Mechanik, 

Die  Anwendung  des  soeben  abgeleiteten  geometrischen  Satzes 
auf  die  Mechanik  ist  naheliegend.  Aus  allen  bisherigen  Unter- 
suchungen ist  hervorge- 
gangen, daß  das  Prinzip 
vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  die  Grundlage  bil- 
det für  alle  Aufgaben,  bei 
denen  es  sich  um  den  Er- 
sats  eines  Kräftesystems 
durch  eine  Einzelkraft 
(oder  umgekehrt)  handelt. 
Zunächst  werden  wir  also 
den  Satz  auf  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  anwen- 
den. In  Fig.  23  sind  die 
beiden  Kräfte  P^  und  P^ 
geometrisch  dargestellt.  Wir  wissen,  daß  dann  ihre  Ersatz- 
kraft durch  die  Diagonale  B  bestimmt  ist.  Wenden  wir  jetzt  auf 
dieses  Parallelogramm   den  soeben  abgeleiteten  Satz  an,    indem 


Fig.  23. 
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wir  Ton  einem  beliebigen  Punkte  E  die  Lote  r ,  p^ ,  p,  riehen,  ao 

erhalten  wir 

-^•r-^Pi-Pi-Pj-p,; 
hierans 

+B.r-+Pi-Pi  +  P2-P2; 

d.  h.  das  Produkt  aus  der  Ersatzhraft  mal  ihrem  Abstände  von  B 
ist  gleich  der  Summe  der  Produkte  der  beiden  Kräfte  mal  ihren  Ab- 
ständen.    Da  dieses  Prodokt  ans  einer  Kraft  mal  der  Entfernung 
▼on  einem  Punkt  in  der  Mecha- 
nik oft  vorkommt,  hat  man  einen 
besonderen  Namen  dafür  einge- 
führt; man  nennt  es  das  ,,8tatisehe 
Moment^'  der  betreffenden  Kraft 
in  bezug  auf  den  Punkt.    Der 
soeben  abgeleitete  Satz  läßt  sich 
also  ausdrücken: 

Das  statisehe  Moment  der  Er- 
satakraft  B  ist  gleich  der  Summe 
(bzw.  Differenz)  der  statischen  Mo* 
mente  der  beiden  urspriinglichen 
Kräfte. 

Wir  müssen  aber  noch  unter- 
suchen, ob  dieser  Satz  auch  dann 

gültig  ist,  wenn  wir  mehr  als  zwei  Kräfte  haben,  die  außerdem  an 
▼erschiedenen  Punkten  angreifen.  Um  dieses  festzustellen,  ist  in 
Fig.  24  mittels  Kräftezug  (das  Kräftepolygon  ist  fortgelassen)  die 
Ersatzkraft  Ton  P^j  P^^  P«  bestimmt.  Nun  können  wir  zunächst 
den  Satz  anwenden  auf  Punkt  1,2,  in  dem  P^  und  P^  sich  schneiden: 

femer  auf  Punkt  lj3: 

J2i_8'ri-8==-Bl-i*»'l-i  +  P8*P8  9 

da  am  Punkte  1,3  die  beiden  Kräfte  JBi.s  und  P^  angreifen.  Hier- 
mit ergibt  sich  auch  für  mehrere  Kräfte: 

-Bl-8*^l-8"'Pl*Pl  +  P2*P2  +  P8*P8  • 

Wie  aber  aus  der  Ableitung  von  dem  geometrischen  Satze  her 
folgt,  müssen  in  der  obigen  Gleichung  die  Produkte  yerschiedene 
Vorzeichen  bekommen,  je  nachdem  die  Pfeilrichtungen  rechts-  oder 
linksherum  um  den  Punkt  E  zeigen.  In  Fig.  24  sind  der  Be- 
quemlichkeit wegen  die  Kräfte  so  angenommen,  daß  sie  alle  rechts- 


Fig.  24. 
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herum  '  zeigen.  AUgemein  muß  mlEdn  aber  bd  dner  beliebigen 
Elräitegnippe  die  Gleichung  so  schreiben:  > 

(I)  Ä-r=  ±Pi-Pi  +  P8-p8iP8-Ps  +  --- 

In  Worten:  „Hat  man  eine  beliebige  Gruppe  von  Kräften,  deren 
Ersatzkraft  gleich  J2  sei,  und  fällt  von  einem  beliebigen  Punkte  E 

'      "  *  .  • 

auf  diese  Kräfte  die  Lote,  so  ist  das  Produkt  aus  Ersatzkraft  mal 
zugehörigem  Lot  gleich  der  Summe,  bzw.  Differenz,  der  Produkte  aus 
den  gegebenen  Kräften  mal  ihren  Loten.'^   Kürzer  kann  man  sagen: 

Das  statisehe  Moment  der  Resultterenden  ist  gleich  der  Summe,' 
bzw.  Ditterenz,  der  staügdien  Homöite  der  einzelnen  Kräfte. 

Der  Punkt  E  möge  ^^Bozagspirnkt^  heißen.  Dieses  ist  der 
yjSsLtz  Yom  stätisehen  Moment  der  Kräfte^^  'Bei  seiner  Anwendung 
wollen  wir  uns  erinnern,  daß  er  nichts  weiter  ist  als  die  Über- 
tragung  eines,  für  jedes  beliebige  Parallelogramm  geltenden,  Mathe- 
matiJc-Satzes  auf  das  Parallelogramm  der  Kräfte. 

o)  Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  analytischen* 
Bestimmung  der  Lage  von  J2  •  (Größe  von  B  und  Neigungswinkel 
(Xr  sind  schon  früher  bestimmt^  mittels  Rg  tind  Ry .)  Wir  brauehen 
bor  die  obfge  Gleichung  (I)  aufzulösen  und  erhalten  den  Abstand  r 
der  Eesultierenden  vom  Punkte  E: 

^  +Pl'Pl  +  P2'P2±Ps'P3±'- 

r ^ . 

Wenn  r  ausgerechnet  ist,  schlagen  wir  um  E  mit  r  den  Elreis  und 
zeichnen  unter  dem  bereits  früher  berechneten  Neigungswinkel  a^ 
die  Tangente  auß  den  Kreis.  Diese  ist  dann  die  Besultierendc^ 
Hat  sich  für  den  Ausdruck  ^P^  •  Pi  ±  P2  •  P»  ±  Ps  •  Ps  +  •  •  •  '^^^ 
positiver  Wert  ergeben,  so  ist  die  Tangente  so  an  den  Kreis  zu 
legen,  daß  R  „rechtsherum"  um  den  Punkt  E  zeigt;  und  umgu-' 
kehrt.     Somit  ist  sfilso  die  Lage  von  JB  vollständig  bestimmt. 


Zusammenfassung  Yon   §  9> 

Die  Aufgabe  dieses  Paragraphen  lautete:  Wie  können  wir  be- 
liebig viele,  auf'  einem  Körper  zerstreut  liegende  Kräfte  ersetzen 
durch  eine  einzige  Elraftf     Hierzu  drei  Lösungen: 

L  Methode  (Kräftezug)^  GröAe  .und  Bichtung  von  22  mittels 
Kräftepolygon.   Die  Lage  von  R  auf  dem  Körper  mittels  E^räftezug^ 

n.  Methode  (Seilpolygon) :  Größe  und  Bichtung  von  R  mittels 
Kräftepolygon.    Die  Lage  von  22  mittels  Seilpolygon. 

HL  Methode  (Analytisch):  Größe  und  Bichtung  von  22  mittels 
Rg  und  2Zy .  Die  Lage  mittels  des  Satzes  vom  statischen  Moment 
der  Kräfte. 
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Alles  dieses  ist  unter  der  Ybraussetzung  abgeleitet,  daß  es 
bei  der  betreffenden  statischen  ünterBuchung  zulässig  ist,  den 
Angrif&punkt  einer  Kraft  innerhalb  deren  Wirkungslinie  beliebig 
zu  verschieben.  Sonst  darf  man  überhaupt  keine  Eesultierende 
einführen,  sondern  muß  mit  jeder  Kraft  einzeln  rechnen.  Die 
•schöne,  durch  Einführung  von  R  erzielte  Vereinfachung  der  Eech- 

nung  fällt  dann  also  fort. 

.  <   t        •         • 

§  10. 
Ergänzungen  und  Beispiele  zo:  §  9« 

Erste  Aufgabe« 

Auf  eine  Stützmav^r  AB  OD  wirke  der  horizontal  angenommene 
Erädruck  E^  (infolge  des  Gewichts  der  Hinterfüllungserde),  der 
Erddruck  E^  (infolge  der  Auflast  hinter  der  Mauer),  femer  die 
Last  P  (Auflast  auf  der  Mauer  selber)  und  das  Eigengewicht  0. 
Die  Ereaizkraft  von  diesen  vier  Kräften  ist  zu  bestimmen  l  (Fig.  25 
und  26.) 

In  Zahlen  sei: 

^1  =  12,0t;      -B2  =  3,0t;       P  =  8,5t;        6  =  26,0t. 
«1  =  2,3  m  ;        Cg  =  3,4  m  ;      p  ==  2,5  m  ;      ff  =  2,0  m .    (Fig.  26.) 

L  Bestimmung  von  M  mittels  Krftftezng.  (Fig.  25.) 
Wir  reihen  von  einem  beliebigen  Punkte  a  aus  die  vier  Kräfte 
aneinander.  Kun  denken  wir  uns  P  und  E2  nach  ihrem  Schnitt- 
punkt 1,2  verlegt  und  ersetzen  sie  hier  durch  ihre  Ersatzkraft 
ac.  Diese  bringen  wir  mit  Ei  zum  Schnitt  im  P\inkte  1,3  und 
ziehen  durch  1,3  die  Parallele  zu  ad.  Diese  Parallele  schneidet 
die  letzte  Kraft,  O,  im  Punkte  1,4.  Durch  1,4  ziehen  wir  dann 
die  Ersatzkraft  R  von  allen  vier  Kräften.  *     1 

Der  Sinn  dieser  Untersuchung  ist  also  folgender:  Wenn  wir 
den  Körper  AB  CD  als  Ganzes  betrachten  (ohne  auf  die  inneren 
Spannungen  zu  achten),  so  verhält  er  sich  unter  dem  Einfluß  der 
angreifenden  vier  Kräfte  geradeso,  als  ob  nur  die  eine  Kraft  R 
in  der  gezeichneten  Größe,  Bichtung  und  Lage  auf  ihn  einwirken 
würde.  Unterstützt  ist  der  Körper  auf  der  Fläche  AD.  Damit 
er  nun  im  Gleichgewicht  bleibt,  müssen  die  Unterstützungskräfte 
ihrerseits  sich  zu  einer  Ersatzkraft  R^  zusammenfassen  lassen,  die 
gerade  entgegengesetzt  R  ist.  Aus  dieser  Bedingung  werden  wir 
dann  später  den  Druck  auf  den  Erdboden  und  die  sogenannten 
Kantenpressungen  bestimmen. 
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IL  Bestimmaiig  Toa  B  mittels  Sellpolyt^on.    (Fig.  26.) 

Wir  reUien  zunächst  vom  Punkte  a  aus  die  Kräfte  aneinander. 
Die  Beihenfolge  ist  beliebig,  doch  macht  man  sie  natürlich  so, 
daß  die  Zeichnung  möglichst  übersichtlich  wird.  Die  Strecke  ae 
gibt  dann  Größe  und  Bichtung  von  J2  an.  Um  noch  die  Lage  zu 
finden,  ziehen  wir  vom  beliebigen  ,,Pole"  0  die  Polstrahlen  Ifll^ 
III  f  IV ^  V  und  zeichnen  parallel  dazu  (in  Fig.  26a)  die  Seil- 
strahlen Ifllf  Ulf  IV f  V.    Durch  den  Schnittpunkt  des  ersten 


Fig.  25. 

und  des  letzten  Strahles  (Strahl  J  und  Strahl  V)  ziehen  wir  dann 
die  Parallele  zu  der  Seite  B  in  Fig.  26  b.  Somit  ist  die  Besul- 
tierende  nach  Größe,  Bichtung  und  Lage  bestimmt. 

in.  Analytische  Bestimmaiig  von  B.    (Fig.  26.) 

Wir  wollen  bei  diesem  Beispiel  für  die  o;- Achse  die  Bichtung 
nach  links  und  für  die  y-Achse  die  Bichtung  nach  unten  positiv 
nehmen.  Also  mngekehrt  wie  gewöhnlich.  Dann  werden  nämlich 
die  Ausdrücke  J2,  und  J2y  am  einfachsten,  weil  alle  Zahlen  mit 
positivem  Zeichen  erscheinen. 

Beim  Aufstellen  des  Wertes  R^  wollen  wir  beachten,  daß  die 
horizontalen  Kräfte  in  natürlicher  Größe  und  die  vertikalen  gltich 
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KnU  einzusetzen  sind;  bei  ^  ist  es  nmgekebrt  (TgL  drittes  Beispiel 
in  §  4s).    Somit  wird: 


(1) 
(2) 

(I) 
(H) 


B,  =  J?x  + 1?,  -  12,0  +  3,0  -  15,0  , 
B,-=P +  0-8,5  +  26,0  =  34,5  ; 

B  =  yi5,0«  +  34,5«  =  y225  + 1190  =  37,6  * , 
34,5 


tg«s- 


15,0 


-2,3;      «B- 660  30'. 


Fig.  26. 

B  geht  nach  links  unten,  da  B,  sowohl  als  B,  sich  positiT  ergeben 
haben.  Fär  die  statischen  Momente  nehmen  wir  „rechtsherom"  als 
poBiÜT  nnd  erhalten,  wenn  wir  Punkt  Ä  als  Bezugspunkt  nehmen: 

+0  'g  +  P'p  —Ei'gi  —  Ef 


(m) 


B 
+26,0  •  2,0  +  8,5 . 2,5  —  12,0  •  2,3  —  3,0  •  3,4 


< 


37,6 


+35,5 
"    37,6 

lr  =  0,95  m. 
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Da  dei  Zähler  des  Bmohea  (d.  i.  die  Samme  ±Pi'Pi  +  Pi-Pt 
usw.)  positiv  heransgekommeQ  ist,  maß  i£  Techtsherom  am  J.. za- 
gen. B  ist  aJso  mit  der  Pfeilspitze  nacli  linkBonten,  im  Abstaode 
r  —  0,95  m  vom  Punkt  A ,  so  einzozeiclineD,  wie  in  Fig.  26  geschehen. 

Man  nehme  in  Fig.  25,  26: 

i;, -15,0  t;      £,  "3,5  t;      P  -  10,0  t;  ff  "30,0  t, 

Ci  —  2,7  m ;        «,  —  4,0  m ;      p  =  3,0  m ;  ff  =  2,2  m 

und   bestimme    Größe,    Richtung  und  Lage  von  R  nocA   ailen  drei 

Methoden. 

Dritte  AutSftbc. 

Auf  die  in  Fig.  27  gezeichnete  Stütze  wirken  folgende  Kräfte 
ein:   Der  vertikaie  Auflagerdruck  P^   de«  Bindert,   die   Horizontal- 
kraft H  infolge  Winddruck;   der  Auf- 
lagerdruck  P,    eines  Sranträgers;   die 
.  f  Kräfte  0,  D,  Ü,   die  von  den  Stäben 

einte  angeachlostenen  Konsoldachea  aus- 
geübt werden,  und  das  Eigengeuncht  ff. 
Qeaueht  ist  R.      (Die    Besnltierende 
wird  gebraucht  zur  Berechnnng  der 
-    FuBplatte,  Anker  usw.) 
In  Zahlen: 
P,  =  10000  kg;       P,  =  6000  kg; 
B  «  1000  kg;  0  =  3200  kg; 

i>=3600kg;  17  =  6000  kg; 

ff  —  1200  kg. 
Die  MaQe  sind  in  Fig.  27 '  einge- 
schrieben. Das  Eigengewicht  ff  nehmen 
wir  in  der  Mitte  der  Breite  b  wirkend 
an.    Die  Winkel  sind 

«1  -  18°,      «j  -  34°:  1 

" — -Ji^—^i^  Die  graphischen  Verfahren  bieten 

'My  ^  in  diesem  Falle  nichts  Besonderes ;  wir 

Fig.  27.  wollen  uns  deshalb  der  Besprechung 

der  analytischen  Methode  zuwenden: 
Wenn  bei  einer  derartigen  Berechnung  schräge  Kräfte  vor- 
kommen (wie  O  und  D  in  Fig.  27),  empfiehlt  es  sich  stets,  diese 
Kräfte  in  Ihre  horizontalen  und  vertikalen  Seitenkräfte  zu  zerlegen 
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(§  6).  Sonst  müssen  wir  nämlich  beim  Aufstellen  der  Momente 
die  Lote  Pi  und  p^  abgreilen  oder  ausrechnen.  Statt  dessen  ist 
es  bequemer,  von  vornherein  dafür  zu  sorgen,  daß  nur  horizontale 
und  vertikale  Kräfte  in  der  Bechnung  auftreten.  Femer  wollen 
wir  folgendes  machen :  Bei  der  Berechnung  der  Fundamentplatte  usw. 
kommt  es  vor  allen  Dingen  darauf  an,  an  welcher  Stelle  die  Besul- 
tierende  B  die  Platte,  bzw,  deren  Verlängerung,  schneidet.  Also 
auf  den  horizontalen  Abstand  x  des  Durchgangspunktes.  Um  x 
zu  finden,  zerlegen  wir  an  dieser  Stelle  B  in  seine  Seitenkräfte  jR, 
und  By  und  haben  naoh  dem  Satze  vom  statischen  Moment 

d.  h. 

Ä  •  r  =*  By  •  x.% 
Hieraus 

^  B-r  ^    +Pi  'h  +  H'h  +  P^^  0  +  ... 

Bp  By 

Die  ganze  Bechnung  würde  sich  also  so  gestalten: 

Die  Zerlegung  der  schrägen  Kräfte  0  und  D  ergibt  die 

Horizontalkonipon^Buten  Vertikalkomponenten 

O-co8«i  =  3200.cosl8*'-=3030kg.  O.8inÄi«3200-sinl8'*«1000kg. 
I>. cos «,=»3600 -cos 34*^=2970  „    D •  sin «,  =-3600- sin 34*"= 2000  „ 

Somit  wird  von  der  Itesultierenden  die 

Horizontalprojektion  Vertikalprojektion 

i2x  =  +1000kg,  i2y  = +10000  kg, 

+3030  n  +  6000  „ 

+2970  „  +1000  „ 

-6000  „  +  2000  „ 


12;,  = +1000  kg,  +  1200  „  • 

i2y  =  +20*Okg, 

der  Neigungswinkel  gegen  die  Horizontale 

20  200 

tg«Ä  =  -j^^  =  20,2 1  OCR  =  87'  10*; 

und  der  Abstand  des  Durchgangspunktes 

(10  000  +  1000  +  2000)0,8  +  (2970  +  3030) 6,0  +  1000 « 8,4  —  6000  -  3,6  +  1200  -  0,4 
~  '  2Ö2ÖÖ 

+  33  700 


20200     ' 
X  =  1,67  m. 

(Die  Besultierende  selbst  brauchen  wir  garnlcht  zu  bestimmen.) 
Aus  dieser  Aufgabe  wollen  wir  uns  also  folgenden  praktischen 
Beehnungsgang  für  alle  derartige  Fälle  merken: 
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Zunächst  zerlegen  wir  äUe  Kräfte  so^  daß  wir  es  nur  mö  Tiorizon- 
taten  und  nur  mit  vertikalen  Kräften  zu  tun  haben.     Dann  ist  die 

Harizentaiproiektian  Bg  gleich  der  Summe  äUer  horizontalen  Kräfte^ 
Vertikalprojektion     B^      ,,       ,j         „         jj     vertikalen         ,, 

(b.  hierzu  auch  Fig.  26),  und  der  horizontale  Abstand  x  des  Durch» 

gangspunktes  der  Besuttierenden  von  einem  Punkte  E  gleich  der 

Summe  der  statischen  Momente  in  hezug  auf  E ,  dividiert  durch  die 

Vertikalprojektion  B^. 
In  Formeln; 


Jf\  •  cos  dl  =  . . . 

P,  •  008^1  =  .  .  • 

Jig  ^^    •    •   • 


Pj  •  aina^ 


^ 


X 


B, 

2M, 


bzw.     y « 


SMm 


R 


'■-]■ 


Die  Abst&nde  x ,  bzw.  y  gehen  von  E  aus  horizontal,  bzw.  Tertikal  bia 
zur  Resultierenden,    [r  steht  rechtwinklig  zur  Resultierenden.] 

Die  Seitenkrftfte  P^oosft^  usw.  kann  man  auch  direkt  in  die  Skizz« 
einschreiben« 

Vierte  Aufgabe, 

Auf  den  in  Fig.  43  {S.  8i)  gezeichneten  Dachbinder  wirken 
folgende  Windkräfte  (mit  ihren  Neigungswinkeln  a)  ein: 

T7i «  1656  kg;        W^  =  360  kg;        TTj  -  625  kg;       W^  =  143  kg, 


«1 


45' 


oc, 


IT 


CCi 


0' 


Äi 


IT 


Die  BesuUierende  soU  bestimmt  werden!  [Die  in  Fig.  43  außerdem 
bei  A  und  B  eingezeichneten  Kräfte  gehen  uns  jetzt  nichts  an.] 

Wir  wollen  dieses  Beispiel  so  vorführen,  wie  man  zweckmäßig 
die  Sache  für  die  Praxis  durchrechnet.     Man  würde  schreiben: 

„Die  Zerlegung  der  Kräfte  in  Horizontal-  und  in  Vertikal- 
komponenten  ergibt: 


Horizontalkomponenten 

+1556  •  cos45*  =  +1100  kg, 
+  860  •00877^=+    80  „ 
+  626 -cos  0^  —  +  625  „ 
+  143 'COS  77^  «=  +  .80  „ 
Horizontalprojektion  Bg  ==  •{■  1835  kg 
der  Besultierenden. 


Yertikalkomponenten 
+1556  •  sin45*=  +1100kg, 
+  360-sin77'  — +  350  „ 
+  625  .  sin  0*  =  0  ,, 

+  143 'Sin 77^«+  140  ,, 
Vertikalprojektion  22,  =  +1590  kg 
der  Besultierenden« 


I.   Größe  von  JB: 

B  =  yi835«  +  1590«  «  2430  kg. 
n.  Neigungswinkel  von  B: 

1590 


tg^Ä  — 
gegen  die  Horizontale. 


1835 


0,87; 


aj,  =  41^ 
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m«  Abstand  des  Durchgangsptinktes  von  B  (durch  die  Linie  Ä  B) 
bis  zum  Punkte  Ä: 

[(+ 1100  •  1,25+80 . 2,79+625 . 3,57+30  •  4,18)+(1100  •  1,25+850  •  3,75+140 . 5,50)] 
4,65  m. 

Nach  diesen  drei  Angaben  zeichne  man  B  in  Fig.  43  ein! 

Ferner  bestimme  man  den  Dnrchgangspnnkt  von  B  mit  der 
dnrch  den  Punkt  A  gezogenen  Vertikalen.  (Dann  tritt  beim  Auf- 
stellen der  Momente  in  den  Nenner  statt  B^  die  Projektion  B^.) 

Fünfte  Aufgabe* 

Bei  der  in  Fig.  28  gezeiohnetenf  dreiedkförmigen  Kräftegruppö 
Pi^  •  •  •  I  P«  soU  die  BesutUerende  hestimmi  werden. 

Wir  haben  es  hier  (Fig.  28  a)  mit  einer  Gruppe  pardUeler 
Kräfte  zu  tun,  die  die  besondere  Eigenschaft  haben,  daß  sie  in 


1590 


..&. 


n 


(o) 


>u 


u 


u. 


u. 


if. 


1L_.*_jL_t 


-4- 


i^i^) 


j 


B 


a 


:' 


(b) 


Tn 


I. 


.iDlk. 


^R 


Fig.  28. 


gleichen  Abständen  ii  voneinander  stehen,  und  daß  femer  jede 
Kraft  um  das  gleiche  Stück  kleiner  als  die  vorhergehende  ist. 
Verbindet  man  die  Endpunkte  dieser  Kräfte,  so  bekommt  man 
eine  dreieckförmige  Figur;  man  nennt  deshalb  eine  solche  Kräfte- 
gruppe eine  f,dreiecJcfönnige^^  Belastung.  Wir  werden  später 
öfters  mit  solchen  „dreieckförmigen'^  Kräftegruppen  zu  tun  haben, 
so  daß  es  gut  ist,  ein  für  allemal  ihre  Besultierende  zu  be- 
stimmen. 

Im  ganzen  mögen  n  Kräfte  sein  (als  Beispiel  nehme  man 
n  *=  7)  •  Dann  haben  wir  also  auch  n  solcher  Abstände  u ,  so 
daß  die  ganze  Länge 


—    46    — 

ist.    Zwischen  den  Kräften  lassen  sich  folgende  Beziehungen  ab« 
leiten.    Es  verhält  sich 


t 

Pn       u         t*         1 
Pi       y      n  •  tt      n  * 

FoIgUch  ist 

p  -^p 

n     * 

Ferner  sieht 

man 

aus  der  Figur,  daß 

ist,  nnd  hieraas 

folgt 

P»-i  =  2  P, 
P,_,=^2P,«|p,; 

entsprechend  o 

P,.!,  =  3Pn  =  -;-Pi;       usw. 

Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  dazu  über,  QtößCj  BuMwxg 
und  LcLge  der  Besultierenden  zu  bestimmen. 

!•  Die  Oröfie  der  Besidtierenden  hei  paräUeHen  Kräften  ist  gleich 
der  Symme  der  Kräfte.  Dieses  ergibt  sich  direkt  daraus,  dafi  bei 
parallelen  Kräften  das  Kräftepolygon  eine  gerade  Linie  ist,  ghdch 
der  Summe  aller  Kräfte.  (Natürlich  folgt  diese  Eigenschaft  auch 
aus  der  analytischen  Methode.)  Wir  erhalten  also  für  unsere 
Kräftegruppe: 

Ä  =  Pn  +  Pn-i  +  Pn-s  +  .  .  .  Pi  . 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  aber  noch  weiter  vereinfachen. 
Zunächst  setzen  wir  die  vorhin  für  P^y  Pn-i  nsw.  aufgestellten 
Ausdrücke  ein,  und  erhalten 

Ä  =  -Pi  +  ~Pi  +  -Pi  +  . . .  Pi 

.    n  n  n  n    * 

P 

^  =  -^(l  +  2  +  3+-..w). 

In  der  Klammer  steht  die  Summe  aller  Zahlen  von  1  bis  n. 
Es  wird  wohl  nodi  aus  der  Mathematik  bekannt  sein,  daß  man 
für  derartige  „Beihen"  Formeln  au&tellen  kann,  die  dann  direkt 
die  Summe  der  Beihe  angeben.  Für  die  obige  Zahlenreihe  z.  B. 
gilt  die  Formel:    Es  ist      - 
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Wie  groß  also  auch  n  sei,  man  kann  die  Summe  der  Zahlen 
1  bis  n  sofort  ausrechnen  (2.  B,  1+2  +  ^4-4  +  5  +  6  +  7  ist 

gleich  -^  »  28)  .  Mit  dieser  Vereinfachung  bekommen  wir  unseren 

Ausdruck  für  Ä:  .»  _ 

Pi    n(n  +  l) 


n 


n        2r     ' 

n  +  l 


(I)  Ä-P,        2      • 

Wenn  also  die  erste  Kraft,  P^ ,  und  die  Anzahl  n  der  Kräfte 
einer  solchen  „dreieckförmigen''  Kräftegruppe  gegeben  ist,  können 
wir  mit  HQfe  der  Formel  (I)  sofort  die  BeMtierende  (d.  h.  die 
Summe  aller  Kräfte)  angeben.  Es.  ist  klar,  daß  diese  Formel  die 
Bechnung  oft  sehr  erleichtem  wird. 

2.  Die  Richtung  von  12  ist  natürlich  paralle^  den  sämtlichen 
anderen  Kräften. 

8.  Die  Lage  Von  B. 

Als  Bezugspunkt  für  die  statischen  Momente  sollen  wir  die 
Spitze  des  Dreiecks  nehmen.    Dann  wird 

Ä .  r  =  P,  •  M  +  P  ,.1  •  2«  +  P„_,  •  3u  +  . . .  P, .  n  u 
=  u(l  -P, M-  2. P,.i  +  3 ;P,.,  +  . . .  n . Pj) . 

Nun  führen  wir  für  P,i,  Pn-i,  Ph-j  üsw!  wieder  die  zu  An- 
fang aufgestellten  Ausdrücke  eiii:    '  ^ 


p»  —  ^  -pl  5 

2                '              3    • 

Pn-l  ""   «  Pl  5               P»-2  "*   ^  Pl  »         US^M 

und  erhalten 

«                                                                                                                                                                 ■                                                                  '           • 

^          jß.r-.tifl. 

^  P,  +  2  --Pi  +  3  .-Px  +  . . .  n..  *  Pj) 

Pi 

1                                                                                                                                                                                                                , 

n  2  J_  02     I     Q2  4-   -  _  .  «l«^  - 

n 

«  •  * 

Nun  si^d  wir  wiedei;  auf  eine  .solche  Beihe  von  Zahlen  ge- 
kommen. Auch  für  diese  Summe  ;kann  man  eine  kurze  Formel 
aufstellen.    Es  ist  nämlich 

p  +  2^  +  32+.;.n«^>("  +  ^)^^^^  +  ^). 

Mit  der  —  übrigens  ganz  elementaren  —  Ableitung  dieser  Formel 
wollen  wir  hier  keine  Zeit  verlieren.  Man  kann  ihre  Bichtigkeit  ja 
auch  leicht   ausprobieren  (z.  B.  1«  +  2«  +  3«  +  4«  +  5«  +  6«  +  7« 
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1 

muß  gleich  sein  -^  •  7  •  8  •  15  »  140) .    Wir  setzen  nun  diese  Ab- 

b 

kürznng  in  die  obige  Gleichung  ein  und  erhalten: 

P,  n(n  +  l)(2n+l) 
n  6 

Pi-tt(n  +  l)(2n  +  l) 
■°  6  • 

Hieraus  ergibt  sich  dann  der  gesuchte  Abstand 

Pru{n  +  l)i2n  +  l) 
^°  6.J2 

Für  B  setzen  vir  noch  den  bweits  angestellten  Wert 

ein  und  erhalten 

P^>v(n  +  l)(2n  +  l)-2 

6.P,(n  +  l) 
Hieraus  folgt 

v(2n  +  l) 
^^         3 

Nun  stellt  aber  n  •  ii  die  Länge  y  dar  (Fig.  28).  Wir  können 
also  den  Ausdruck  für  r  auch  so  schreiben: 

(II)  r  =  |y  +  it*. 

Somit  haben  wir  durch  die  einfachen  Ausdrücke  (I)  und  (II) 
Größe  und  Lage  der  Besultierenden  bestimmt* 

Häufig  wird  der  Fall  eintreten,  daß  eine  solche  dreieckf örmige 
Kräftegruppe  aus  Kräften  besteht,  die  unmittelbar  beieinander 
stehen  (Fig.  28  b).  Dann  wird  also  der  Abstand  u  unendlich  klein, 
und  hierdurch  lassen  sich  die  obigen  Formeln  noch  weiter  ver- 
einfachen.   Nämlich : 

In  der  Beziehung  y  »>  n  •  ii  drücken  wir  zunächst  die  Anzahl 
n  durch  die  Länge  y  und  den  Abstand  u  aus  und  erhalten 

y 

u 

Diesen  Wert  in  die  Formel  (I)  eingesetzt,  ergibt 

Ä=Pi^^ — 
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y  +  « 


Pi 


2u 


Wenn  nun  u  sehr  klein  ist  im  Verhältnis  zu  y ,  so  können 
wir  statt  y  +  u  auch  einfach  y  schreiben,  ohne  daß  dadurch  in 
unsere  Zahlenrechnung  ein  bemerkbarer  Fehler  hineinkommen 
kann.    Dann  erhalten  wir  sJso 

da)  iJ-ll^-jr. 

Dieses  Eesultat  läßt  sich  an  Hand  der  Fig.  28b  so  ausdrucken: 
Dividieren  wir  die  erste  Last  Pj  durch  den  Abstand  u  und  tragen 
die  hierdurch  bestimmte  Größe  an  der  Stelle  von  Pj  auf  (gleich 
ac)y  so  ist  die  Besultierende  J2  dargestellt  durch  den  Inhalt- des 
jfBeUistungsdreieeks^'  aho. 

Auch  die  Lage  der  Besultierenden  läßt  sich  bei  einer  solchen 
stetigen  Aufeinanderfolge  von  Kräften  einfach  bestimmen.  Da  u 
gegenüber  y  verschwindet,  können  wir  in  der  ursprünglichen  Formel 
für  r  das  zweite  Glied  fortlassen  und  erhalten: 

(IIa)  r  =  |y. 

In  Worten:  Folgen  bei  einer  dreieckförmigen  Kräftegruppe 
die  einzelnen  Kräfte  unmittelbar  aufeinander,  so  ist  die  Besul- 
tierende B  von  der  Spitze  des  Dreiecks  um  •§-  der  ^jBeUistungS' 
Idnge*^  y  entfernt. 

Für  die  Entfernung  vom  Punkte  a  bleibt  also  ^y  übrig. 


§11- 
Das  Erättepaar. 

L  Was  Ist  ein  Krättepaar? 

üntersehled  zwlsehen  Krftftepaar  und  Einzelkraft. 

Auf  einen  Körper  (Fig.  29)  mögen  zwei  Kräfte  Pj  und  Pg 
wirken,  die  miteinander  parallel  sind  und  entgegengesetzte  Pfeil- 
richtung haben.  Pj  sei  etwas  kleiner  als  P,  •  Wenn  wir  für 
diese  Kräftegruppe  die  Besultierende  bestimmen,  z.  B.  mittels 
Seilpolygon,  so  tragen  wir  also  von  einem  beliebigen  Funkte  a 
aus  die  eine  Kraft,  P^,  gleich  ab  auf,  reihen  die  zweite  daran 
und  finden  hiermit  die  Besultierende  R  nach  Größe  und  Bichtung, 

Fischer,  Stetik.  4 
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dargestdit  durch  die  Strecke  ao.  Um  die  Lage  zu  bestimmen, 
ziehen  wir  die  Polstrahlen  I,  II  und  III  j  hierzu  parallel  die  Seil- 
strahlen Ij  II  und  III ,  bringen  den  ersten  und  den  letzten  Seil- 
strahl zum  Schnitt  und  finden  hieraus  einen  Punkt  S ,  durch  den 
die  Eesultierende  hindurchgehen  muß.  Somit  ist  also  B  nach 
Größe,  Bichtung  und  Lage  bestimmt;  und  bisher  ist  nichts  Neues 
hinzugekommen. 

Wenn  mm  aber  P^  größer  -wird,  gleich  P, ,  so  wird  die 
Strecke  a  c  in  Fig.  29  gleich  Null.  Es  ist  dann  JB  =  0 .  Femer 
rückt  der  Punkt  8  in  Fig.  29  in  die  Unendlichkeit,  denn  die 
Kräfte  I  und  III  werden  jetzt  parallel  und  schneiden  sich  also  in 
der  Unendlichkeit.  Wir  haben  also  das  Besultat,  daß,  wenn  P^ 
und  P2  einander  gleich  sind,  sie  eine  Eesultierende  ergeben,  die 


Fig.  20. 

die  Größe  Null  hat,  und  deren  Lage  in  der  Unendlichkeit  ist. 
Man  nennt  eine  solche  Kraftgruppe  j  die  atts  zwei  gleich  großen^ 
paraUelen  und  ewtgegengesetxt  gerichteten  Kräften  besteht^  ein 
^^rüttep€Ma*^ . 

Bin  Eräftepaar  unterschddet  sich  also  wesentlich  von  einer 
anderen  Eräftegruppe.  Während  diese  sich  durch  eine  bestimmte 
Besultierende  B  ersetzen  läßt,  kann  man  für  ein  Eräftepaar  eine 
im  Bndlichen  liegende  Brsatzkraft  nicht  angeben.  Bin  Eräftepaar 
läßt  sich  also  auch  nicht  weiter  vereinfachen  —  denn  eine  in  der 
Unendlichkeit  liegende  Besultierende  können  wir  nicht  einzeichnen  — , 
sondern  es  muß  als  ein  Grundbegriff  beibehalten  werden. 

Auch  hinsichtlich  der  Bewegung,  die  ein  Eräftepaar  einem 
Eörper  erteilt,  nimmt  es  eine  besondere  Stellung  ein.  Im  §  8 
haben  wir  gesehen,  daß  eine  einzelne  Eraft  (sog.  jjEinzelkraft^^)  einen 
Eörper  so  bewegt,  daß  der  Schwerpunkt  geradlinig  fortschreitet, 
während  die  anderen  Punkte  um  den  Schwerpunkt  rotieren.    Das 
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Eräftepaar  wirkt  aber  ganz  anders:  Es  läßt  den  Schwerpunkt. im 
Bnbieznstand  xußd  yemrsacht  nur  eine  Drehung  der  anderen 
Punkte  um  jenen  (^^ne^'  Drehbewegung). 

IL  Das  stattoche  Moment  eineg  Kräftepaare8# 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  beiden  Kräfte  P^  und  P, ,  da  sie  ja 
gleich  groß  sind,  gemeinsam  mit  P,  so  ist  die  Summe  der  statischen 
Momente  dieser  Kräfte  in  bezug  auf  den  Punkt  E  gleich 

+P.pi-P.p,-+P(Pi-p,)  =  +P.«. 

Wir  sehen  also,  [die  Summe  der  statischen  Momente  ist  nicht 
gleich  Null.  Dasselbe  Besultat  P  •  e  hätten  wir  auch  bekommen, 
wenn  wir  die  statischen  Momente  für  irgendeinen  anderen  Punkt 
als  Bezugspunkt  aufgestellt  hätten.  Denn  die  Abstände  p^  und  p^ 
kommen  in  dem  obigen  Besultat  gar  nicht  mehr  vor,  sondern  nur 
der  Abstand  e  der  beiden  Kräfte  voneinander.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

Büdei  man  van  den  beiden  im  AbHande  e  voneinander  wirJcenden 
Kräften  P  eines  Kräjtepaares  die  Summe  der  staUschen  Momente^ 

•  

so  bekommt  man,  unabhängig  vom  Bezugspunkte,  stets  den  Wert  P  •  0 . 

'  Man  nennt  dieses  Produkt  P  •  e  direkt  das  yyMoment  des 
Kräftepaares^K  (Man  beachte  den  Unterschied  gegen  eine  Einzel- 
kraft; diese  gibt  im  allgemeinen  für  verschiedene  Bezugspunkte 
auch  verschiedene  statische  Momente.) 

Auch  eine  beliebige  Kräftegruppe,  der  man  es  zunächst  gar 
nicht  ansieht,  kann  schließlich  auf  ein  Kräftepaar  führen.  Haben 
wir  z.  B.  bei  einer  Kräftegruppe  Pj ,  P, ,  Pj ,  P4  die  ersten  drei 
Kräfte  durch  ihre  Besultierende  £1.9  ersetzt,  so  kann  sich  ja 
herausstellen,  daß  Bi^s  zufällig  ebenso  groß  wie  die  letzte  Kraft,  P^ , 
ist,  femer  mit  dieser  parallel  ist  und  entgegengesetzte  Bichtung 
hat.  Dann  wirken  also  die  vier  Kräfte  P^j  P^f  P^,  P4  genau  so 
wie  ein  Kräftepaar,  da  sie  ja  schließlich  ein  solches  ergeben. 

,  Pur  die  weiteren  Untersuchungen  ist  nun  folgende  Bemerkung 
wichtig:  Zeigt  sieh  bei  svmt  Kräjtegruppe  P^,  P,,  P9  usw.,  daß 
die  Summe  der  statischen  Momente  dieser  Kräfte  in  bezug  auf  irgend- 
einen Punkt  gleich  yuU  ist,  so  ka/nn  diese  Kräftegruppe  auf  keinen 
FäU  ein  Kräftepaar  ergeben.  Der  Beweis  dieser  Behauptung  folgt 
ohne  weiteres  aus  dem  Obigen:  Wenn  ein  Elräftepaar  wirkt,  so 
bekommen  wir  niemals  das  Moment  Null,  sondern  stets  einen 
Wert  P*e.  Da  nun  das  statische  Moment  der  Besultierenden 
gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen  Kräfte 

4* 
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Ist,  so  müßte  eine  Kräftegruppe,  die  schließlich  ein  Kräftepaar 
ergeben  soll,  ebenfalls  die  Momentensnmme  P-e,  niemals  aber 
Nnll  haben. 

Wenn  eine  Kräftegmppe  für  einen  Bezugspunkt  die  Momenten- 
summe Null  ergibt,  so  kann  sie  nur  eine  Besultierende  B  haben, 
oder  aber  ein  „Gleichgewichtssystem^^  bilden.  Hierüber  handelt 
der  nächste  Paragraph. 

§  12. 

Die  Gleiehgewichtsbedingiingen  ron  Kräften  mit  rerschiedenen 

Angriftspnnkten. 

Aufgabe.  Auf  einen  Körper  wirkt  eine  Kräftegruppe  ein« 
Woran  erkennen  wir,  ob  diese  Kräftegruppe  den  Körper  im  Buhe« 
zustand  halten  wird  oder  nicht  t 

L  Grundprlngjp» 

Häufig  bekommt  man  auf  die  obige  Frage  die  Antwort:  „Der 
Körper  wird  dann  im  Buhezustand  bleiben,  wenn  die  Besultierende 
der  betreffenden  Kräftegruppe  gleich  Null  ist.''  Diese  Antwort 
ist  aber  unzureichend.  Denn  wir  haben  ja  eben  gesehen,  daß 
sich  eine  Besultierende  gleich  Null  auch  dann  ergibt,  wenn  auf 
den  Körper  ein  Kräftepaar  wirkt.  Und  in  diesem  Falle  bleibt 
der  Körper  doch  nicht  im  Buhezustand!  (Vgl.  Fig.  29.)  Wir  müssen 
uns  also  nach  anderen  Kennzeichen  für  das  Gleichgewicht  um- 
sehen, und  diese  sind  in  der  Tat  bald  gefunden. 

Es  sind  doch  nur  zwei  Möglichkeiten  vorhanden,  nach  denen 
sich  die  Wirkung  einer  Kräftegruppe  äußert,  nämlich: 

1.  die  Kräfte  ergeben  eine  Besultierende  12, 

2.  „        „  „       ein  Kräftepaar. 

Im  ersten  Falle  findet  eine  Verschiebung  des  Schwerpunktes  de» 
Körpers  statt  (und  außerdem  Drehung  der  anderen  Punkte  um 
den  Schwerpunkt;  eventuell  fällt  die  Drehung  fort,  nämlich  wenn 
B  durch  den  Schwerpunkt  geht).  Im  zweiten  Falle  bleibt  der 
Schwerpunkt  in  Buhe  und  die  anderen  Punkte  drehen  sich  um 
ihn.  Wenn  also  Buhezustand  des  ganzen  Körpers  vorhanden  sein 
soll,  so  darf  weder  der  erste  noch  der  zweite  Fall  eintrotoO. 
D.  h.:  Wenn  eine  auf  einen  Körper  wirJcende  Kräfteffruppe  diesen 
im  Buhezuetcmd  hauen  soUj  so  muß  sie  so  beschaffen  sein,  daß  siar 

1.  Jceine  Besuliierendey 

2.  Icein  Kräftepaar 
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ergibt.    Eine  Kräftegruppe,  die  diese  Eigenschaft  hat,  nennt  man 
ein  ^»Oleiehgewichtssystem'S 

Um  nun  in  einem  bestimmten  Falle  zu  untersuchen,  ob  die 
obigen  zwei  Bedingungen  erfüllt  sind,  haben  wir  wieder  ver- 
schiedene Methoden  zur  Verfügung. 


n*  Praktische  Anwendqnggmethoden  deg  Grandprintlps* 

L  Methode:  Graphiseh  mittelB  Kr&tteiug. 

Zunächst  imtersuchen  wir,  ob  die  Besultierende  gleich  Null 
wird.  Wir  reihen  also  die  Kräfte  Pj,  Pj ,  Pj  und  P^  (Pig.  30  a) 
zu  einem  Kräftepolygon  aneinander  (Fig.  30b).  Ergibt  sich  nun, 
wie  in  Fig.  30b,  daß  das  Polygon  sich  „«oMte/3l",  d.  h.  daß  der 


Fig.  30. 

Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  zurückfällt  in  den 
Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft,  so  ist  JS1.4  gleich 
Null.    Hiermit  ist  die  erste  Bedingung  erfüllt. 

Nun  muß  noch  untersucht  werden,  ob  auch  die  zweite  Be- 
dingung erfüllt  ist,  d.  h.  ob  die  Kräfte  nicht  etwa  ein  Kräftepaar 
ergeben.  ZudieserUntersuchungbestimmen  wir  die  Besultierende  J2i  .3 
der  ersten  drei  Kräfte  P^  P^^  P^.  Sie  ist  in  Fig.  30  b  dargestellt 
durch  die  Strecke  a  d ,  und  zwar  zeigt  sie  von  a  nach  d .  Sie  ist 
also  gleich  groß,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  der  letzten  Kraft,  P4 , 
und  es  ist  wohl  möglich,  daß  sie  mit  dieser  ein  Kräftepaar  bildet. 
Um  auch  darüber  Gewißheit  zu  haben,  zeichnen  wir  noch  in 
Fig.  30a  die  Besultierende  JS^^g  mittels  Kräftezug  ein.  Ergibt 
sich  nun,  daß  die  letzte  Kraft,  P4,  in  derselben  Geraden  liegt, 
in  der  JS^.s  zu  liegen  gekommen  ist,  so  heben  sich  i^i.s  ^uid  P4 
auf  und  es  ist  tatsächlich  Gleichgewicht  vorhanden.    Hätte  aber 
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P^  die  in  Fig.  30  a  punktiert  eingezeichnete  Lage,  d.  h.  würde  sich 
ergeben,  daß  P^  und  Bi^z  gegeneinander,  versetzt  liegen,  so  wurden 
sie  sich  .nicht  aufheben,  sondern  vielmehr  ein  Kräftepaar  ergeben. 
Dann  wäre  also  kein  Gleichgewicht  vorhanden. 

Es  war  übrigens  nicht  n,5tig,  daß  wir  gerade  P^  bis  P,  zu 
einer  Besultierenden  zusammenfaßten  und  dann  nachsahen,  ob  diese 
mit  P4  in  derselben  Geraden  liegt.  Wir  hätten  natürlich  die  Eräfte- 
gruppe  auch  anders  einteilen  können.  Zum  Beispiel  P^  und  P^ 
zu  einer  Besultierenden  Bi^2f  ^^^  Ps  ^i^d  P4  ku  einer  Besul- 
tierenden i2s_4  zusammennehmen  können.  Dann  hätte  sich  im 
Gleichgewichtsfalle  ergeben  müssen,  daß  diese  beiden  Besultieren- 
den Bf^i  und  i2s_4  in  ein  und  dieselbe  Gerade  zu  liegen  kommen 
müssen,  damit  sie  sich  gegenseitig  aufheben.  Allgemein  wird  man 
also  sagen:  Wenn  eine  Elräftegruppe  ihren  Angriffskörper  im  Buhe- 
zustand  halten  soll,  so  muß  sie  folgende  Eigenschaften  haben: 

1.  Dm  aus  den  Kräften  gebildete  Kräftepolygon  muß  sich  schließen; 

2»  Teilt  man  die  Kräfte  in  zwei  Gruppen  und  ersetzt  jede  Gruppe 
durch  ihre  Ersoizhraftj  so  milssen  diese  beiden  Ersatzkräfte  in  der- 
selben Oeraden  liegen. 

Bemerkung:  Genau  so,  wie  der  Kräftezug  überhaupt,  versagt 
diese  Methode,  wenn  die  Kräfte  untereinander  parallel  sind. 

n.  Methode:  Graphisch  mittels  Seilpolygon. 

Es  soll  also  nachgewiesen  werden,  daß  die  Kräfte  1.  keine  Be- 
sultierende,  2.  kein  Kräftepaar  ergeben. 

Um  die  erste  Bedingung  zu  kontrollieren,  zeichnen  wir  das 
Kräftepolygon  (Fig.  31b).  Schließt  es  sich,  wie  in  Fig.  31b  an- 
genommen, so  ist  jB  gleich  Null. 

Nun  zeichnen  wir  vom  beliebigen  Pole  0  aus  die  Polstrahlen 
I,  II,  III,  IV  und  F.  p3er  erste  Strahl,  I,  geht  nach  dem  An- 
fangspunkt a  der  zuerst  gezeichneten  Kraft ;  der  letzte  Strahl,  F, 
nach  dem  Endpunkt  e  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  (vgl.  z.  B» 
Fig.  20g).  Da  a  und  e  zusammenfallen  sollten,  fallen  auch  die 
Strahlen  I  und  F  zusammen.]  Parallel  zu  den  Polstrahlen  zeichnen 
wir  in  Fig.  31a  die  Seilstrahlen.  Mit  anderen  Worten:  Wir  zer- 
legen die  Kraft  P^  in  die  Seitenkräfte  I  und  II,  P^  in  die  Seiten- 
kräfte  II  und  III,  P^  in  III  und  IV  und  P4  in  IV  und  F.  Und 
zwar  heben  sich  in  Fig.  31a  je  die  beiden  Kräfte  II,  die  beiden 
Kräfte  III  und  die  beiden  Kräfte  IV  gegenseitig  auf,  da  sie  gleich 
groß,  entgegengesetzt  gerichtet  sind  und  in  derselben  Geraden 
liegen  {vgl.  Ableitung  des  Seilpolygons  in  §  9).     Es  bleiben  also 
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übrig  die  beiden  Er&fte  I  und  F.  Die  Kraft  I  ist  in  Fig.  31b 
dargestellt  dnrch  die  Strecke  aO  (Bichtung:  wm  a  nach  0)y  die 
Kraft  V  durch  die  Strecke  Oe «  Oa  (Bichtung:  fxm  0  nach  e 
bzw.  a).  Die  beiden  Kr&fte  I  und  V  sind  also  nach  Fig.  31b 
gleich  groß,  aber  entgegengesetzt  gerichtet.  Ergibt  sich  nun  beim 
Aufzeichnen  des  Seilpolygons,  daß  diese  beiden  Elräfte  in  ein  und 
dieselbe  Gerade  fallen,  so  heben  sie  sich  gegenseitig  auf  und  der 
Körper  bleibt  im  Buhezustand.  Laufen  aber  die  beiden  Kr&fte  I 
und  V  nebeneinander  (wie  es  der  Fall  wäre,  wenn  P^  in  Fig.  31a  die 


^o^ 


Fig.  31. 

punktiert  gezeichnete  Lage  hätte),  so  ergeben  die  beiden  Krftfte  I 
und  V  ein  Kräftepaar,  und  es  ist  Tcein  Gleichgewicht.  Da  im  Gleich* 
gewichtsfalle  die  Seilstrahlen  von  Fig.  31a  eine  vollständig  ge* 
schlossene  Figur  bilden  (ähnlich  wie  ein  geschlossenes  Kräfte- 
polygon), so  pflegt  man  die  Bedingungen  in  folgender  Form 
auszusprechen: 

1.  Da8  Kräftepolygon  muß  sich  schließen; 

2«  Dm  Seilpolygon  muß  sich  schließen. 


m.  Methode:  Analytigoh, 

Wir  wollen  jetzt  also  auf  rechnerischem  Wege  untersuchen, 
ob  die  betreffende  Kräftegruppe  1.  keine  Besultierende  und  2.  kein 
Kräftepaar  ergibt.  * 

Mit  der  zweiten  Untersuchung  wollen  wir  anfangen.  In  §  11, 
am  Schlüsse,  hatten  wir  folgendes  gesehen :  Wenn  eine  auf  einen  Körper 
wirkende  Kräftegruppe  für  irgendeinen  Punkt  die  Momentensummo 
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Null  hat,  so  kann  diese  Gruppe  auf  keinen  Fall  ein  Kräftepaar  er- 
geben, um  also  festzustellen,  ob  eine  zu  untersuchende  Kräfte- 
gruppe ein  Kräftepaar  ergibt  oder  nicht,  nehmen  wir  irgendwo 
einen  Bezugspunkt  E  an,  fällen  von  diesem  die  Lote  auf  die  Kräfte 
und  bilden  von  jeder  derselben  das  statische  Moment  (also  Kraft 
mal  Lot).  Dann  addieren  wir  sämtliche  Momente,  wobei  wir  aber 
die  rechts-  und  die  linksherum  um  E  zeigenden  Kräfte  durch  ver- 
schiedene Vorzeichen  unterscheiden.  Kommt  nun  bei  der  Addition 
die  Summe  Null  heraus,  so  ergibt  die  Kräftegruppe  kein  Ejräftepaar. 
Nun  müssen  wir  noch  untersuchen,  ob  auch  die  Besultierende 
gleich  Null  ist.  Hierzu  stehen  uns  verschiedene  Wege  zur  Ver- 
fügung: 

a)  Wir  gehen  von  dem  zur  Berechnung  von  B  aufgestellten 
Ausdrucke  aus  , 

Aus  ihm  ergibt  sich  (vgl.  auch  die  entsprechende  Ableitung  in  §  5), 

daß,  wenn 

(I)    i?,  =  0      und      (II)    By  — 0 

ist,  sicher  auch  22  gleich  Null  wird.  In  Worten :  Um  zu  erkennen, 
ob  die  Besultierende  B  einer  Kräftegruppe  gleich  Null  wird,  bilden 
wir  von  den  Kräften  die  Summen  der  Projektionen  auf  die  x-  und 
auf  die  y- Achse;  also 

(I)  ±Pi  •  COS«i  +  Ps  '  COSÄj  +  Pj  •  003^3  . . .  ; 

(II)  +Pi  •  sin«!  +  -P«  •  sinaj  +'Pz  •  sin«8  .... 

(Bei  der  (t- Achse  werden  bekanntlich  die  Sichtungen  nach  rechts 
und  nach  links,  und  bei  der  y- Achse  die  Sichtungen  nach  oben 
und  nach  unten  durch  verschiedene  Vorzeichen  unterschieden.) 
Ergeben  sich  beide  Summen  gleich  Null,  so  ist  12  »  0 . 

b)  £in  anderer  Weg,  um  nachzusehen,  ob  JB  »  0  wird,  ergibt 
sich  aus  folgenden  zwei  Überlegungen: 

Wenn  auf  einen  Körper  eine  Kraft  B  von  zunächst  un- 
bestimmter Größe  wirkt,  und  wir  projizieren  diese  Kraft  auf  eine 
beliebig  gewählte  Achse,  so  bekommen  wir  doch  im  allgemeinen 
eine  Projektion  von  bestimmter  Größe.  Nur  in  zwei  Fällen  kann 
diese  Projektion  gleich  Null  werden;  nämlich,  wenn  entweder  die 
Kraft  B  selber  gleich  Null  ist,  oder  wenn  die  Kraft  B  rechtwinklig 
zu  der  angenommenen  Achse  steht.  (Eine  rechtwinklig  zu  einer 
Achse  stehende  Kraft  ergibt  auf  diese  Achse  als  Projektion  einen 
Punkt,  also  eine  Strecke  von  der  Länge  Null.)  Dieses  wollen  wir 
uns  zunächst  merken. 
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Femer:  Wenn  auf  einen  Körper  eine  Kraft  B  von  znnächst  un- 
bestimmter OröSe  wirkt,  nnd  wir  bilden  für  irgendeinen  Punkt  E 
das  statische  Moment  dieser  Kraft,  so  bekommen  wir  doch  im  all- 
gemeinen einen  bestimmten  Wert,  Kraft  mal  Lot.  Nur  in  zwei 
Fällen  kann  das  statische  Moment  gleich  KuU  werden;  nämlich, 
wenn  entweder  die  Kraft  R  selber  gleich  Kuli  ist,  oder  wenn  die 
Kraft  B  durch  den  Punkt  E  hindurchgeht.  (Dann  wird  das  Lot 
gleich  Kuli,  also  auch  das  Produkt  Kraft  mal  Lot.)  Daraus 
folgt  weiter:  Ergibt  die  Kraft  B  für  awei  Punkte,  E  und  JP,  die 
statischen  Momente  KuU,  so  ist  entweder  B  gleich  Kuli,  oder  sie 
geht  durch  E  und  durch  F  hindurch,  d.  h.  sie  liegt  in  der  Ver- 
bindungslinie dieser  beiden  Punkte.  Auch  dieses  wollen  wir  uns 
merken. 

Auf  Grund  dieser  beiden  Überlegungen  ergibt  sich  folgender 
Weg,  um  festzustellen,  ob  eine  Kräftegruppe  eine  Besultierende  B 
gleich  Kuli  hat.  Zunächst  bilden  wir  von  den  Kräften  die  Summe  JB« 
der  Projektionen  auf  eine  Achse,  z.  B.  auf  die  o;- Achse.  Es  möge 
sich  Bff^O  ergeben.  Daraus  folgt,  daß,  falls  B  nicht  direkt  gleich 
Kuli  ist,  es  nur  rechtwinklig  zur  a?-Achse  stehen  könnte. 

Dann  bilden  wir  für  zwei  Punkte  E  und  JP,  deren  Verbindungs- 
linie nicht  rechtwinklig  zur  o?- Achse  steht,  die  Summe  der  statischen 
Momente.  Es  möge  sich  jedesmal  die  Momentensumme  KuU  er- 
geben. Daraus  folgt,  daß,  falls  22  nicht  selber  gleich  KuU  ist,  es 
in  der  Verbindungslinie  EF  liegen  müßte. 

Wenn  also  eine  Kräftegruppe  die  Eigenschaften  hat,  daß 
1.  ^  «=  0  wird,  und  daß  2.  die  Momentensummen  für  die  beiden 
Punkte  E  und  F  beide  gleich  KuU  werden,  so  können  wir  von 
dieser  Kräftegruppe  aussagen :  Entweder  hat  sie  eine  Besultierende  B 
gleich  KuU,  oder  ihre  Besultierende  B  steht  senkrecht  zur  o?- Achse 
und  geht  außerdem  durch  die  Punkte  E  und  F.  Der  zweite  FaU 
ist  aber  unmögUch,  da  ja  die  beiden  (willkürUch  zu  wählenden) 
Punkte  E  und  F  so  angenommen  wurden,  daß  ihre  Verbindungs* 
linie  nicht  senkrecht  zur  o?- Achse  steht.  Es  bleibt  also  nur  die 
erste  MögUchkeit,  nämUch,  daß  die  betreffende  Kräftegruppe  eine 
Besultierende  gleich  KuU  hat. 

Ist  nun  auf  diese  Weise  nachgewiesen,  daß  S  «  0  ist,  so  ist 
damit  auch  bewiesen,  daß  die  Kräftegruppe  kein  Kräftepaar  er- 
gibt. Denn  zu  letzterem  Kachweis  gehört  ja  nur  das  AufsteUen 
der  statischen  Momente  für  einen  Punkt,  z.  B.  für  E  oder  F. 

Dasselbe,  was  hier  für  die  o?- Achse  abgeleitet  ist,  gilt  natür- 
lich auch  für  die  j^- Achse.    Dann  müssen  die  Punkte  E  und  F  so 
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gewählt  werden,  daß  die  Yerbindangslinie  EF  niclit  rechtwinklig 
zur  9 -Achse  steht. 

c)  Ein  drittes  Kennzeichen,  daß  die  Eesnltierende  gleich  Nnll 
ist,  ist  folgendes:  Wir  bilden  von  der  Kräftegruppe  für  drei 
Pnnkte  E\  F  und  G,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die 
statischen  Momente.  Ergibt  sich  jede  der  drei  Momentensnmmen 
gleich  Null,  so  ist  B  gleich  Null.  Der  Beweis  folgt  daraus,  daß, 
wenn  B  nicht  gleich  Null  wäre,  es  sowohl  durch  Ej  als  auch 
durch  Fy  als  auch  durch  O  hindurchgehen  müßte.  Dieses  ist  aber 
unmöglich,  da  die  drei  Punkte  so  angenommen  sind,  daß  sie  nicht 
in  einer  Geraden  liegen. 

Auch  in  dieser  Untersuchung  ist  bereits  die  andere,  wegen 
des  eventuellen  Kräftepaares,  mit  enthalten  und  braucht  also  nicht 
besonders  ausgeführt  zu  werden. 


Zugaminentaggang  Tön  §  12. 

Um  zu  erkennen,  ob  eine  auf  einen  Körper  einwirkende  Kräfte- 
gruppe diesen  Körper  im  Buhezustand  halten  wird,  haben  wir 
drei  Methoden  entwickelt: 

L  Methode:  Graphisch  mittels  Krftltezugr« 

1.  Wir  zeichnen  aus  den  gegebenen  Kräften  das  Exäftepolygon. 
Dieses  muß  sich  schließen. 

2.  Dann  teilen  wir  die  Kräfte  iti  zwei  beliebige  Gruppen  und 
zeichnen  von  jeder  Gruppe  die  Besultierende  ein.  Diese  beiden 
Besultierenden  müssen  dann  in  ein  und  dieselbe  Gerade  fallen. 

Sind  beide  Bedingungen  erfüllt,  dann  ist  Gleichgewicht. 

II.  Methode:  Graphisch  mittels  Sellpolygron« 

1.  Wir  zeichnen  das  Kräftepolygon.   Dieses  muß  sich  schließen. 

2.  Wir  zeichnen  zu  dem  Kräftepolygon  von  einem  beliebigen 

Pol  aus  das  Seilpolygon.    Dieses  muß  sich  ebenfalls  schließen  (d.  h« 

der  letzte  Seilstrahl  muß  in  dieselbe  Gerade  fallen,  in  der  der  erste 

liegt). 

m.  Methode:  Analytisch« 

nia.  1.  Wir  bilden  die  Summen  der  Projektionen  der  Kräfte: 

(I)  Bj.  =  +Pi  •  COS^i  +  Pi  •  C0S«2  +  ^3  •  C0SÄ8  •  •  •  > 

(n)  i?y  =  ±Pi  •  sin«!  +  Pj  •  sinÄg  +  P3  •  siUÄj  .... 

Beide  Summen  müssen  sich  gleich  Nidl  ergeben. 

2.  Wir  bilden  für  irgendeinen  Punkt  E  die  Summe  der  sta- 
tischen Momente.     Auch  diese  Summe  muß  gleich  Null  sein. 
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g)  Ä,  =  0;     (n)   Äy  =  0;     (ni)   i'jf^o. 

nib.  1.  Wir  bilden  die  Summe  der  Projektionen  auf  eine  be- 
liebige Achse,  z.  B.  R, .   Diese  Summe  muß  sich  gleich  Null  ergeben. 

2.  Wir  bilden  die  statischen  Momente  für  zwei  Punkte  H 
und  Ff  deren  Verbindungslinie  aber  nicht  rechtwinklig  zu  der 
angenommenen  Achse  stehen  darf..  Für  beide  Punkte  muß  sich 
die  Momentensumme  gleich  Null  ergeben. 

In  Formeln: 

(I)    12,  (od«ri?„)  =  0;      (II)    2" Jf jy  =  0  ;      (III)    IMp^O. 

nie.  Wir  bilden  für  drei  Punkte  E ,  F  und  0  j  die  aber  nicht 
in  einer  Geraden  liegen  dürfen,  die  statischen  Momente.  Jede 
dieser  Momentensummen  muß  sich  gleich  Null  ergeben. 

In  Formeln: 

(I)    -^Jlfjs  =  0;      (II)    2'Jf,  =  0;      (HI)    2"  Jf « =  0 . 

§12a, 
Beispiel  zu  §  12. 

Auf  den  in  Fig,  32  gezeichneten  Körper  K  toirkt  die  aus  den 
Kräften  P^ ,  P,  ,  P,  ,  P4  und  P5  bestehende  Kräftegruppe  ein.  Wird 
der  Körper  K  im  Ruhezustand  bleiben  ^  oder  wird  er  sich  in  Be- 
wegung setzen? 

1.  Methode. 
Zunächst  reihen  wir  die  Ejräfte  zu  einem  Kräftepolygon  an- 
einander. (Man  führe  die  Zeichnung  selber  aus!)  Hierbei  zeigt 
sich,  daß  der  Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  von  selber 
zurückfällt  in  den  Anfangspunkt  der  zuerst  hingezeichneten  Kraft. 
Also  ist  die  erste  Bedingung  erfüllt.  Dann  fassen  wir  z.  B.  P« 
und  Pg ,  und  P, ,  P4  und  P5  zu  den  Besultiefenden  Bi_2  und  Bs-s 
zusammen  und  zeichnen  diese  in  Fig.  32  ein.  Hierbei  zeigt  sich, 
daß  diese  beiden  Eesultierenden  in  ein  und  dieselbe  (Gerade  fallen. 
Also  ist  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt  und  somit  bewiesen, 
daß  die  Kräfte  so  gewählt  sind,  daß  der  Körper  im  Buhezustand 

bleibt. 

IL  Methode. 

(Man  führe  die  Zeichnung  wieder  selber  aus !)  Zunächst  zeich- 
nen wir  wieder  das  Kräftepolygon.  Es  schließt  sich.  Dann  nehmen 
wir  einen  beliebigen  Pol,  zeichnen  die  Polstrahlen  nach  den  Ecken 
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des  Ejräftepolygons  und  parallel  hierzu  die  Seilstrahlen  zwischen 
den  einzelnen  £[räften.  Hierbei  zeigt  sich,  daß  der  erste  und  der 
letzte  Seilstrahl  in  ein  und  dieselbe  Oerade  fallen  (d.  h.  genau 
gegeneinander  laufen).  Also  ist  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt* 
Der  Körper  bleibt  demnach  sicher  im  Buhezustand. 

HL  Methode. 

nia.   Da  es  sich  bei  jeder  analytischen  Untersuchung  am  be- 
quemsten mit  horizontalen  und  mit  vertikalen  Kräften  arbeitet, 
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Fig.  32. 

zerlegen  wir  die  schräg  gerichtete  Kraft  P^  zunächst  horizontal 
und  vertikal.    Und  zwar  ist 

die  Horizontalprojektion  von  P^  gleich  P^  •  cos  30  •  =  100  •  0,866  =  86,6  kg , 
die  Vertikalprojektion  von  P^  gleich  P^  •  sinSO**  =  100  •  0,500  =  50,0  kg  . 

Nun  stellen  wir  die  Summenausdrücke  Rg  und  Ry  auf.  Bei  B^ 
wollen  wir  die  Bichtung  nach  links  positiv  uud  die  Bichtung  nach 
rechts  negativ  nehmen,  und  bei  Ry  die  Bichtung  nach  unten  po- 
sitiv und  nach  oben  negativ.    Dann  wird: 

(I)  JJ,  =  +86,6  +  60,4  -  147,0  --=  0,0  , 

(II)  12^  =  +50,0  -  124,9  +  74,9  =  0,0  . 
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(Bei  Bg  ist  natürlich  beachtet ,  daß  von  einer  horizontalen  Kraft 
die  Horizontalprojektion  gleich  der  Elraft  selber  und  von  einer 
vertikalen  Kraft  die  Horizontalprojektion  gleich  Null  ist.  Um- 
gekehrt bei  Rp.) 

Die  ersten  beiden  Bedingungen  sind  also  erfüllt.  Nun  kommt 
die  Untersuchung,  ob  UM  »  0  ist.  Als  beliebigen  Bezugspunkt 
B  nehmen  wir  den  rechten  Eckpunkt.  Beim  Ausrechnen  der  eta- 
tischen Momente  wollen  wir  bei  der  schrägen  Elraft  P^  nicht  direkt 
das  Produkt  Kraft  mal  Lot  bestimmen  (weil  letzteres  in  der  Figur 
nicht  angegeben  ist),  sondern  nehmen  statt  der  Kraft  P^  selber 
lieber  deren  Seitenkräfte  86,6  kg  und  50,0  kg.  Deren  Abstände 
bis  zum  Punkte  E  sind  in  der  Figur  enthalten.  Ferner  beachten 
wir,  daß  eine  Kraft,  die  durch  den  Punkt  E  hindurchgeht,  das 
statische  Moment  Null  ergibt.  Dann  wird  (Vorzeichenannahme: 
rechtsherum  positiv,  linksherum  negativ): 

I  UM 86,6  •  4,25  -  60,4 . 3,15  +  124,9 . 4,47 

(HI)       j  368,0  —  190,3  +  558,3 

l  =0,0. 

Wir  sehen,  daß  auch  die  dritte  Bedingung  erfüllt  ist.  Der  Körper 
bleibt  also  im  Euhezustand. 

nib.  Man  führe  die  Berechnung  selber  durch!  (Als  ä? -Achse 
nehme  man  z.  B,  die  Horizontale  und  als  Bezugspunkte  dann 
die  Punkte  E  und  F.) 

nie.  Nach  dieser  Methode  stellen  wir  also  für  drei  Punkte 
die  Momentensummen  auf.    Als  Bezugspunkte  wählen  wir  E  ^  F 
und  0  (Fig.  32).    Statt  mit  der  schrägen  Kraft  P^  arbeiten  wir 
natürlich  lieber  mit  deren  Projektionen  und  erhalten  (zur  Ab- 
wechslung: linksherum  positiv,  rechtsherum  negativ  eingeführt): 
(£Me  =»  +86,6  . 4,25  +  60,4  •  3,15  -  124,9  •  4,47 
=  +368,0  +  190,3  -  558,3 
=  0,0, 
(2Mr  =  +86,6  •  4,25  +  60,4  •  3,15  -  60,0  •  4,47  -  74,9  •  4,47 
=  +368,0  +  190,3  -  223,6  -  334,8 
=  0,0, 
(SMq  =  +86,6  •  1,10  +  147,0  •  8,15  -  50,0  •  3,00  -  74,9  •  3,00  -  124,9  •  1,47 
=  +95,3  +  463,0  -  150,0  -  224,7  -  183,6 
=  0,0. 

Somit  ist  auch  nach  dieser  Methode  das  Gleichgewicht  erwiesen. 

Aufgabe:  Man  zeichne  selber  einen  Körper  so  mit  Kräften, 

daß  er  im  Buhezustand  gehalten  wird!    (Man  wird  sehen,  daß  das 
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Gleichgewicht  ein  gar  nicht  so  einfach  aufzufindender  besonderer 
Fall  ist.  Im  allgemeinen  bekommt  man  die  Kräfte  natürlich  so, 
daß  sie  den  Körper  in  Bewegung  setzen  würden.) 


§13. 

Wiederholungen  und  Ergänzungen. 

Zu  den  graphischen  Methoden  I  und  II  ist  weiter  nichts  zu 
bemerken.  Am  häufigsten  werden  aber  die  analytischen  Kenn- 
zeichen des  Gleichgewichts  benutzt,  und  hierzu  mögen  noch  einige 
Bemerkungen  Platz  finden. 

i.  Andere  Form  für  die  analyttschen  Gleichgewlehtsbedingungeiu 

Statt  den  Ausdruck  für  Bg  hinzuschreiben  und  dann  nachzu- 
sehen, ob  dieser  gleich  Null  wird,  kann  man  auch  einfach  unter- 
suchen, ob  die  nach  rechts  zeigenden  Horizontalprojektionen  zu- 
sammen ebenso  groß  sind  wie  die  nach  links  zeigenden  Horizontal- 
projektionen. Ist  dieses  der  Fall,  so  ist  augenscheinlich  auch  B^ 
gleich  Null.  (Denn  Bg  ist  ja  die  Summe  aller  Horizontalprojek- 
tionen, wobei  aber  die  nach  rechts  und  die  nach  links  zeigenden 
verschiedene  Vorzeichen  haben.)  Ebenso  ist  By  gleich  Null,  wenn 
die  nach  oben  zeigenden  Vertikalprojektionen  zusammen  gleich 
sind  den  nach  unten  zeigenden  Vertikalprojektionen.  Femer  ist 
die  Summe  der  statischen  Momente  in  bezug  auf  einen  Punkt  E 
gleich  Null,  wenn  die  rechtsherum  zeigenden  Momente  zusammen 
gleich  sind  den  linksherum  zeigenden  Momenten.  Die  Methode  in 
läßt  sich  demnach  auch  so  ausdrücken: 

nia.  (I).  Die  Summe  der  nach  rechts  zeigenden  Horizontal- 
projektionen muß  gleich  sein  der  Summe  der  nach  links  zeigenden 
Horizontalprojektionen. 

(H).  Die  Summe  der  nach  oben  zeigenden  Vertikalprojektionen 
muß  gleich  sein  der  Summe  der  nach  unten  zeigenden  Vertikal- 
projektionen. 

(ni).  Die  Summe  der  rechtsherum  zeigenden  statischen  Momente 
in  bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  E  muß  gleich  sein  der  Summe 
der  linksherum  zeigenden  Momente. 

nib.  (I).  Die  Summe  der  nach  der  einen  Seite  zeigenden  Pro- 
jektionen der  Kräfte  auf  eine  beliebige  Achse  muß  gleich  sein  der 
Summe  der  nach  der  anderen  Seite  zeigenden  Projektionen  auf 
diese  Achse. 


—    63    — 

p 

(II)  und  (III).  Die  Summen  der  rechtshemm  zeigenden  Momente 
in  bezng  auf  zwei  Punkte  E  und  F  müssen  gleich  sein  den  Summen 
der  linksherum  zeigenden  Momente.  Bedingung:  Die  Linie  EF 
darf  nicht  rechtwinklig  zu  der  unter  (I)  angenommenen  Achse  stehen 
(sonst  ist  das  Gleichgewicht  nicht  verbürgt). 

nie.  (I),  (II)  und  (ni).  Die  Summen  der  rechtsherum  zeigenden 
Momente  in  bezug  auf  drei  Punkte  E^  F  und  0  müssen  gleich 
sein  den  Summen  der  linksherum  zeigenden  Momente.  Bedingung: 
E  j  F  und  O  dürfen  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

2.  Wie  schon  in  §  5  bei  der  entsprechenden  Untersuchung  für 
Kräfte  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  hingewiesen  ist,  müssen 
die  X-  und  y-Achse  nicht  unbedingt  senkrecht  zueinander  stehen. 
Sie  können  auch  einen  schiefen  Winkel  miteinander  bilden.  Für 
jede  Achse  muß  man  dann  die  Projektionen  ausrechnen  und  nach- 
sehen, ob  die  Summen  der  Projektionen  gleich  Null  sind.  Am 
bequemsten  ist  es  aber,  die  Bichtungen  senkrecht  zueinander  zu 
nehmen.  

ft.  Umkehmng  der  bisherigen  Aulgabe. 

Bisher  lautete  die  Aufgabe  doch  so :  Es  soll  untersucht  werden, 
ob  eine  gegebene  Eräftegruppe  ihren  Angriffskörper  im  Gleich- 
gewicht hält.  In  dieser  Form  wird  die  Aufgabe  aber  gar  nicht  so 
häufig  Torkommen  wie  in  einer  etwas  abgeänderten  Form ;  nämlich : 

jyAuf  einen  Körper  K  wirken  Kräfte  ein^  die  zum  Teil  le- 
"kannte  zum  Teil  aber  unbekannt  sind.  Diese  unbekannten  Kräfte  sind 
so  zu  bestimmen,  daß  der  Körper  im  Oleichgetdcht  bleibt!^* 

Für  Fig.  33  wäre  die  Aufgabe  z.  B.  folgende:  Die  Kräfte  P^ 
und  Pa  seien  bekannt  {P^  =  100  kg  unter  a  =  30*^,  Pg  =  60,4  kg 
unter  a  =  0**) .  Von  den  Kräften  Pg ,  P4  und  P5  seien  nur  die 
Eichtungen  und  Lagen  bekannt,  dagegen  die  Größen  unbekannt. 
Letztere  sollen  nun  so  bestimmt  werden,  daß  der  Körper  im 
Euhezustand  bleibt. 

Augenscheinlich  ist  dieses  die  Umkehrung  der  früheren  Auf- 
gabe. Wir  lösen  sie  also  durch  Anwendung  der  entwickelten 
Methoden.  Und  zwar  wollen  wir  zunächst  die  im  ersten  Absatz 
dieses  Paragraphen  abgeleitete  Form  III  a  der  Gleichungen  ver- 
wenden. Dann  haben  wir  also  die  Bedingungen  zu  Verfügung: 
(I)  p^  =  60,4  +  86,6  , 

(II)  P3  =  5Q,0  +  P5, 

(ni)     Ps  •  4,47  =  86,6 .  4,25  +  60,4  •  3,15  . 
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Ans  diesen  Gleichungen  »gibt  sich 

(I)  P*  =  147,0  kg, 

^«  r>       368.0  + 190,3       558,3 

(H) 


8 


=  124,9  kg, 


4,47  4,47 

P^-^Pt-  50,0  =  124,9  -  50,0  =  74,9  kg. 

Unsere  Aufgabe  ist  somit  gelGst:  Die  Kräfte  Pg,  P4  und  Pj 
mässen  die  Größe  124,9  kg,  147,0  kg  und  74,9  kg  haben,  damit 
der  Körper  im  Euhezustand  bleibt.     Man  kann  auch  so  sagen: 
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Fig.  33. 


Wenn  auf  den  Körper  K  einerseits  die  jjLasten^^  Pj  und  P,  wirken, 
80  müssen  andererseits  die  „Stützhräfte^^  P, ,  P4  und  P5  angebracht 
werden,  und  zwar  in  der  soeben  berechneten  Größe,  damit  der 
Körper  im  Gleichgewicht  ist. 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  auch  nach  Methode  III  b  (erster 
Absatz,  §  13)  lösen.  Als  Projektionsachse  nehmen  wir  die  horizon- 
tale Bichtung,  und  als  Bezugspunkte  die  Eckpunkte  E  und  F . 
Dann  wird: 

(I)  P4  =  60,4  +  86,6  , 

(II)  P3 . 4,47  =  86,6  . 4,25  +  60,4  •  3,15  , 

(III)    Pn .  4,47  +  50,0  •  4,47  =  86,6  •  4,25  +  60,4  •  3,15  . 
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Hieraus  ergeben  sich  die  Werte: 
(I)  P,  =  147,0  kg, 

(n)  P,  -  (368,0  +  190,3)  -jly  =  124,9  kg, 

(HI)  P5  =  (368,0  +  190,3  -  223,5)  -^  «  74,9  kg. 

Dieser  Weg  ist  also  noch  einfacher,  da  in  jeder  Gleichung  nur 
eine  Unbekannte  vorgekommen  ist. 

Es  möge  jetzt  schon  darauf  hingewiesen  werden,  daß  der 
folgende  Abschnitt  n  nichts  weiter  ist  als  eine  dauernde  Wieder- 
holung dieser  soeben  gelösten  Aufgabe.  Es  wird  sich  immer 
darum  handeln,  daß  an  einem  Körper  gewisse  gegebene  Kr&fte 
(die  sog.  fjLagten*^)  angreifen,  und  daß  dann  drei  andere  Kräfte 
(die  sog.  jfÄuflagerhräfte^^  H ,  V  und  JS)  von  der  Art  hinzugefügt 
werden  sollen,  daß  der  Körper  im  Gleichgewicht  bleibt.  Deshalb 
ist  die  vorige  Aufgabe  von  so  großer  Wichtigkeit  für  das  Folgende. 

Femer  sei  noch  besonders  auf  eins  hingewiesen:  Die  Lösung 
der  Aufgabe  ist  eine  absolut  ^^eindetdige^^.  Das  heißt,  die  drei 
gesuchten  Kräfte  P^^P^,  P5  dürfen  nur  die  oben  ausgerechneten 
Werte,  und  keine  anderen,  haben,  falls  Gleichgewicht  bestehen 
soll.  Es  darf  also  keine  dieser  drei  Kräfte  vergrößert  oder  ver- 
kleinert werden;  die  Kräfte  dürfen  auch  nicht  miteinander  ver- 
tauscht werden;  od.  dgl.  Sonst  würde  sofort  das  Gleichgewicht 
gestört  werden.  Dieses  folgt  direkt  daraus,  daß  die  Ejräfte  sich 
aus  linearen  Gleichungen  ergeben  haben,  von  denen  jede  einen 
bestimmten  Wert  —  aber  auch  nur  einen  Wert  —  für  die  be- 
treffende Unbekannte  liefert.  (Eine  quadratische  Gleichung  z.  B. 
liefert  bekanntlich  zwei  Werte;  z.  B.  folgen  aus  a?*  —  4a>  —  —3  die 
Werte  a?  =  1  und  a?  =  3 .) 


4>  Spezialfall:  Körper  mtt  nur  dret  Kräften. 

Dieser  Fall  wird  so  häufig  vorkommen,  daß  wir  für  Ihn  die 
Gleichgewichtsbedingungen  noch  etwas  ummodeln  wollen,  damit 
sie  besonders  einfach  werden.  Untersuchen  wir  die  Sache  mittels 
Kräftezug  (Methode  J).  Zunächst  müssen  die  drei  Kräfte  natürlich  ein 
geschlossenes  Kräftepolygon  ergeben  (Fig.  34  a  und  b).  Dann  kommt 
die  zweite  Bedingung,  nämlich,  daß  die  Besultierende  aus  zwei 
Kräften,  z.  B.  aus  P^  und  P, ,  mit  der  dritten  Kraft,  P^ ,  in  der- 
selben Geraden  liegen  muß.  Diese  Untersuchung  läßt  sich  nun 
für  den  Fall  von  drei  Kräften  etwas  vereinfachen.    Aus  dem  ge* 

Fi 86h er,  SUtik.  5 
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schlossenen  Kräftepolygon  (Fig.  34b)  ergibt  sich  doch,  daß  £1.9 
nnd  P3  parallel  miteinander  sind.  Wenn  also  in  Fig.  34  a  P3  durch 
den  Schnittpunkt  C  von  P^  und  Pj  hindurchgeht,  so  ist  damit 
auch  bewiesen,  daß  es  mit  Ri^t  in  derlBelben  Geraden  liegt.  Wir 
brauchen  demnach  £1.2  gar  nicht  erst  einzuzeichnen,  sondern 
haben  einfach  die  beiden  Bedingungen: 

1,  Im  Kräftepolygon  müssen  der  Anfangspunkt  der  ersten 
Kraft  (Pi)  und  der  Endpunkt  der  letzten  Kraft  (Pj)  zusammen- 
fallen. 

2.  Die  drei  Kräfte  müssen  eich  in,  einem  PunJcte  schneiden. 


Fig.  34. 


Namentlich  die  letzte  Bedingung  wird  uns  gute  Dienste  leisten 
bei  der  Ermittlung  der  Auflagerkräfte  (Abschnitt  II).  Sie  läßt 
sich  übrigens  auch  auf  analytischem  Wege  schnell  ableiten.  Stellt 
man  nämlich  die  Gleichung  UM  =  0  in  bezug  auf  Punkt  0  auf,  so 
sind  die  statischen  Momente  von  P,,  und  Pj  gleich  Null,  da  die 
Lote  von  0  auf  P^  und  Pg  gleich  NoU  sind.  Damit  nun  die  Summe 
aller  statischen  Momente  Null  wird,  muß  auch  das  statische  Moment 
von  Pj  in  bezug  Punkt  0- gleich  Null  sein;  dieses  ist  aber  nur 
dann  möglich,  wenn  P,  ebenfalls  durch  C  geht. 

Zusammentassung^  zum  2*  Vortrag. 

Von  der  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  (scheibenförmigen)  Körper 
sind  wir  ausgegangen.    Anschließend  wurden  die  Fragen  behandelt: 

I.  Wie  wirken  beliebig  viele  Krftfte  auf  einen  Körper?  (Antwort: 
Im  allgemeinen  läßt  sich  die  Wirkung  einer  Kräftegruppe  darstellen  durcli 
die  Wirkung  einer  einzigen  Kraft  R  (§  9,  10).  Es  kann  sich  aber  auch  ein 
Kräftepaar  ergeben  (§  11).  Dieses  läßt  sich  nicht  durch  eine  einzige  Kraft 
vereinfachen,  sondern  muß  als  ein  Grundbegriff  beibehalten  werden.) 

II.  Welche  besondere  Eigenschaften  hat  eine  Elräftegruppe,  die  ihren 
Angriifskörper  im  Ruhezustand  hält?  (Antwort :  Sie  erfüllt  bestimmte  Be- 
dingungen, §  12,  13.) 


Abschnitt  11. 

Die  Berechnung  der  Auflagerkräfte 
bei  statisch  bestimmt  gelagerten,  ebenen 

Systemen. 

3.  Vortrag: 
Die  Auflagerkräfte  infolge  ständiger  Belastung. 

§  14. 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  bei  den  einzelnen 

Anflagerkonstmktionen. 

1.  Sobald  eine  Konstruktion  von  einem  Lastensystem  be- 
ansprucht wird,  müssen  an  den  Aufiagerstellen  Ejräfte  entstehen, 
die  den  angreifenden  Lasten  das  Gleichgewicht  halten.  Die 
Stützung  eines  KöTpeirB  läßt  sich  natürlich  auf  t^erschiedene  Weise 
erzielen.  Wir  wollen  im  folgenden  zunächst  untersuchen,  wie  die 
Auflagerung  beschaffen  sein  muß,  die  gerade  noch  ausreicht,  um 
bei  jeder  beliebigen  Belastung  die  Euhelage  des  Bauwerks  zu 
sichern.  Es  sei  aber  stets  vorausgesetzt,  daß  das  Tragwerk  und 
die  Lasten  in  ein^r  Ebene  enthalten  seien;  die  sogenannten  räum- 
lichen Systeme  sollen  hierbei  ausgeschlossen  sein.  Bei  dieser  Unter- 
suchung ist  es  gleichgültig,  ob  es  sich  um  eine  yoUwandige  oder 
eine  Fach  Werkkonstruktion  handelt.  Wir  wollen  nur  voraussetzen, 
daß  das  Bauwerk  eine  sogenannte  ,j8tarrß  ScheiW^  bildet,  d.h.  daß 
die  einzelnen  Punkte  des  Tragkörpers  so  miteinander  verbunden 
sind,  daß  sie  ihre  gegenseitige  Lage  nicht  ändern  können.  Solche 
Systeme,  die  Gelenke  enthalten  (z.  B.  Dreigelenkbogen),  bei  denen 
sich  also  die  einzelnen  Teile'  gegeneinander  bewegen  können,  wollen 
wir  vorläufig  noch  nicht  untersuchen. 

An  dem  Körper  K  in  Fig.  35  greifen  die  Ladten  P^ ,  Pg ,  Ps , 
P4  an.    Zunächst   denke  ich   mir  K  dadurch  gestützt,  daß  ein 

5* 
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beliebiger  Punkt  Ä  durch  einen  Bolzen  mit  einem  unveränderlichen 
Körper  TT,  dem  j,Widerlager^%  verbunden  wird*  Dann  ist  die 
Buhelage  von  Ä  bereits  gesichert,  und  außerdem  ist  jedem  anderen 
Punkte  nur  noch  eine  bestimmte  Bewegung  gestattet,  nämlich  die 
Kreisbewegung  um  Ä  •  Um  nun  noch  einen  zweiten  Punkt,  z.  B. 
By  festzulegen,  genügt  es,  die  Bewegungsfreiheit  des  Punktes  B 
einzuschränken  durch  die  Führung  JF.  Eine  solche  Führung  schließt 
jede  andere  Bewegung,  die  nicht  mit  ihrer  Bichtung  zusammen- 
fällt (also  auch  die  Kreisbewegung  mit  Badius  r)y  aus,  so  daß 
Punkt  B  jetzt  gezwungen  ist,  in  seiner  Buhelage  zu  verharren. 
Da  nun  infolge  der  Starrheit  des  Körpers  K  jeder  andere  Punkt 
unverschieblich  mit  Ä  und  B  verbunden  ist,  ist  durch  die  auf 

diese  Weise  erzielte  Festlegung  zweier 
Punkte  Ä  und  B  die  Buhelage  der 
ganzen  Konstruktion  gesichert. 

Nur  wenn  die  Führung  F  recki-^ 
loinJclig  zum  Badius  r  stände,  könnte- 
der  Körper  trotz  der  Stützung  eine 
—  allerdings  verschwindend  kleine  — 
Bewegung  ausführen.  Auf  diesen  Aus- 
nahmefall brauchen  wir  hier  aber  noch 
nicht  einzugehen. 

2.  Um  nun  die  Wirkung  der  ver- 
schiedenen Arten  von  Auflagern  zu 
untersuchen,  betrachten  wir  den  in 
Fig.  36  dargestellten  Kormalfall:  Trä- 
ger mit  einem  festen  und  einem  beweglichen  Auflager.  Im  Prinzip 
stimmt  diese  Auflagerung  überein  mit  Fig.  35.  Wir  haben  einen 
Punkt  Äj  der  vollständig  festgehalten  ist,  und  einen  Punkt  B, 
der  sich  längs  einer  Führung  verschieben  kann. 

Um  die  Konstruktion  berechnen  zu  können,  müssen  wir  von 
jeder  Auflagerkraft  drei  Bestimmungsstücke  angeben:  Größe, 
Bichtung  und  Angriffspunkt. 

Die  Größe  des  Auflagerdruckes  ist  stets  unbekannt,  ihre  Er- 
mittlung ist  Gegenstand  der  statischen  Berechnung. 

Hinsichtlich  der  Biehtnng  zeigt  es  sich,  daß  diese  je  nach  der 
Konstruktion  des  Auflagers  bekannt  ist,  oder  aber  durch  die  Be- 
rechnung bestimmt  werden  muß.  Bei  dem  beweglichen  Lager  B 
in  Fig.  36  kann  sich  der  Lagerteil  U  reibungslos  auf  dem  Wider- 
lager W  verschieben.  Daraus  folgt  aus  der  Anschauung,  daß  die 
Kraft,  mit  der  U  und  W  gegeneinander  drücken,  nur  eine  be- 


Fig.  36. 
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fltimmte  Bichtaiig  haben  kaan,  n&mlich  senkrecht  m  der  Ver* 
Bchiebnngsrichtong.  Jede  andere  Richtung  der  Druckkraft  iwisohen 
TJ  und  W  mnfite  sich  in  einer  Bew^^g  von  U  bemerkbar 
machen;  diese  Bewegung  ist  aber  ausgeschlossen,  da  nach  dem 
Frftheren  die  geseichnete  Lagerung  des  Trftgeis  hinreiohti  um  jeden 
Punkt  desselben  in  der  Buhdage  xu  sichern«  Aus  dieser  Be- 
trachtung ergibt  sich  also:  Bei  einem  beweglichen  Lager  ist  die 
Sichtung  des  Auflagerdruckes  ohne  weitere  Berechnung  allein 
durch  die  Konstruktion  bestimmt;  9%e  üt  ndmlieh  9tet9  wnkreeki 
zur  Bewegungmehtung  des  Lagers*  Beim  festen  Auflager  Uegt  der 
Fall  anders.  Hier  ist  (bei  beliebig  gerichteten  Lasten  P^,  P,, 
P, ,  PJ  die  Bichtung  des  Druckes  zwischen  U  und  W  vollständig 
unbestimmt  xmd  muß  erst  durch  die  statische  Berechnung  er^ 
mittelt  werden. 


,.y}w/AyA 


Fig.  36. 
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Um  den  Angrittspunkt  einer  Auflagerkraft  zu  ermitteln,  be* 
achten  wir,  dafi  eine  Kraftübertragung  Ton  einem  Körper  auf 
einen  anderen  nur  an  den  Stellen  stattfinden  kann,  an  denen  sich 
beide  Körper  berühren.  Bichten  wir  also  die  Auflager  so  ein, 
daß  das  Widerlager  den  Träger  nur  in  einem  Punkte  berührt, 
so  kann  auch  nur  an  diesem  einen  Punkte  das  Widerlager  eine 
Kraft  ausüben,  und  der  Angriffspunkt  des  Auflagerdruckes  ist  auf 
diese  Weise  festgelegt.  Bei  den  Konstruktionen  Ä  und  B  in 
Fig.  36  findet  die  Kraftübertragung  zwischen  Widerlager  und 
Träger  allerdings  nicht  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Beihe 
von  Punkten,  auf  dem  Umfange  des  Zapfens,  statt.  Diese  Über» 
tragungsfläche  ist  aber  im  Verhältnis  zu  der  gesamten  Ausdehnung 
des  Bauwerkes  so  klein,  daß  wir  für  die  Berechnung  einfach  fest* 
setzen:  die  Berührung  des  Widerlagers  und  des  Trägers  findet 
nur   in  einem  Punkte  (wozu  wir  den  Mittelpunkt   des  Bolzens 


—    70    — 


nehmen)  statt.  Infolge :  dieser  Annahme  ist  dann  sowohl  beim 
festen  als  auch  beim  beweglichen  Lager  der  .Angrif&punkt  der 
Auflagerkraft  bestimmt.  Nor  bei  einem  eingemauerten  (eiA- 
gespannten)  Tr&ger  ist  auch  der  Angrif&punkt  unbekannt,  weil 
sich  hier  die  Auflagejrkraft  längs  einer  ganzen  Strecke  (Ein- 
mauerung)  verteilte 


Auflagerart 

unbekannt 

bekannt 

beweglich      (1  Unbekannte) 

:  Größe 

Richtung     Angriffspunkt 

fest                 (2      •     „          ) 

GrOfie 

Bichtung 

Angriffspunkt 

eingemauert  (3            ,,          ) 

Größe 

Richtung     Angriffspunkt 

Fig.  37. 


3.  Ifie  Äuflagerstabe. 
Bei  der  Untersuchung 
des  Körpers K  in  Fig.  35 
waren  wir  zu  dem  Be- 
sultat  gekommen,  daß 
die  einfachste  Lage- 
rung die  ist,  bei  der 
der  eine  Punkt  A  mit 
dem  Widerlager  fest 
verbunden  ist,  während 
ein  anderer  Punkt  B 
in  einer  Fuhrung  ver- 
schieblich gelagert  ist. 
Statt  nun  A  an  das 
Widerlager  durch  einen  Bolzen  anzuschließen,  können  wir  den 
Punkt  auch  dadurch  f^tlegen,  daß  wir  ihn  durch  zwei  Stäbe,  S^ 
und  Äg ,  mit  dem  Widerlager  W^  verbinden.  Und  die  Führung  Fj  in 
der  B  sich  bewegt,  können  wir  dadurch  ersetzen,  daß  wir  Punkt  B 
durch  einen  Stab,  £^3 ,  an  TTs  anschließen,  und  zwar  so,  daß  8^ 
senkrecht  steht  zur  Führungsrichtung  F.  Daß  dieser  i^^satz  zu- 
lässig ist,  ersieht  man  darami,  daß  bei  einer  Formänderung  des 
Trägers  £,  z.  B.  infolge  Temperaturänderung,  der  Punkt  B  sich 
auf  einem  Kreise  um  0  bewegen  wird.  Da  die  Bahn  des  Punktes 
aber  stets  sehr  klein  ist, .  so  können  wir  statt  des  Kreisbogens  bei 
P  die  Tangente  an  den  Kreis  setzen ;  mit  anderen  Worten :  Punkt  B 
bew^  sich  zunächst  in  einer  Linie,  die  senkrecht  steht  zu  8^. 
Dieselbe  Bichtung  hatte  nach  Voraussetzung  aber  auch  die  Führung 
F,  so  daß  die  Stützung  von  B  durch  den  Stab  8^  tatsächlich  gleich« 
wertig  ist  der  Stützung  durch  die  Führung  F. 
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Derartige  Stabe,  die  als  Ersatz  für  eine  Auflagerkonstniktion 
dienen,  heißen  jjAuflagm'Siahe^^.  Ein  festes  Lager  wird  also  durch 
swei  Anflagerstabe  mit  beliebigen  Bichtongen  ersetst,  und  ein 
bewegfiehes  Lager  durch  einen  Anflagerstab,  dessen  Bichtung  senk- 
recht genommen  werden  mnß  su  der  Bewegongaiiohtnng  des  tu 
ersetzenden  Lageis.  Meistens  ist  das  bewegliohe  Lager  eines  Trägers 
horizontal  verschieblich;  der  Anflagerstab,  der  ein  solches  Lager 
ersetzen  soU,  muß  dann  also  vertikal  stehen  und  führt  in  diesem 
Falle  die  Bezeichnung  jjPendelstükg$^\  Auch  die  ^jÄfiker*^  sind 
nichts  anderes  als  Auflagerst&be  zum  Ersatz  für  bewegliche  Lager. 

§15. 
Die  Methoden  zur  Berechnung  der  Anflagerkrätte. 

Fachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  ip^eviel 
Unbekannte  bei  den  einzelnen  Auflagerkonstruktionen  auftreten, 
gehen  wir  jetzt  zur  eigentlichen  Berechnung  über. 


Fig.  38. 

Wir  gehen  wieder  von  dem  wichtigsl^n  Falle  aus  (Fig.  38): 
Träger  mit  einem  festen  und  einem  beweglichen  Lager.  Letzteres 
nehmen  wir,  damit  die  abgeleiteten  Formeln  allgemein  gültig  sind, 
schräg  verschieblich  an;  aus  demselben  Orunde  ßind  die  beiden 
Auflager  in  ungleicher  Höhe  genommen.  Nach  dem  Frühere^ 
ist  jetzt:  beim  festen  Lager  unbekannt  1.  die  Oröße  von  Ä^ 
2.  die  Bichtung,  ausgedrückt  z.  B.  durch  den  Winkel  cc  gegen 
die  Horizontale;  bekannt  ist  dagegen  der  Angriffspunkt  des  Auf- 
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lagerdrackes,  nämlich  Punkt  a .  Beim  beweglichen  Lager  ist  un- 
bekannt die  Größe  von  B;  dagegen  sind  bekannt  die  Eichtung 
des  Anflagerdruckes  (nämlich  senkrecht  zur  Verschiebungsrichtung 
des  Lagers)  und  der  Angriffepunkt  (Punkt  6).  Es  genügt,  wenn 
wir  zunächst  als  Belastung  die  eine  Kraft  P  annehmen,  da  sich 
eine  Lastengruppe  von  beliebig  vielen  Kräften  durch  eine  Kraft, 
die  Ersatzkraft  B.  darstellen  läßt. 

L  Gnmdprinitp, 

Der  grundlegende  Gedankengang  ist  folgender:  Die  Auflager- 
kräfte halten  den  mit  den  Lasten  P  beanspruchten  Körper  im 
Buhezustand;  d.  h.  sie  bilden  zusammen  mit  den  Lasten  ein 
„Gleiehgewiehtssystem^^  Wenn  aber  eine  Kräftegruppe  ein  Gleich- 
gewichtssystem bildet,  so  können  wir  ganz  bestimmte  Aussagen 
machen ,  nämlich  die  Oleichgewichtsbedingungen  anschreiben. 
Wir  tun  dies  und  erhalten  hierdurch  mathematische  Beziehungen 
zur  Ermittlung  der  bisher  unbekannten  Kräfte. 

n«  Verachledene  Anwendpngsmethoden  des  Grundprinzips, 

L  Methode:  Graphisehe  Bestimmung  der  Aunagerkrätte  mittels 

Eräftedreieck.    (Fig.  38  u.  Fig.  34.) 

An  dem  Körper  K  in  Fig.  38  a  greifen  im  ganzen  drei  Elräfte 

an:  P,  Ä  und  B.    Nun  wissen  wir  aus  §  13:  wenn  an  einem 

Körper   drei  Kräfte   im    Gleichgewichtszustände  sein  sollen,  so 

müssen  sie  vor  allen  Dingen  die  eine  Bedingung  erfüllen,  daß  sie 

sich  in  einem  Punkte  schneiden.    Wenn  ich  also  in  Fig.  38  a  die 

beiden  Kräfte  P  und  B ,  deren  Bichtungen  bereits  bekannt  sind, 

im  Punkte  0  zum  Schnitt  bringe,  so  muß  auch  die  dritte  Kraft 

Ä  durch   diesen   Punkt  hindurchgehen.     Hierdurch  ist  dann  die 

Bichtung  von  A  hestimmU    um  nun  noch  die  Größen  von  Ä  und  B 

festzustellen,  zeichnen  wir  in  Fig.  38b  P^^ah^  ziehen  durch  a 

und  h  Parallele  zu  den  Bichtungen  von  A  und  B  und  erhallen 

somit  die  Größen  der  Auflagerkräfte. 

IL  Methode:   Graphische  Bestimmung  der  Autlagerkr&tte  mittels 

SeUpolygon«    (Fig.  39.) 

Bei  der  Untersuchung  des  Gleichgewichtes  mehrerer  Kräfte 
mittels  Seilpolygon  haben  wir  in  §  12  gesehen,  daß  die  Kräfte 
nur  dann  im  Gleichgewicht  sind,  wenn  sie  zwei  Bedingungen 
erf  iiUen : 

1.  Beim  Aufzeichnen  des  Kräftepolygons  müssen  der  End- 
punkt der  letzten  und  der  Anfangspunkt  der  ersten  Kraft 
zusammenfallen. 
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2.  Beim  AufxeichiieQ  des  SeUpolygons  massen  der  erste  und 
der  letzte  Seilstrahl  in  dieselbe  Gerade  fallen. 

Knn  leichnen  wir  das  Kr&ftepolygon,  soweit  es  sieh  bereits 
bestimmen  läßt.  A ,  die  erste  Kraft  von  links  ans,  ist  noeh  un- 
bekannt; wir  beginnen  also  mit  P'^ah  (Fig.  39b)  nnd  stehen  dnioh 
einen  Endpunkt  von  P,  2.  B.  durch  h ,  die  Parallele  cum  Auflager- 
druck  B  •  Dann  nehmen  wir  einen  beliebigen  Pol  O  und  zeichnen 
die  Polstrahlen  II  und  III .  Polstrahl  I ,  der  nach  dem  Anfangs- 
punkt von  A  geht,  und  Polstrahl  IV ,  der  nach  dem  Endpunkt 
der  letzten  Kraft,  B,  geht,  können  noch  nicht  eingezeichnet  werden, 
da  Punkt  e  unbekannt  ist.  Um  nun  die  Seilstrahlen  II  und  III  ^ 
die  den  Polstrahlen  II  und  III  parallel  sind,  in  Fig.  39  a  ein- 
zuzeichnen,  beachten  wir  folgendes:  Seilstrahl  II  muß  von  der 


Fig.  39. 

Kraft  A  nach  der  Kraft  P  geben.  Die  Bichtung  von  A  ist  jedoch 
zunächst  unbekannt ;  wir  wissen  aber  die  eine  Bedingung,  daß  A 
auf  jeden  Fall  durch  Punkt  a  in  Fig.  39  a  gehen  muß.  Punkt  a 
ist  also  der  einzige  Punkt  auf  A ,  den  wir  kennen,  und  von  diesem 
Punkte  aus  ziehen  wir  Seilstrabi  II  bis  zur  Kraft  P  und  an- 
schließend Seilstrahl  III  bis  B  •  Wie  sich  dann  später  auch  die 
Kräfte  A  und  B  ergeben  werden,  die  Seilstrahlen  II  und  III  haben 
auf  jeden  Fall  die  vorgeschriebenen  Lagen :  Seilstrahl  II  geht  von 
der  Bichtungslinie  von  A  nach  der  von  P,  und  Seilstrahl  177  geht 
von  der  Bichtungslinie  von  P  nach  der  von  B  •  Zur  Bestimmung 
der  Seilstrahlen  7  und  IV  können  wir  jetzt  die  Bedingung  benutzen, 
daß  7  und  7F  in  derselben  Geraden  liegen  müssen.  Dieses  ist, 
wie  Fig.  39a  zeigt,  nur  dann  möglich,  wenn  beide  in  die  Gerade  ad 
fallen.  Seilstrahl  7  ist  nämlich  stets  parallel  zu  Seilstrahl  7F,  da 
beide  parallel  sind  ihrem  gemeinsamen  Polstrahle  Oo;  würden  sie 
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nun  eine  andere  Bichtung  haben  als  die  der  Geraden  adj  z.  B.  so, 
wie  in  Fig.  ä9a  punktiert  eingezeichnet,  so  würden  sie  nebeneinander 
laufen,  und  der  Körper  K  könnte  nicht  im  Gleichgewicht  sein.  Wir 
haben  also  durch  diese  Überlegung  die  Bichtung  der  Seilstrahlen  I 
und  IV  bestimmt.  Nun  können  wir,  rückwärtsgehend,  die  Pol- 
strahlen I  und  IV  zeichnen,  indem  wir  durch  0  die  Parallele  ziehen^ 
zu  ad.  Diese  schneidet  die  Gerade,  die  durch  b  zum  Auflager- 
druck B  parallel  gezogen  ist,  im  Punkt  o .  Dann  verbinden  wir 
in  Fig.  39b  a  mit  o  und  erhalten  ca^^  A  und  he  =  B . 

Um  also  nach  dieser  Methode  die  Auflagerkräfte  zu  finden^ 
haben  wir  folgende  Begel: 

Wir  zeichnen  die  gegebene  Kraft  P,  ziehen  vom  beliebigen 
Pole  0  nach  Anfangs-  und  Endpunkt  von  P  die  Polstrahlen  17. 
und  III  und  parallel  hierzu  die  Seilstrahlen  so,  daß  der  eine  Seil- 
strahl durch  den  festen  Auflagerpunkt  geht.  Dann  verbinden  wir 
die  Punkte  a  und  d ,  in  denen  die  Strahlen  17  und  777  die  Bich- 
tungen  von  Ä  und  B  schneiden,  durch  eine  Gerade,  die  sog.  jßohluß' 
{tme'S  und  ziehen  durch  Pol  0  die  Parallele  zu  dieser  Schlußlinie. 
Hierdurch  bestimmen  wir  im  Kräftepolygon  den  Schnittpunkt  von 
A  und  B  und  zeichnen  die  Pfeile  so  ein,  daß,  wenn  man  von 
Punkt  a  aus  den  Pfeilen  nachgeht,  man  wieder  zum  Ausgangs- 
punkt a  zurückgelangt. 

Statt  in  Fig.  39  a  mit  77  anzufangen,  hätten  wir  auch  Strahl  777 
durch  a  ziehen  können.  Man  muß  aber  beachten,  daß  in  Fig.  39  b 
A  und  B  so  einzuzeichnen  sind,  daß  immer  drei  Linien,  z.  B.  7, 
77  und  A ,  die  sich  in  Fig.  39  a  in  einem  Punkte  schneiden ,  in 
Fig.  39  b  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  bilden.  Wir  werden  von 
dieser  Begel  Gebrauch  machen,  um  bei  komplizierter  Belastung 
zu  entscheiden,  welche  von  den  beiden  gefundenen  Auflagerkrl^ten 
am  festen  und  welche  am  beweglichen  Lager  anzubringen  ist.. 

in«  Methode :  Analytische  Bestimmung  der  Auflaserkräf te.    (Fig.  40.) 
Zur  analytischen  Berechnung  wollen  wir  die  Gleichgewichts- 
bedingung  in  der  Form  III  a  von  §  13  aufstellen. 

Die  Bichtung  der  Kraft  B  ist  bekannt,  da  am  beweglichen 
Lager  ja  die  Aufla^erkraft  stets  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung. 
des  Lagers  ist.  Die  Eraftrichtung  von  B  kann  älso^  in  Fig.  40 
schon  eingezeichnet  werden.  Die  Eraftrichtung  von  A  ist  un- 
bekannt. Wir  denken  uns,  zur  bequemeren  Berechnung,  A  in  die 
Seitenkräfte  H  und  V  zerlegt,  so  daß 

fl'  =  J.-coS(Xi       und       V  =  A*%mxi  *       \ 
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ist.    Dann  laaten  die  Oleichgewichtsbedingongen: 

(I)  H  «=  P  •  coso^s  +  B  •  cos^3 , 

(n)  F  +  B  •  sin«,  =-  P  •  sin^,  , 

(in)  7.a?  +  P-p  =  ff-y  +  P&. 

(Der  Bezugspunkt  E  iBt,  wie  bekannt,  vollständig  willkürlich  an- 
zunehmen; 0?!  y,  p  und  h  sind  die  Lote  von  E  auf  7,^  JS*,  P 
und  B.) 

In  diesen  Gleichungen  sind  unbekannt  JST,  F  und  £.  Da- 
gegen sind  bekannt  natürlich  die  Last  P  mit  ihrem  N'eigungs- 
winkel  a^ ;  femer  der  Neigungswinkel  o^  der  Auflagerkraft  B ;  und 
die  Lote  Xj  y  ^  p  und  h ,  die  aus  der  Figur  abzumessen  mnd.    Wir 


Fig.  40. 

schr^ben  nun  die  Gleichungen  so,  daß  die  Unbekannten  immer 
auf  der  linken  Seite  stehen,  und  erhalten: 

(I)  H  — B-cos«,  =P-cosa, , 

(II)  F  +  B-sin«5  =  P*smag , 

(III)      F«a?  — H-y  — B.fc«— P.p  . 

Nun  setzen  wir  die  Zahlen  werte  ein.    Es  sei  z.  B. 

P«  2400  kg, 

«2  =  76°  ;    ^  also     cos«,  =  0,24  ,      sina,  =  0,97  , 
^8  =  30°  ;       also     coS(Xs  ==  0,87  ,      sin«,  =•  0,50  ,  . 
X  =  2,10  m ;     y  ==  0,55  m ;      &  =  3,60  m;     p  «=  0;30  m.     . 

Dann  erhalten  wir: 

(I)                                H  -  0,87 B  =  0,24  p. =  576, 
(H)                                 F  +  0,50  B  =  0,97  P  =  232§  , 
(ni)  2,10  7  -  0,55  H  -  3,60  B 0,30  P  =  -  720 . 
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Dieses  sind,  wie  man  siebt,  drei  einfache  Gleichungen  mit  den 
drei  Unbekannten  H ,  V  und  B .  Man  kann  sie  also  auflösen  und 
findet  dadurch:  B«  1030kg,  ff  «1470 kg,  F«=  1810kg.  Aus  IT 
und  V  ergibt  sich  schließlich  nach  Fig.  40 

die  Größe  von  A  durch:        A  «  yff «  +  F«  «  2330  kg, 

V 
„  Eichtung  „     „       „        tga^  **  ;g^  =*  1>23 ;  «^  =  51  ^. 

Somit  sind  dann  die  Auflagerkräfte  vollständig  bestimmt. 

Für  die  praktische  Ausrechnung  ist  der  eingeschlagene  Weg 
aber  sehr  unbequem,  da  er  die  Auflösung  von  drei  Gleichungen 
mit  drei  Unbekannten  erfordert.  Im  vorliegenden  Beispiele  wurde 
die  Bechnung  jedoch  absichtlich  so  gestaltet,  um  zu  zeigen,  daß 
man  bei  jeder  beliebigen  Wahl  von  JE?  dennoch  zum  Ziele  kommen 
muß.  Wie  man  in  den  einzelnen  FäJlen  geschickter  vorgehen  kann, 
werden  wir  beim  Durcharbeiten  der  folgenden  Paragraphen  sehen. 


Vorher  wollen  wir  jedoch  noch  eine  sehr  wichtige  Betrachtung 
cftustellen:  Wir  haben  bei  unserem  Beispiele  den  aUgemeinen  Fall 
vorausgesetzt,  der  bei  einem  Träger  mit  einem  festen  und  einem 
beweglichen  Laiger  überhaupt  vorkommen  kann,  indem  wir  ein 
schräg  verschiebliches  Lager,  ferner  die  Lager  in  verschiedener 
Höhe  und  außerdem  schräg  gerichtete  Belastung  annahmen.  Es 
zeigte  sich  nun,  daß  auch  hier  nur  drei  Unbekannte  auftreten  und 
daß  diese  drei  Unbekannten  unter  allen  Umständen  mit  Hilfe  der 
Gleichgewichtsbedingungen  zu  berechnen  sind.  Ein  solches  System 
heißt  j^statisch  heatimmt  gelagert^^  oder  ^fiußerlich  statüöh  bestimmi^^^ 
Der  Name  kommt  daher,  weil  bei  derartigen  Konstruktionen  die 
Auflagerkräfte  (äußeren  Kräfte)  aUein  mit  Hilfe  der  Gleichgewichts- 
bedingungen, die  die  Statik  als  TeU  der  allgemeinen  Mechanik  zur 
Verfügung  stellt,  berechnet  werden  können. 

Betrachten  wir  hierzu  als  Gegensatz  den  Fall,  daß  der  in  den 
Fig.  38 — 40  untersuchte  Träger  auch  auf  der  rechten  Seite  ein 
festes  Lager  hätte.  Wenn  jetzt  eine  Kraft  P  auf  den  Körper  ein- 
wirkt, so  müssen  wieder  A ,  P  und  B  durch  einen  Punkt  gehen 
(vgl.  Methode  I).  Jetzt  können  wir  aber  diesen  Punkt  0  nicht 
mehr  angeben ;  die  Bichtung  des  Auflagerdruckes  B  ist  unbekannt, 
da  ein  festes  Lager  Auflagerkräfte  in  jeder  Bichtung  zu  über- 
tragen vermag.  Wir  haben  also  jetzt  vier  Unbekannte,  Aj  a^^ 
£ ,  ^3 .  Da  man  aber  aus  drei  Gleichungen  niemals  vier  Un- 
bekannte ausrechnen  kann,  so  ist  diese  Aufgabe,  bei  einem  Träger 
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mit  zwei  festen  Lagern  (einem  sog.  Zweigelenkbogen)  die  Anflager- 
kiäfte  zu  bestimmen,  mit  den  bisher  entwickelten  Hil&mitteln  nicht 
sn  lösen.  Man  nennt  eine  solche  Konstraktion  j^itaiiseh  unbeHimnU^^ 
gelagert.  Eine  korze  Andeutung,  wie  man  bei  solchen  Aufgaben 
vorgeht  und  namentlich  —  was  in  Tielen  Fällen  noch  wichtiger 
ist  —  wie  man  sich  hierbei  durch  Annahmen  helfen  kann,  bringt 
der  §  IS. 

• 

§16- 
Spezialfall:  Der  einfache  Balken  mit  vertikaler  Belastung. 

Die  Trägerarty  die  in  der  Fraxis  weitaus  am  meisten  vor- 
kommt,  ist  der  in  Fig.  41  dargestellte  sogenannte  fjeinfache  Balken^^. 
Auf  die  innere  Konstruktion  kommt  es  bei  der  Berechnung  der 
Auflagerkräfte  nicht  an,  der  Träger  kann  ein  gewalztes  Profil,  ein 
genieteter  oder  ein  Fachwerkträger  sein;  das  Kennzeichnende  für 
den  yjeinfacken  Bälken^^  besteht  darin,  daß  er  ein  festes  Lager 
(bei  A)  und  ein  im  horizontalen  Sinne  bewegliches  (bei  B)  besitzt. 
Außerdem  woUen  wir  noch  die  Einschränkung  machen,  daß  die 
Balkenachse  horizontal  liegt  und  daß  die  Lasten  vertikal  dazu 
wirken.   (Fig.  41.) 

Infolge  dieser  Annahme  wird  die  Berechnung  der  Auflager- 
drücke sehr  einfach.  Zunächst  ist  es  klar,  daß  sowohl  A  als 
auch  B  vertikal  wirken.  Bei  B  folgt  dieses  aus  dem  Umstände, 
daß  das  Lager  im  horizontalen  Sinne  verschieblich  ist;  und  bei  A 
muß  es  so  sein,  weil  sonst  der  Auflagerdruck  A  die  einzige  Kraft 
am  Träger  wäre,  die  in  der  Gleichung  Bg^O  eine  horizontale 
Projektion  abgeben  würde. 

L  Die  erste  Methode  des  vorigen  Paragraphen  läßt  jetzt  aller- 
dings im  Stiche.  Es  ist  nicht  möglich,  ein  der  Fig.  38  entsprechendes 
Ejräftedreieck  zu  konstruieren.  Dieses  würde  in  eine  Gerade  fallen, 
so  daß  wir  nur  A+B^  nicht  aber  A  und B  getrennt  angeben  können. 

IL  Um  so  einfacher  wird  jedoch  die  zweite  Methode.  Bei  dem 
Träger  im  vorigen  Paragraphen  war  der  feste  Auflagerpunkt  der 
einzige  Punkt,  den  wir  zunächst  von  der  Eiraft  A  angeben  konnten. 
Deshalb  mußte  Seilstrahl  II ^  der  zwischen  A  und  P  liegen  muß, 
von  diesem  Angriffspunkte  von  A  nach  P  gezogen  werden.  Ih 
Fig.  41  ist  die  Aufgabe  jedoch  bedeutend  einfacher.  Die  Größe 
von  A  ist  allerdings  unbekannt;  die  Bichtung  dagegen  ist  gegeben, 
da  nach  obigem  auch  beim  festen  Lager  der  Auflagerdruck  vertikal 
sein  muß.    Wir  können  also  mit  Strahl  II  von  einem  beliebigen 
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Punkte  von  Ä  anfangen,  ihn  bis  zur  Kraft  P  ziehen  und  dann 
Strahl  III  ansetzen.  Wie  sich  dann  später  auch  die  Größe  von  A 
ergeben  wird,  der  Seilstrahl  II  hat  immer  die  vorgeschriebene 
Lage  zwischen  A  und  P.  Die  Auflagerkräfte  A  und  B-  müssen 
nun  so  bestimmt  werden,  daß  der  erste  Seilstrahl  I  mit  dem 
letzten  Seilstrahle  IV  in  eine  Oerade  fällt.  Wir  zeichnen  deshalb 
die  Schlußlinie  ein  (in  der  Figur  mit  s^  bezeichnet),  bestimmen 
hierdurch  die  Bichtung  der  Seilstrahlen  I  und  IV  und  dann  die 
beiden  zusammenfallenden  Polstrahlen  ly  IVy  indem  wir  durch  0 
die  Parallele  zu  ss  ziehen.  Diese  Parallele  schneidet  A  und  B 
ab,  und  zwar  ist  A  die  Strecke  zwischen  I  und  JJ,  da  im  Seil- 
polygon A ,  I  und  II  zusammenstoßen.    Wir  haben  hiermit  unsere 


Fig.  41. 

Aufgabe  gelöst:   Die  in  der  Beihenfolge  A,  P,  B  aufgetragenen 
Kräfte  ergeben 

1.  ein  Eräftepolygon,  bei  dem  der  Endpunkt  der  zuletzt 
aufgetragenen  Kraft  zusammenfällt  mit  dem  Anfangspunkt  der 
ersten  Kraft; 

2.  ein  Seilpolygon,  bei  dem  der  erste  Strahl  I  in  einer  Ge- 
raden liegt  mit  dem  letzten  Strahl  IV. 

TBL  Die  analytische  Bestimmung  der  Auflagerkräfte  ist  wohl 
die  am  häufigsten  angewandte.  Und  zwar  ist  besonders  zweck- 
mäßig die  Methode  III  b  (§  12  und  13).  Die  a;- Achse  nehmen  wir 
natürlich  horizontal,  und  die  I.  Bedingung  sagt  dann  aus,  daß 
überhaupt  keine  Horizontalkräfte  auftreten  (auch  nicht  am  festen 
Lager).  Für  die  II.  und  ni.  Bedingung  müssen  wir  zwei  Bezugs- 
punkte E  und  F  wählen,  deren  Verbindungslinie  nicht  rechtwinklig 
zur  07 -Achse  steht.  Wir  nehmen  hierzu  die  Auflagerpunkte  B  und  A  * 
Dann  haben  wir  nämlich  den  Vorteil,  daß  in  der  Gleichung  (II) 
der  Auflagerdruck  J3  fortfällt,  da  er  das  statische  Moment  Null 
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ergibt;  während  in  Gleichung  (III)  entsprechend  Ä  fortfällt.  Die 
Bedingungen  IL  und  III  enthalten  dann  je  nur  eine  Unbekannte 
und  werdaü  dadurchVbesonders  bequem: 

(II)  JL.l  =  P.fc; 

(HI)  B'l=-P'a. 

Hieraus  ergibt  sich  sofort: 

Ar-      j      ,  ^-      z      • 


Auf  eins  sei  an  dieser  Stelle  hingewiesen.  Häufig  wird  die 
Ableitung  der  Auf lagerkräf te  folgendermaßen  gegeben :  „Der  Balken 
,kann'  sich  um  den  Punkt  B  drehen.  Folglich  ^müssen^  für  diesen 
Punkt  die  Momente  aufgestellt  werden,  alsa  «ä  •  l  =  P  *  & .  Ferner 
,kann'  er  sich  um  A  drehen  . . .  usw.''  Eine  solche  Ableitung 
ist  direkter  Unfug. .  Erstens  braucht  B  überhaupt  kein  Drehpunkt 
zu  sein.  Denn,  wenn  z.  B.  B  das  bewegliche  Lager  ist,  so  dreht 
sich  der  Balken  gar  nicht  um  B  (falls  Ä  nachgibt).  Sondern  er 
gleitet  längs  der  Führung  yon  B;  also  in  horizontaler  Bichtung. 
B  ist  also  durchaus  kein  Drehpunkt,  d.  h.  feststehender  Punkt, 
da  er  ja  selbst  die  Bewegung  mitmacht.  Zweitens  ist  es  aber  für 
die  Anwendung  der  Gleichgewichtsbedingungen  vollständig  gleich- 
gültig, um  welchen  Punkt  sich  der  Balken  eigentlich  drehen  würde. 
Aus  der  Ableitung  der  Gleichgewichtsbedingungen  geht  klar  hervor, 
daß  wir  die  Bezugspunkte  vollständig  beliebig  nehmen  können. 
Von  „Drehpunkten"  ist  niemals  die  Eede  gewesen.  Man  könnte 
die  Bezugspunkte  auch  bei  dieser  Aufgabe  ganz  beliebig  annehmen 
(man  tue  dieses!)  und  kommt  trotzdem  zu  denselben  Werten  für 
die  Äufiagerkräfte.  Nur  um  die  Ausdrücke  (II)  und  (III)  so  be- 
quem wie  möglich  zu  machen,  haben  wir  B  und  A  zu  Bezugs- 
punkten genommen.  Mit  dem  „Drehen''  des  Balkens  hat  diese 
Wahl  aber  absolut  gar  nichts  zu  tun. 

Man  muß  sich  über  diese  Sachen  Klarheit  verschaffen.  In 
der  Praxis  findet  man  so  häufig  eine  vollständig  verschwommene 
Vorstellung  über  das  Wesen  der  Gleichgewichtsbedingungen.  Da 
wird  nach  „Drehpunkten"  gesucht,  um  die  Momente  aufzustellen; 
dann  werden  die  mutmaßlichen  Verschiebungen  aufgesucht  usw., 
und  schließlich  kommt  aus  diesem  Umhertasten  ein  großer  Wirr- 
warr heraus.  Nur  ein  eingehendes  Durchdenken  der  wissenschaft- 
lichen (Grundlagen  der  Statik  kann  dagegen  helfen. 
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§17. 
Ergänzungen  nnd  Beispiele  zu  §  16  und  §  16. 

Wiederholimg, 

Bei  der  Untersuchung  von  Auflagerkräften  muß  man  sich  zunächst 
ttber  die  Zahl  der  Auflagerunbekannten  klar  werden  (§14,  Zusammen- 
stellung Seite  70).  Die  eigentliche  Berechnung  erfolgt  dann  stets  durch 
Anwendung  der  Glelchgewfohtsbedingungen« 

Entsprechend  den  yerschiedenen  Formen,  in  denen  wir  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen aufgestellt  haben  (§  12,  13),  können  wir  sie  natürlich 
auch  bei  der  Berechung  der  Auflagerkräfte  in  yerschiedenen  Formen  ver. 
wenden.    Nämlich: 
I.  Graphisch  durch  Kräftedreieck  (Bestimmung  des  Schnittpunktes  A,B,F)» 
n.  „  ff     Seilpolygon     (Geschl.  Eräftepolygon;  geschl.  Seilp.). 

III.  Analytisch.  Hierfür  3  Schreibweisen: 

Illa.     JB,«0;  ^  =  0;  ^IG  =  0; 

mb.      Ä,  =  0    oder    JB^  =  0;  ^1^  =  0;     Tlf^^O; 

nie.  2Mg  =  0;  -TMj.  =»  0;  ZM^  «  0 . 

Bei  der  analytischen  Methode  können  die  Bezugspunkte  E  {Ff  Q)  an  und 
für  sich  vollständig  beliebig  genommen  werden.  Nur,  um  die  Momenten- 
gleichungen möglichst  kurz  zu  erhalten,  werden  wir  besondere  Punkte  ala 

Bezugspunkte  erwählen. 

Erste  Aufgabe. 

D&r  in  Fig.  42  dargestellte  Binder  hat  eine  Spannweite  von 
l  =  12 jO  m  und  eine  Binderentfernung  von  5,0  m.  Die  Auflager- 
kräfte  infolge  WinddrucTc  sind  zu  bestimmen! 

Das  feste  Lager  befinde  sieh  auf  der  linken  Seite.  Die  Lasten  seien : 

W^  =-  1556  kg;      W^  =  360  kg;      W^  =625  kg;      TF^  =  143  kg, 
sämtlich  rechtwinklig  zur  zugehörigen  Dachfläche. 

L  Bestimmung  yon  A  und  B  mittels  Er&ftedreleok.    (Fig.  42.) 

Die  Aufgabe  unterscheidet  sich  von  der  in  Fig.  38  behandelten 
dadurch,  daß  wir  nicht  eine  Kraft,  sondern  vier  Kräfte  haben. 
Wir  ersetzen  also  diese  zunächst  durch  ihre  Ersatzkraft  22.  Um 
letztere  zu  finden,  reihen  wir  W^  17,,  W^  und  1^4  zu  einem 
Kräftepolygon  abode  in  Fig.  42b  aneinander  und  finden  Qrößo 
und  Bichtung  von  B  dargestellt  durch  ae.  Die  Lage  von  B 
bestimmen  wir  am  besten  mittels  Seilpolygon,  da  für  den  Kräftezug 
die  Schnittpunkte  der  einzelnen  Kräfte  ziemlich  ungünstig  liegen. 
Wir  ziehen  also  vom  beliebigen  Pole  0  die  Polstrahlen  II,  III , 
IV j  Vy  VI  und  parallel  hierzu  die  entsprechenden  Seilstrahlen. 
fDer   erste  Polstrahl  ist  diesmal  mit  „71"   numeriert,   weil  wir 
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Eig.  42  auch  für  die  folgende  Methode  verwenden  wollen;  ans 
demselben  Gmnde  ist  der  erste  Seilstrahl,  II ^  dnroh  das  feste 
Auflager  A  gelegt.  Wenn  wir  diese  Figur  nur  zur  Erläuterung 
der  vorliegenden  Methode  zu  benutzen  hätten,  würden  wir  naturlich 


Fig.  42. 


den  ersten  Polstrahl  mit  I  bezeichnen  und  den  ersten  Seilstrabl 
ganz  beliebig  nach  der  Kraft  Wi  ziehen.) 

Durch  den  Schnittpunkt  D  der  beiden  äußeren  Seilstrahlen, 
II  und  VI  ^  zeichnen  wir  dann  die  Parallele  zu  ae  und  haben 
somit  die  Lage  von  B  bestimmt. 

Nun  haben  wir  an  dem  Binder  drei  Kräfte,  Ä ,  R  und  B , 
die  miteinander  im  Oleichgewicht  sein  sollen.    Die  Eichtung  der 

Fischer,  SUtik.  6 
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einen  Kraft  B  ist  bereits  bestimmt;  die  Eichtung  von  B  ist. ans 
der  Eonstmktion  bekannt,  nämlich  senkrecht  zu  dem  (im  horizon- 
talen Sinne  verschieblichen)  Lager  B  •  Bringen  wir  also  B  und  B 
in  F  zum  Schnitte,  so  muß  durch  dies^i  Punkt  auch  die  Eichtung 
der  Auflagerkraft  A  am  festen  Lager  gehen.  Die  Größen  von 
A  und  B  bestimmen  wir  dann  in  der  Weise,  daß  wir  durch  a  die 
Parallele  zu  AF  und  durch  e  die  Parallele  zu  BF  ziehen,  oder 
umgekehrt.  (Wir  wollen  jetzt  den  Angriffspunkt  des  Auflager- 
druckes ji  ebenfalls  mit  A  bezeichnen,  da  Verwechslungen  zwischen 
Kraft  A  und  Punkt  A  nicht  vorkommen  können;  entsprechend 
bei  B .) 

Wir  haben  also  jetzt  am  Binder  sechs  Kräfte,  Aj  Wi^  W^  y 
1^8  >  T^4  >  ^j  wirkend,  die  die  Eigenschaft  haben,  daß 

1.  beim  Aufzeichnen  des  Kräftepolygons  der  Anfangspunkt  / 
der  ersten  Kraft  zusammenfällt  mit  dem  Endpunkte  der  letzten 
Kraft, 

2.  die  drei  Kräfte  A ,  B  und  B  (als  Brsatzkraft  von  W^  TT, , 
W^ ,  TFJ  sich  in  einem  Punkt  schneiden. 

Die  Gesamtwirkung  sämtlicher  sechs  Kräfte  wird  also  tat- 
sächlich die  sein,  daß  der  Binder  in  der  Gleichgewichtslage  bleibt. 

n.  Bestimmang:  Yon  A  und  B  mittels  Seilpolygon.    (Fig.  42.) 

Wir  verfahren  bei  vier  Kräften  ebenso  wie  wir  es  in  Fig.  39 
mit  einer  Kraft  getan  haben;  d,  h.  wir  zeichnen  zunächst  das 
Kräftepolygon  so  weit  auf,  als  es  sich  aus  den  gegebenen  Kräften 
Wi ,  TTg ,  TT,  und  W^  bereits  aufzeichnen  läßt.  Nun  ziehen  wir 
vom  beUebigen  Pole  0  die  Polstrahlen.  Wenn  wir  die  Kräfte  in 
der  Eeihenfolge  von  links  nach  rechts  nehmen,  so  ist  A  die  erste 
Kraft.  Punkt  / ,  der  Anfangspunkt  von  A  im  Kräftepolygon  ist 
jedoch  noch  unbekannt.  Wir  können  deshalb  Polstrahl  I  noch 
nicht  zeichnen  und  beginnen  mit  11^  III j  IV,  F,  VI.  Parallel 
hierzu  ziehen  wir  die  Seilstrahlen  II ,  III ,  IV,  F,  VI,  und  zwar 
so,  daß  der  Seilstrahl  II ,  der  von  der  Kraft  A  nach  der  Kraft  Wi 
gehen  muß,  durch  den  Angriffspunkt  A  des  Auflagerdruckes  A 
geht.  (Wäre  die  Eichtung  von  A  bekannt,  so  könnte  man  na- 
türlich den  Seüstrahl  II  an  beliebiger  Stelle  zwischen  A  und  TF^ 
ziehen ;  jetzt  kennen  wir  aber  von  der  Kraft  A  nur  den  Angriffe- 
punkt  und  benutzen  diesen,  um  Strahl  II  in  die  vorgeschriebene 
Lage  zwischen  A  und  W^  einzuzeichnen.)  Nun  ziehen  wir  die 
„ScMußUnie^^  AO,  die  den  Schnittpunkt  O  von  Strahl  VI  und  B 
mit  dem   Schnittpunkte  A  von  Strahl  II  und  Auflagerdruok  A 
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Terbindet.  Denken  wir  uns  nnn  die  beiden  noch  fehlenden 
Strahlen  I  und  VII  in  Fig.  42  a  eingezeichnet ,  so  müssen  diese 
in  derselben  Geraden  li^en,  d.  h.  sie  haben  die  Bichtnng  der 
fichloBlinie  A  O .  Fun  finden  wir  die  Bichtong  des  Polstrahles  I , 
VII f  indem  wir  durch  O  die  Parallele  Ea  ÄO  ziehen;  diese  Par* 
allele  schneidet  sich  mit  der  Geraden,  die  dorch  e  zum  Auflager* 
druck  B  parallel  gezogen  ist,  im  Punkte  /•  Wir  erhalten  somit 
B  =  ef  und  A^fa. 

Die  sechs  Kräfte  A^  W^^  W^^  W^^  W^,  B  haben  aiso  die 
Eigenschaft,  daß 

1.  beim  Aufzeichnen  des  Kräftepolygons  der  Anfangspunkt  / 
der  ersten  Kraft,  A ,  zusammenfällt  mit  dem  Endpunkt  der  letzten 
Kraft  £; 

2.  beim  Aufzeichnen  des  Seilpolygons  der  erste  Seilstrahl  I 
in  dersdben  Geraden  liegt  wie  der  letzte  Seilstrahl  VII. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  12  ist  das  Kräftesystem 
auf  Grund  dieser  beiden  Eigenschaften  im  Gleichgewichts» 
zustand* 

Der  Punkt  /,  durch  den  wir  schließlich  A  und  B  gefunden 
haben,  wurde  also  so  bestimmt,  daß  wir  durch  Pol  0  die  Par- 
allele zu  der  Schlußlinie  und  durch  Punkt  e  die  Parallele  zu  JB 
(d.  h.  zu  dem  Auflagerdruck,  dessen  Bichtnng  bekannt  ist)  zeich* 
neten.  Daß  wir  diese  Parallele  durch  den  Punkt  e  und  nicht 
durch  Punkt  a  ziehen  müssen,  ergibt  sich  daraus,  daß  in  Fig.  42  a 
die  Linien  VI^  VII  und  B  sich  in  einem  Punkte  schneideor.  Sie 
müssen  also  in  Fig.  42b  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  bilden,  und 
diese  Bedingung  ist  nur  dann  erfüllt,  wenn  der  Auflagerdruck  B 
an  e  anschließt.  (Man  überzeuge  sich,  daß  man  zwei  ganz  andere 
^—  falsche  —  Werte  von  A  und  B  erhält,  wenn  man  die  Parallele 
zu  B  durch  den  Punkt  a  zieht  und  dann  mit  Polstilkhl  I,  VII 
zum  Schnitte  bringt.) 

Wir  haben  beim  Aufzeichnen  der  Kräfte  immer  die  Beihen* 
folge  eingehalten,  in  der  sie  an  dem  Körper  sdbst  angreifen.  In 
der  Tat  bekommt  man  auf  diese  Weise  im  allgemeinen  die  über- 
sichtUchsten  Figuren;  es  ergibt  sich  dann  ohne  weiteres  A  als 
„erste'^  und  JB  als  „letzte'^  Kraft.  Man  sieht  übrigens  aus  Fig.  42a 
recht  deutlich,  wie  die  eigentlich  vorhandenen  sechs  Kräfte  schließ- 
lich ersetzt  sind  durch  die  beiden  äußersten  Kräfte  I  und  VII  j 
und  daß  diese  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein,  werden,  wenn  sie 
in  derselben  Geraden  liegen,  gleiche  Größe  und  entgegengesetzte 
Bichtungen  haben. 

6* 
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in.  AnalytlBohe  BeBttmmmig  tob  A  und  B*    (Fig.  43.) 

Wenn  wir  bei  einer  analytischen  Untersuchung  schräge  Kräfte 
haben,  zerlegen  wir  sie  im  Interesse  einfacher  Zahlenrechnungen 
stets  in  ihre  horizontalen  und  vertikalen  Seitenkräfte.  Wir  be» 
stimmen  also: 


TT,  •008«!  =  1556  •  00845*»  =  1100  kg ; 
Wj-ooBöf,  =   360-cob77*'=     80  „ 
Tr,.co8Ä,==   625 •cos  0''=   625  „ 
F;«cosa4=    143- 00877*=:     30  „ 


W^ .  ein«,  =  1556  •  sin  45*  =  1100  kg 
W,.8in«,=    360-Bin77*=    350,, 
TFj.sina8=    625 -sin  0*=       0„ 
TF, .  sin oc^  =    143  •  8in77*  =    140  » 


Fig.  43. 

Femer  führen  wir  nicht  die  schräge  Auflagerkraft  A  (am  festen 
Lager)  imd  ihren  Neigungswinkel  a^  als  Unbekannte  ein,  sondern 
statt  dessen  die  vertikale  Seitenkraft  V  und  die  horizontale  Kom- 
ponente H. 

Zur  Berechnung  der  Auflagerkräfte  eignet  sich  hier  am  besten 
die  Methode  (Illb).  Als  Bezugspunkte  nehmen  wir  die  Auflager- 
punkte A  und  B^  weil  dann  beim  Aufstellen  der  Momenten* 
summen  einige  statische  Momente  gleich  Null  werden  (aber  auch 
nur  aus  diesem  Gründe!).  Als  Projektionsachse  nehmen  wir  die 
Horizontale.    Dann  wird 

(I)  -ff  «  1100  +  80  +  625  +  30  , 

(U)7.l2,00+(1100-l,25+80.2,79+625-3,57+30-4,18)==  (1100-10,75+350.8,25+140^6,50), 

(DD  J5  •  12,00  « (UOO  •  1,25+80  •  2,79+625 . 3,57+30  •  4,18)+(1 100  •  1,25+350 . 3,75+140- 5,50) . 
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ffieraus  folgt 

(I)  Jff  =  1835kg 

(II)  7.12,00  +  3955  =  15623;       F  =      ^^  qq         «=  972  kg » 

(in)  jB  .  12,00  =  3955  +  3457  ;      B  «        12  00  -^eiSkg. 

Kachdem  wir  H  und  F  ermittelt  haben,  finden  wir  darans  A  selber: 

A  «  yfl*  +  F«  =  yi835«  +  972«  =  2077  kg 
und  die  Bichtong  ans: 

Bemerkungen:  Die  analytische  Methode  führt  also  recht  schnell 
zum  ZieL  Anch  die  Gleichungen  (U)  und  (m)  sind  gar  nicht  so 
schlimm.  Nur  muß  man  sie  übersichtlich  hinschreiben,  indem 
man  z.  B.  die  Momente  aller  horizontsJen  Lasten  für  sich  in 
Klammem  einschließt  und  ebenso  die  Momente  aller  vertikalen 
Lasten.  Die  Hauptsache  ist,  daß  man  systematisch  vorgeht  und 
die  Bezugspunkte  für  die  Momente  günstig  w&hlt.  Hierzu  merke 
man: 

Die,  der  Bichtung  nach  unbekannte,  Auflagerkraft  A  am 
festen  Lager  zerlegt  man  in  H  und  F.  Als  den  einen  Bezugs- 
punkt nimmt  man  dann  den  Schnittpunkt  von  H  und  B  •  [Hier- 
durch wird  erreicht,  daß  H  und  £,  da  sie  durch  den  Bezugs- 
punkt hindurchgehen,  die  statischen  Momente  Null  ergeben,  so 
daß  V  als  einzige  Unbekannte  in  der  Qleichung  übrigbleibt; 
8.  Gleichung  (IE)].  Als  den  zweiten  Bezugspunkt  nimmt  man  den 
Angriffepunkt  von  A  (d.  h.  den  Schnittpunkt  von  H  und  V). 
[Dann  fallen  nämlich  H  und  V  fort,  und  es  bleibt  nur  S  übrig; 
s.  Gleichung  (III)].  Außer  den  beiden  Momentengleichungen  nimmt 
man  als  dritte  Bestimmungsgleichung  noch  zweckmäßig  JB,  »  0  • 
Aus  dieser  ergibt  sich  dann  direkt  JS  [s.  Gleichung  (I)]. 

Die  Methoden  nia  oder  UIc  kann  man  benutzen,  um  die 
Berechnung  hinsichtlich  Bechenfehler  zu  kontrollieren.  Namentlich 
die  zweite^  Gleichung  von  Methode  Illa  ist  hierzu  gut: 

V  +  B^  1100  +  350  +  0  +  140  , 
972  +  618  «  1100  +  350  +  0  + 140  • 

Man  sieht,  wir  haben  richtig  gerechnet. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung:  Wenn  man  in  einem 
solchen  Falle  die  Auflagerkräfte  zu  berechnen  hat,  so  weiß  man 
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zunächst  doch  gar  nicht,  ob  z.  B.  E  nach  rechts  oder  links,  oder 
V  resp.  B  nach  oben  oder  nach  unten  zeigen  wird.  (Der  Auf- 
lagerdruck kann  ja  negativ  werden,  d.  h.  nach  unten  wirken,  so 
daß  Verankerung  mit  dem  Widerlager  nötig  wird.)  In  solchea 
Fällen  geht  man  so  Tor,  daß  man  jede  Auflagerkraft  H^  V  und 
B  80  annimmt,  wie  sie  wahrscheinlich  wirken  wird«  (F  und  B 
nimmt  man  meistens  nach  oben  wirkend  an.)  Hat  man  sich  ge- 
irrt, d.  h.  geht  die  betreffende  Kraft  umgekehrt,  als  man  an- 
genommen hat,  so  zeigt  sich  dies  in  der  Beohnung  dadurch  yon 
selber  an,  daß  das  Besultat  mit  negtUivem  Vorzeichen  heraus- 
kommt (s.  Beispiel  3). 

Zusammenfassung  zur  1.  Aufgabe. 

Zu  den  gi'aphischen  Methoden  ist  nichts  Besonderes  zu  bemerken» 
Beim    analytischen    Verfahren    hatten   sich    folgende    praktische    Regeln 
ergeben: 
1.  Zunächst  jede  schräge  Kraft  horizontal  und  vertikal  zerlegen. 

{H&ua    £.»0, 
V    „    2M=^0    (Bezugspunkt:  Schnittpunkt  von  ZT  und  B), 
B  „  IM=^0  (        «  „  ,,  ^  „   y)f 

Kontrolle :  £,  =  0  ( 7+  B  =  Summe  der  Vertikalkomp.  aller  Lasten). 
Bei  einem  schräg  beweglichen  Lager  ist  der  Schnittpunkt  von  H  und  B 
unbequem  zu  bestimmen  (s.  Fig.  40).    Dann  zu  empfehlen: 

Zunächst  B  aus  2M=  0    (Bezugspunkt:  Schnittpunkt  yon  H  und  7). 
Hierauf  H   „      Ä,  =«  0 ;     7  aus  Ä^  =  0 . 


Zweite  Aufgabe« 


Bei  der  Dachkonstruktion  Fig.  44  sind  die  Äuflagerkräfte  zu 
berechnen! 

Allgemeines:  Fig.  44  stellt  einen  Binder  dar,  der  eine  sehr 
gute  Baumausnützung  des  Dachgeschosses  gewährt  und  deshalb 
besonders  bei  Bauten  in  Großstädten  vielfach  verwendet  wird.  Er 
bildet  einen  sogenannten  geknickten  Träger.  Bei  Ä  steht  er  auf 
dem  Deckenträger  des  obersten  Geschosses,  bei  B  ist  er  auf  einer 
Stütze  gelagert.  Nehmen  wir  an,  daß  diese  oben  und  unten 
gelenkartig  angeschlossen  ist  (Fig.  44  c),  so  gestattet  sie  dem 
Punkte  B  eine  Bewegung  in  horizontaler  Bichtung.  Sie  wirkt 
also  ebenso  wie  ein  horizontales,  bewegliches  Lager;  in  der  Tat 
kann  man  ja  die  Stütze  fortlassen,  die  Mauer  bis  zum  Punkte  B 
führen  und  hier  ein  bewegliches  Lager  anordnen.  Derartige  Stützen, 
die  um  ihren  Fußpunkt  D  frei  pendeln  können,  heißen  j^Pendel- 
stützen^\  Die  Kraft,  die  diese  Stütze  aufzunehmen  hat,  hat  immer 
die  Bichtung  i>B,   da  B   und  D   die  einzigen  Punkte  sind,  in 
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dtoea.  die  aoschliefiaiden  Körper  (der  Binder  ond  der  Decken» 
triger)  die  Statte  berühren.  BrfiUirt  der  Binder  infolge  Belastung 
oder  Temperatarverandemng  eine  Formfinderong,  so  daß  Ponkt  B 
sich  etwas  Yeischiebt,  so  macht  die  Stütze  diese  Bewegung  mit 
und  Bteüt  sich  also  etwas  schrSg.  Die  Druckkraft  in  der  Stütse 
hat  aber  auch  jetzt  die  Bichtung  DB^  d.  h.  sie  fiUlt  auch  jetzt 


Fig.  44. 


mit  der  Stabachse  zusammen  und  beansprucht  die  Stütze  nur  auf 
Druck  und  Knickung.  Dieses  ist  ein  Vorzug  der  Pendelstütze 
gegenüber  der  Stützenkonstruktion  mit  eingespanntem  Fuße,  die 
sofort  Biegungsbeanspruchung  bekommt ,  sobald  Punkt  B  seine 
Lage  yerändert. 

An  dem  vorliegenden  Binder  haben  wir  nun: 
bei  Af   dem  festen  Lager,  unbekannt  Größe  und  Bichtung 
des  Auflagerdruckes,  bekannt  Angriffispunkt  Ä ; 
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bei  B  f  dem  beweglichen  Lager,  unbekannt  die  Größe,  bekannt 
die  Bichtung  DB  und  der  Angriffspunkt  B  des  Auflagerdruckes. 
Im  ganzen  also  drei  Unbekannte,  die  Lagerung  ist  statisch  be- 
stimmt. 

Die  Berechnung  soll  durchgeführt  werden  für  die  in  Fig.  44  a 
eingeschriebenen  Lasten.  (Die  Aufstellung  dieser  Zahlen  erfolgt 
später  im  Zusammenhange  mit  der  Festigkeitsberechnung.  Jetzt 
wollen  wir  die  Lasten  als  gegeben  annehmen  und  nur  die  Auf- 
lagerkräfte bestimmen.) 

Zur  Ermittlung  der  Auflagerkräfte  benutzen  wir  wieder  die 
drei  Methoden. 

L  Graphiseh  mittels  Erättedreleck. 

Hierbei  bestimmen  wir  zunächst  die  Ersatzkraft  B  (am  besten 
mittels  Seilpolygon,  die  Hil&linien  sind  in  Fig.  44a  nicht  einge- 
zeichnet), bringen  diese  mit  dem  Auflagerdruck  JB,  dessen  Bichtung 
bereits  bekannt  ist,  zum  Schnitt  und  yerbinden  den  Schnittpunkt 
mit  Ä .  Hierdurch  ist  dann  auch  die  Bichtung  Ton  A  bestimmt. 
Jetzt  ziehen  wir  durch  den  Anfangspunkt  des  Kräftepolygons  die 
Parallele  zu  Ä  und  durch  den  Endpunkt  die  Parallele  zu  B  (oder 
umgekehrt)  und  bestimmen  die  Größen  von  Ä  und  B.  (Die 
Zeichnung  wird  recht  unbequem.) 

n.  Graphisch  mitteh  SeUpoljgon. 

Bei  dieser  Methode  reihen  wir  zunächst  die  gegebenen  Lasten 
zu  einem  Kräftepolygon  aneinander,  nehmen  einen  beliebigen  Pol  O 
und  ziehen  die  Polstrahlen.  Um  aber  möglichst  klare  Figuren  zu 
bekommen,  sind  vorher  die  drei  Kräfte,  die  an  dem  unteren  Knick- 
punkte des  Binders  angreifen,  durch  ihre  Ersatzkraft  R^  (Fig.  44  b 
und  44  a)  ersetzt,  und  die  beiden  Kräfte  am  oberen  Knick  durch 
ihre  Ersatzkraft  22,.  Wir  haben  dann  am  Binder  nur  die  vier 
Lasten  12| ,  22, ,  1500  kg,  750  kg.  Nun  ziehen  wir  Seilstrahl  II 
durch  den  festen  Auflagerpunkt  parallel  zu  Polstrahl  11^  an- 
schließend daran  die  Seilstrahlen  III ,  IV ^  F,  VI  j  und  verbinden 
den  Schnittpunkt  A ,  in  dem  der  Strahl  II  den  Auflagerdruck  A 
schneidet,  mit  dem  Schnittpunkte  0  von  Strahl  VI  und  Auflager- 
druck B .  Diese  Verbindungslinie  (Schlußlinie)  bestimmt  die  Bich- 
tung der  Seilstrahlen  I  und  VII.  Zu  diesen  Strahlen  parallel 
wird  dann  durch  0  der  Polstrahl  I,  VII  gezogen.  Um  nun  B 
zu  bestimmen,  müssen  wir  durch  den  einen  Endpunkt  des  Kräfte- 
polygons in  Fig.  44  b  die  Parallele  zu  der  Bichtung  von  B  zeichnen. 
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Welcher  yon  den  beiden  Endpunkten  des  Polygons  xn  nehmen 
ist,  ergibt  sich  darans,  daß  die  Linien  VII  ^  VI^  B^  die  sich  in 
Kg.  44a  in  einem  Ponkte  schneideni  in  Fig.  44b  die  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  bilden  müssen«  Ist  dann  B  bestimmti  so  bekommen 
wir  A  als  Verbindungslinie  des  Endpunktes  von  B  mit  dem  anderen 
Endpunkte  des  Er&ftepolygons. 

m.  Analyliseh« 

Bei  der  analytischen  Methode  bestimmen  wir  zun&ohst  Ton 
den  beiden  schräg  gerichteten  Windkr&ften  die  Horizontalprojektion 
500-  COS45''«  350  kg  und  die  Vertikalprojektion  500-sin45''«  3!K)  kg, 
addieren  diese  zu  den  an  den  Knotenpunkten  bereits  vorhandenen 
Kräften  und  erhalten  hierdurch  das  in  Fig.  44  c  dargestellte  System 
Ton  nur  horizontalen  und  yerükalen  Lasten.  Kun  denken  wir 
uns  noch  die  schräge  Kraft  A  in  die  horizontale  Seitenkraft  H 
und  die  vertikale  Seitenkraft  V  zerlegt  (man  zeichne  diese  ein). 
Hinsichtlich  der  Pfeilrichtungen  wollen  wir  annehmen,  daß  V  und  B 
nach  oben,  und  H  nach  links  wirken  möge.  Wenn  diese  Annahmen 
nicht  richtig  sind,  so  wird  sich  dieses  ja  daraus  ergeben,  daß  das 
betreffende  Resultat  mit  negativem  Vorzeichen  erscheint. 

Wir  wenden  wieder  Methode  Ulb  an  und  nehmen  als  Be- 
zugspunkte den  Schnittpunkt  von  H  und  B  (Punkt  D)  und  den 
Schnittpunkt  von  H  und  V  (Punkt  A). 

(J)  ^=600  +  350, 

(ü)    7-  7,00  +  (600  •  1,00  +  350  •  3,00)  =  (650  •  7,00  + 1400  •  5,00  + 1500  •  2,50) , 
(in)  B. 7,00  «  (600-1,00  +  350-3,00)  +  (1400-2,00+1500-4,50  +  750-7,00) . 

Hieraus  folgt: 

(I)  JJ  =  950  kg, 

(II)     F- 7,00 +  1650 =15300;  mithin  F- i^^^^^=1950kg, 

(HI)  J5. 7,00  =  1650+14800;       „      B  =  ^^^^^^^^^  =2350  „ 

Aus  H  und  F  folgt 

A  =  y950«  +  1950*  =  2170  kg;      tg«  -  ^^  =  2,06  ;       a  =  64^ 

Zur  Kontrolle  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (II)  von  Me- 
thode nia: 

F+  J5  =  650  +  1400  +  1600  +  750  . 

Setzt  man  für  F  und  B  die  oben  gefundenen  Werte  ein,  so  sieht 
man,  daß  die  Bechnung  stimmt. 
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Dritte  Autgabe* 

Bei  der  'Dachkonstruktion  Fig.  45  sind  die  Auflagerkräfte  zu 
bestimmen! 

Allgemeines:  (Fig.  45.)  Wir  wollen  jetzt  einen  Fall  betrachten^ 
in  dem  der  unterstützte  Körper  an  der  einen  Seite  aber 
den  Auflagerpunkt  überkragt.  Gelagert  ist  der  Binder  in  den 
Punkten  Ä  und  B  auf  zwei  Stützen.  Wir  wissen,  daß,  wenn  ein 
Körper  in  zwei  Punkten  statisch  bestimmt  unterstützt  werden 


200h^ 


Fig.  4B. 


soll,  der  eine  Punkt  fest  und  der  andere  beweglich  gelagert  werden 
muß.  Als  festes  Lager  nehmen  wir  den  Unterstützungspunkt  der 
kürzeren  Stütze;  diese  muß  also  mit  ihrer  Fußplatte  zur  Aufnahme 
der  Horizontalkräfte  fest  eingespannt  werden,  und  danach  müssen 
Stütze,  Anker  und  Fundament  berechnet  werden.  Als  bewegliches 
Lager  bleibt  dann  Punkt  B ;  die  längere  Stütze  ist  also  als  Pendelt 
Säule  zu  betrachten,  die  nur  auf  Druck  beansprucht  wird  und 
das  Fundament  nur  durch  eine  Yertikalkraft  beiästet. 

Es  genügt,  wenn  wir  die  Berechnung  analytisch  durchführen, 
da  die  graphischen  Methoden  wohl  schon  genügend  erläutert  sind; 
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aach  woDen  wir  nur  ciiien  Belastongsfiall  nntersuchea«  nämlich 
Wind  Ton  rechts  und  sn^eich  Bdastong  dnrch  eine  schrftge  Last  P, . 
Leftxttfe  knnn  m.  B.  dnreh  eine  an  dieso^  Stelle  befindliche  BoUe« 
die  mm  Aofrag  Ton  Lasten  dient,  henrorg^omfen  werden. 

Die  anf  den  Binder  wirkenden  Kr&fte  infolge  Winddnick  seien 
200  kg  nnd  1500  kg  (Fig.  45).  Beide  sind  horiiontal  gerichtet 
(rechtwinklig  zu  der  getroffenen  Flfiche).  Die  Last  P,  sd  gleich 
1000  kg;  der  Winkel,  unter  dem  sie  gegen  die  Horiiontale  geneigt 
Ist,  betragt  50^  Die  Auflagerkraft  am  Punkt  A  ist  sohrfig  ge* 
neigt.  Da  wir  über  ihre  Biehtung  noch  nichts  wissen,  nehmen 
wir  xun&chst  an,  sie  gehe  nach  Unks  oben,  so  wie  in  Fig«  45a 
eingezeichnet«  Ihre  S^tenkr&fte  R  und  Y  zeigen  dann  also  nach 
links  und  nach  oben«  Hinsichtlich  B  nehmen  wir  auch  sunfichst 
an,  daß  es  nach  oben  zeigen  möge. 

Die  schräg  gerichtete  Last  P3  zerlegen  wir  noch  in  die 
Seitenkrafte: 

horizontal    1000  •  cosSO""  —  1000  •  0,643  —  643  kg, 

vertikal        1000  •  sin 50^  -  1000  •  0,766  -  766  „ 

Dann  erhalten  wir  in  gewohnter  Weise  die  Gleichungen: 

(I)        JJ  +  1500  +  200  =  643 , 

(n)       F.  6,00  +  643  •  0,20  =  766  •  7,00  +  (200  •  1,60  +  1500  •  1,00) , 

(m)     B. 5,00 +  766. 2,00 +  (200 -1,60 +  1500. 1,00) -643 -0,20. 

Hieraus: 

(I)      JJ  ==  643  -  1500  -  200;  folglich  JJ  =  -1057  kg, 

(n)       F-5,00  + 129  =.7182;       „        7  =  li^J^^  -  1411  kg, 

(III)  B .  5,00  +  3352  «  129 ;         „       JB  -  i^^^plf  -  -645  kg. 

Diese  Besoltate  sagen  nun  ans: 

B.  hat  die  Größe  von  1057  kg.  Ea  erscheint  aber  mit  negativem 
Vorzeichen;  das  bedeutet:  es  ist  nicht  so  einzuzeichnen,  wie  wir 
es  zunächst  angenommen  haben  (von  rechts  nach  links),  sondern 
gerade  umgekehrt  (von  links  nach  rechts),  Fig.  45  b. 

F  wirkt  mit  1411  kg  in  derselben  Pfeilrichtung,  wie  Ton  Torn- 
herein  angenommen. 

B  erscheint,  ebenso  wie  J7,  mit  negativem  Vorzeichen;  es 
wirkt  also  mit  645  kg  nicht  von  unten  nach  oben,  sondern  yertikal 
Ton  oben  nach  unten  (Fig.  45  b). 
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H  y  V  und  B  müssen  also  so  auf  den  Binder  einwirken,  wie 
in  Fig.  45b  dargestellt  ist;  dann  bilden  diese  Kräfte  zusammen 
mit  den  drei  Lasten  ein  Oleichgewicbtssystem.  Aus  H  und  F 
können  wir  dann  wie  früber  Größe  und  Eicbtung  des  Auflager* 
druckes  A  bestimmen. 

Nun  wollen  wir  noch  etwas  auf  die  Beanspruchung  der  beiden 
Stützen  eingeben.  In  Fig.  45b  sind  die  Kräfte  A  und  B  so  ein 
gezeichnet,  wie  sie  Ton  den  Stützen  auf  den  Binder  ausgeübt 
werden  müssen,  damit  dieser  im  Gleichgewicht  ist.  Handelt  es 
sich  aber  um  die  Berechnung  der  Stützen,  so  müssen  wir  be- 
achten,^  daß  nach  dem  bekannten  Prinzip  von  „Wirkung  und 
Gegenwirkung^'  (Aktion  und  Reaktion)  zwischen  den  Wirkungen 
zweier  Körper  K^  und  K^  die  Beziehung  besteht:  Drückt  der 
Körper  K^  mit  einer  Kraft  P  auf  den  Körper  K^ ,  so  übt  K^  dio 
entgegengesetzte  Kraft  P  auf  den  Körper  K^  aus.  Dasselbe  gilt 
für  die  Zugwirkungen  zweier  Körper  aufeinander. 

Nun  übt  in  Fig.  45  b  die  Stütze  B  auf  den  Binder  eine  Kraft 
von  645  kg  vertikal  nach  unten  aus.  Daraus  folgt,  daß  die  Kraft, 
die  der  Binder  auf  die  Stütze  ausübt  (die  also  für  die  Berechnung 
der  Stütze  maßgebend  ist),  gleich  645  kg,  aber  vertikal  mich  oben 
gerichtet  ist.  Stütze  B  wird  also  bei  der  vorliegenden  Belastung 
mit  645  kg  auf  Zug  beansprucht,  so  wie  in  Fig.  45c  gezeichnet 
ist.  Dort  ist  auch  die  andere  Stütze  mit  den  Kräften  dargestellt, 
die  von  dem  Binder  auf  sie  ausgeübt  werden.  Man  sieht,  daß 
Stütze  A  mit  1411  kg  auf  Druck  und  Knickung  und  mit  1057  kg 
auf  Biegung  beansprucht  ist. 

§18. 
Statisch  unbestimmte  Lagerung. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  der  Binder  Fig.  43  hätte  zwei 
feste  Lager.  Dann  treten  an  beiden  Auflagerpunkten  schräge 
Auflagerkräfte  auf,  die  in  V  und  H  zerlegt  sein  mögen.  Die 
Yertikalkraft  wollen  wir  am  linken  Auflager  mit  V^ ,  die  Horizontal- 
kraft mit  Hl  bezeichnen;  entsprechend  am  rechten  Lager  mit  F, 
und  ^2  •  ^^^  ^^^  vorliegenden  unsymmetrischen  Belastung  werden 
natürlich  sowohl  V^  und  V^ ,  als  auch  B^  und  H^  voneinander 
verschieden  sein. 

Von  den  Kräften  E^  und  JJ,  wollen  wir  zunächst  voraus- 
setzen, daß  sie  beide  in  der  Eicbtung  nach  links  auf  den  Binder 
einwirken.    Die  Kräfte  Vy  und  7,  flögen  beide  nach  oben  wir- 
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ken.    Dann  gehen  unsere  früheren  Gleichungen  (J),  (II)  VLnd  (ITI) 
von  §  17,  erste  Aufgabe,  über  in; 

(I)  H^  +  H^  =  183o, 

(II)  Fl .  12,00  +  3955  «  15623  , 

(III)  72  •  12,00  =  3955  +  3457  . 

Man  sieht,  es  sind  drei  Oleichungen  mit  vier  Unbekannten 
(J7i ,  2*3 ,  Fl ,  F2) .  Nun  lassen  sich  aber  bekanntlich  aus  drei 
Oleichungen  auch  immer  nur  drei  Unbekannte  ermitteln.  Wir 
müssen  also  noch  eine  —  mehr  oder  minder  willkürliche  —  An* 
nähme  hinzunehmen,  um  die  Unbekannten  ausrechnen  zu  können. 
Die  für  diesen  Fall  am  besten  passende  Annahme  ist  die,  daß 
man  die  beiden  Horizontalkräfte  H^  und  H^  gleich  groß  yoraus- 
setzt.  Also  Annahme:  Es  sei  H^^^  H^  *  Führen  wir  daraufhin 
für  Hl  und  ^2  ^^  gemeinsame  Bezeichnung  H  ein,  so  wird 

(I)    H  +  H  =  1835  ;      hieraus:       H  «  J 1835  =  918  kg  , 
(II)  Fl  =  (15  623  -  3955)  ^  -  972  kg  , 

(III)  F2  =  (3457  +  3955)  ^^  «  618  kg  . 

Wie  gesagt,  ist  diese  Berechnung  nur  eine  Annäherungsrech-. 
nung,  da  wir  eine  Annahme  zugrunde  legen  mußten.  Man 
nennt  eine  solche  Aufgabe,  bei  der  mehr  Unbekannte  auftreten, 
als  Oleichungen  zur  Lösung  vorhanden  sind,  eine  atatiseh  unbe- 
9timmte  AuJ^be.  Sehr  häufig  hilft  man  sich  in  solchen  Fällen, 
indem  man  hinsichtlich  des  YerhältDisses  der  Unbekannten  zu- 
einander plausible  Annahmen  macht  (wie  vorhin).  Eine  ge- 
naue Lösung  ist  dieses  natürlich  nicht;  die  wird  später  gezeigt 
werden.  (Band  III). 

Man  könnte  allerdings  noch  auf  einen  anderen  — *  anscheinend 
recht  schlauen  —  Oedanken  kommen:  y,Die  obigen  drei  Oleichungen 
stellen  doch  nur  Methode  in  b  dar.  Nehmen  wir  also  doch  noch 
z.  B.  Methode  nia  hinzu.  Dann  bekommen  wir  zu  den  drei  obigen 
Oleichungen  noch  eine  neue,  bisher  nicht  benutzte  Oleichung; 
nämlich  jßy  «  0  .  Insgesamt  also  3  +  1^4  Oleichungen,  aus  denen 
sich  also  die  vier  Unbekannten  (H^,  Hij  F^,  F2)  ermitteln  lassen 
müßten,  ohne  daß  wir  noch  irgendwelche  unsichere  Annahme 
brauchen." 
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Probieren  wir  es.     Zunächst  also  die  drei  früheren  Gleichungen 
(I)  JJi  +  Fj  =  1835 , 

(II)  Fl  - 12,00  +  3955  =  15623  , 

(III)  F,  .  12,00  =  3955  +  3457  , 
nnd  hinzu  kommt  noch 

(IV)  V^  +  V^^  1100  +  350  +  0  +  140. 
Hieraus  ergibt  sich: 

(I)  ff, +  ^2  =  1835  kg, 

(II)  V,  -  972  kg, 

(III)  F,- 618  kg, 

(IV)  T^i  +  F,  =  1590  kg. 

Also  vier  schöne  Gleichungen,  Aber,  leider,  die  vierte  Gleichung 
ist  keine  neue,  selbständige  Aussage,  sondern  sie  folgt  schon  aus 
den  Gleichungen  (II)  und  (III)  als  etwas  Selbstverständliches.  Dies 
muß  natürlich  auch  so  sein,  denn  die  eigentlichen  Gleichgewichts- 
bedingungen sind  durch  drei  Aussagen  erschöpft.  Man  kann  zwar 
beliebig  viele  Formen  für  die  Aussagen  finden;  inhcUÜioh  bieten 
sie  aber  nichts  IS'eues  und  können  also  auch  nicht  zur  Berechnung 
von  neuen  Unbekannten  benutzt  werden. 

Zusammentassuni^. 

Wenn  ein  starrer  Körper  so  gelagert  ist,  daß  die  Auflager- 
kräfte  mehr  als  drei  Unbekannte  enthalten,  so  reichen  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen nicht  aus,  um  die  Auflagerunbekannten  in 
streng  mathematischer  Weise  zu  ermitteln.  Solche  Konstruktionen 
heißen  ,,stati8eh  unbestimmte^  gelagert.  Ihre  angenäherte  Be- 
rechnung kann  durch  Einführung  einer  plausiblen  Annahme,  z.  B. 
J7i  B-  Hg ,  geschehen.     (Die  genaue  Berechnung  s.  Band  IIL) 

§  19. 
Wiederholungen  nnd  Ergänzungen.   Allgemeines  über  Lagerungen. 

Wir  haben  uns  in  diesem  Vortrage  mit  der  Lagerung  einer 
„starren  Scheibe^^  beschäftigt,  d.  h.  eines  solchen  Körpers,  dessen 
einzelne  Punkte  fest  miteinander  verbunden  sind,  so  daß  keinerlei 
Verschiebung  oder  Drehung  seiner  einzelnen  Teile  gegeneinander 
stattfinden  kann.  Bei  diesen  Untersuchungen  zeigte  es  sich,  daß 
die  Zahl  „Drei^^  eine* bedeutende  Eolle  spielt.     Nämlich: 

1.  Ist  die  Lagerung  so,  daß  weniger  als  drei  Auflager- 
unbekannte auftreten,   so  ist  der  Körper  überhaupt  nicht  aus- 
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reichend  gelagert*  Dieses  wäre  der  Fall,  wenn  z*  B*  der  Balken 
Fig.  36  nur  ein  festes  Lager  hätte  (und  kein  bewegliches)  oder 
zwei  bewegliche  Lager.  Dann  wurde  er  sich,  bei  einer  beliebigen 
Belastung,  einfach  in  Bewegung  setzen  und  gar  nicht  im  Oleich- 
gewicht bleiben.  Mathematisch  kommt  diese  Unmöglichkeit,  den 
Gleichgewichtszustand  zu  erlangen,  dadurch  zum  Ausdruck,  daß 
das  Gleichgewicht  die  Erfüllung  dreieT  Bedingungen  verlangt, 
während  durch  zwei  Unbekannte  auch  immer  nur  zwei  Bedingungen 
(Gleichungen)  befriedigt  werden  können.  (Labile  Lagerang.) 

Ein  Ausnahmefall  ist  der,  daß  der  Körper  z.  B.  zwei  horizontal 
bewegliche  Lager  hat  und  die  Belastung  vertikal  wirkt.  Dann 
wäre  trotz  der  unzureichenden  Lagerung  Gleichgewicht  möglich. 
Sobald  aber  die  Belastung  im  geringsten  schräg  wirkt,  hört  das 
Gleichgewicht  auf.  Für  die  Praxis  ist  also  eine  solche  Lagerung 
auf  jeden  Fall  unbrauchbar. 

2.  Ist  die  Lagerung  so,  daß  gerade  drei  Auflagerunbekannte  auf- 
treten, so  ist  die  Stützung  erstens  ausreichend  und  zweitens  hat  sie 
die  Annehmlichkeit,  daß  die  Auflagerkräfte  sich  durch  Anwendung 
der  GleichgewichtsbediDgungen  sehr  schnell  ermitteln  lassen.  Deshalb 
ist  diese  Lagerung  für  die  Praxis  die  weitaus  wichtigste.  Meistens 
erzielt  man  sie  dadurch,  daß  man  dem  Körper  ein  festes  und  ein 
bewegliches  Lager  gibt.  Man  kann  aber  auch  drei  bewegliche  Lager 
anordnen.  Femer  kann  man  statt  eines  beweglichen  Lagers  einen 
„Auflagerstab^'  einsetzen  und  zwar  so,  daß  dessen  Mittellinie  senk- 
recht zur  Bewegungsrichtung  des  Lagers  ist.  Entsprechend  kann 
man  ein  festes  Lager  durch  zwei  Auflagerstäbe  ersetzen. 

Ein  Ausnahmefall  ist  der,  daß  die  drei  Auflagerkräfte  sich  in 
^/nem  Punkte  schneiden.  Dann  bilden  sie  nämlich  keine  aus 
reichende  Stützung.  Hat  man  z.  B.  drei  Auflagerstäbe,  und  diese 
greifen  sämtlich  in  einem  Punkte  des  Körpers  an,  so  kann  sich 
dieser  ja  einfach  um  den*  Punkt  drehen.  Auch  wenn  die  Kräfte 
2war  nicht  direkt  in  einem  Punkte  angreifen,  wohl  aber  sich  ihre 
Bichtungslinien  in  einem  Punkte  sehneiden  oder  —  was  auf  das- 
selbe  hinauskommt  —  untereinander  parallel  sind,  ist  kein  Gleich- 
gewichtszustand vorhanden.  Man  erkennt  dies  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Schnittpunkt  als  Bezugspunkt  für  die  Momenten^eichungen 
nimmt.  Dann  ergibt  die  Rechnung,  daß  die  Auflagerkräfte  un- 
endlich groß  werden  müßten,  um  den  Körper  Im  Gleichgewichts- 
zustande zu  halten.  Für  die  Prs^zis  ist  dieser  Ausnahmefall  wenig 
von  Bedeutung,  da  man  wohl  kaum  in  die  Versuchung  kommen 
wird,  die  Lager  so  anzuoi^dnen. 
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Eine  Lagerung  mit  3  Unbekannten  heißt  „statisch  bestimmte^^ 
Lagerung. 

8.  Ist  die  Lagerung  so,  daß  mehr  als  drei  Auflagerkräfte  auf- 
treten, so  ist  die  Stützung  (im  allgemeinen)  mehr  als  genügend. 
Sie  hat  aber  u.  a.  den  großen  NachteQ,  daß  sie  sich  nicht  mehr 
durch  die  bloße  Anwendung  der  Oleichgewichtsbedingungen  be- 
rechnen läßt.  Sehr  häufig  vereinfacht  man  dann  die  Rechnung 
durch  Einführung  von  Annahmen  (§  18).  Die  genaueren  Unter- 
suchungen werden  wir  später  durchnehmen.  (,,Stati8eh  unbestimmt  ^0 


4,  Vortrag: 
Die  Auflagerkrfitte  infolge  bewegliclier  Belastung. 

Im  letzten  Vortrage  haben  wir  die  Methoden  kennen  gelernt, 
die  zur  Bestimmung  der  Auflagerkräfte  führen,  wenn  ein  statisch 
bestimmt  gelagerter  Träger  durch  Kräfte  von  beliebiger  Größe  und 
Bichtung  belastet  ist.  Es  war  hierbei  vorausgesetzt,  daß  die  Be- 
lastung eine  ständige,  unbewegliche  war.  Wir  wollen  nun  die 
Untersuchungen  noch  für  den  Fall  erweitern,  daß  das  Lastensystem 
ein  bewegliches  ist. 

Derartige  bewegliche  Belastung  ist  hauptsächlich  maßgebend 
für  die  Berechnung  von  Kran-  und  Brückenträgern.  Sie  ist  in 
diesem  Falle  fast  stets  vertikal  nach  unten  gerichtet,  und  die 
Konstruktion,  auf  die  sie  einwirkt,  hat  dann  —  sofern  es  sich 
überhaupt  um  eine  statisch  bestimmte  Lagerung  handelt  —  ein 
festes  und  ein  im  horizontalen  Sinne  bewegliches  Lager.  Wir 
haben  es  also  mit  dem  bereits  be8X>rochenen  „einfachen  Balken 
mit  vertikalen  Lasten'^  zu  tun  und  müssen  die  Untersuchungen 
des  §  16  nur  noch  insofern  ergänzen,  als  wir  jetzt  auch  beweg- 
liche Belastung  2u  berücksichtigen  haben.  Wir  werden  3  Methoden 
besprechen:  1.  Analytisch;  2.  J. -Polygon  (graphisch);  3.  Einflußlinie. 

§20. 

Analytische  Bestimmung  der  Autlagerkrätte  bei  beweglicher 

Belastung. 

(Für  Kranträger.) 

In  Fig.  46  a  handle  es  sich  um  einen  Kranträger  von 
{ »  6  X  3,0  » 18,0  m  Spannweite.  Die  Belastung  bestehe  nach 
Fig.  46  b  aus  einer  vierachsigen  Laufkatze.  Der  Auflagerdruck  Ä 
soll  nun  ermittelt  werden  für  die  Fälle,  daß  die  Laufkatze,  von 
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links  nach  rechts  fahrend,  mit  dem  linken  Bade  der  Ecihe  nach 
über  den  Knoten  Oj  Ij  2^  3j  4j  5  steht. 

In  Fig.  47  ist  die  Laststellnng  gezeichnet,  bei  der  das  erste 
Bad  über  Knoten  0  steht.  Der  Träger  ist  hierbei  als  einfacher 
Balken  dargestellt,  weil  —  wie  schon   mehrfach  gesagt  —  die 
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Fig.  46. 


innere  Konstruktion  vorläufig  ohne  Belang  ist.     Es  ergibt  sich 
dann  «für  diese  Laststellung: 

A  - 18,00  =  4,0 .  18,00  +  6,0  •  17,00  +  6,0  •  15,00  +  4,0  •  14,00  . 


Hiermit 


320,0 

'^  =  T8,ö-  =  ^^''^^- 


Einfacher  ist  jedoch  folgender  Weg:  Wir  denken  uns  die  gegebenen 
vier  Kräfte  ersetzt  durch  ihre  Ersatzkraft  Ä  —  20  t.    Nun  wissen 
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Fig.  47. 


wir  aus  §  9,  daß  das  statische  Moment  der  Ersatzkraft  gleich  ist 
der  Samme  der  statischen  Momente  der  einzelnen  Kräfte.  Wir 
bekommen  also  auch 

A  '  18,00  =  B '  16,00  , 

B .  16,00      20,0 .  16,00 


Ä  = 


18,00 
-  17,78  t. 


18,00 


Fischer.  Slatik. 
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In  derselben  Weise  sind  dann  die  übrigen  Laststellungen  ge^ 
zeichnet  und  jedesmal  der  betreffende  Auflagerdruck  ausgereebnet. 
Bei  dem  zuletzt  gerechneten  Auflagerdruck  ist  zu  bemerken,  daß 
hierbei  nicht  mehr  die  Ersatzkraft  R  eingeführt  werden  darf,  weil 
jetzt  nur  noch  drei  Achsen  auf  dem  Träger  stehen.  (Übrigens  ist 
dieser  Fall,  daß  einige  Bäder  den  Träger  bereits  verlassen  haben, 
natürlich  nur  dann  möglich,  wenn  es  sich  um  eine  Kranbahn 
handelt)  die  über  das  rechte  Auflager  hinaus  fortgesetzt  ist.) 

Man  ersieht  aus  diesem  Beispiel,  daß  die  Berechnung  der 
Auflagerkräfte  infolge  beweglicher  Belastung  ziemlich  rasch  von- 
statten  geht,  sobald  man  die  gegebene  Lastengruppe  ersetzt  durch 
ihre  Ersatzkraft  B.  Diese  Methode  wird  deshalb  besonders  an- 
gebracht sein  bei  .der  Berechnung  von  Eranträgern.  Ein  Bechen- 
fehler  ist  hier  ziemlich  ausgeschlossen,  wenn  man  bedenkt^  daß 
die,  Ersatzkraft  z.  B.  in  obiger  Aufgabe  jedesmal  3,0  m  nach 
rechts  rückt,  der  Auflagerdruck  also  in  jeder  neuen  Stellung  um 

20  •  S  0 

— T^-^  =  3,33  t  gegenüber  dem  früheren  abnehmen  muß.    In  der 

9 

Tat  beträgt  auch  in  der  ausgerechneten  Tabelle  die  Differenz 
zwischen  zwei  Auflagerkräften  3,33  t.  Bei  Brückenträgern  ist  diese 
Methode  leider  nicht  anwendbar.  Verschiebt  sich  hier  der  Zug 
auf  der  Brücke  aus  einer  Stellung  in  eine  neue,  so  ändert  sich  im 
allgemeinen  auch  die  Anzahl  der  auf  dem  Träger  befindlichen 
Achsen.  Die  Lastengruppe  •  ist  nicht  unveränderlich  wie  beim 
Kranträger,  sondern  es  müßte  jedesmal  eine  neue  Ersatzkraft  be- 
stimmt werden,  wodurch  dann  gerade  die  Eigenart  des  Verfahrens 
verloren  gehen  würde.  .Trotzdem  kann  man  auch  bei  Eisenbahn- 
brücken auf  analytischem  Wege  die  Auflagerdrücke  für  die  ver- 
schiedenen Laststellungen  bestimmen.  Die  betreffende  Methode 
wird  später  entwickelt    (Band  II,  §  32). 


§  21. 
Das  A-Poljgon. 

h  Allgemeine  graphisehe  Dargtellnng  von  Momentensummen* ' 

Bei  der  Berechnung  des  Auflagerdruckes  Ä  kam  es  darauf 
an,  die  Summe  der  statischen  Momente  der  auf  dem  Träger  be- 
findlichen Lasten  in  bezug  auf  Punkt  B  möglichst  schnell  zu  er- 
mitteln. Es  ist  naheliegend,  auch  eine  graphische  Lösung  dieser 
Aufgabe  zu  versuchen: 
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Um  in  Fig.  48  die  Summe  der  statischen  Momente  P^  p^  +  P,  p^ 
+  PtPz  +  ^4  Pi  ^^  berechnen,  worin  p^ ,  p,  >  Ps  >  Pi  ^i^  Lote  vom 
Bezugspunkte  JEf  auf  P^  i  P2  9  Ps  t  P«  bedeuten,  können  wir  folgender- 
mafien  vorgehen:  Wir  reihen  die  Kräfte  zu  einem  Kräftepolygon 
aneinander  und  bestimmen  die  Ersatzkraft  B  nach  Größe  und 
Richtung.  Um  die  Lage  von  R  festzulegen,  ziehen  wir  vom  be- 
liebigen Pole  O  die  Polstrahlen,  parallel  zu  diesen  die  Seilstrahlen 
und  erhalten  im  Schnittpunkte  des  ersten  und  des  letzten  Seil- 
stiahlesden  Punkt  J.,  der  die  Lage  von  £  bestimmt.    Nun  ist, 


Fig.  48. 

wie  in  §  9  bewiesen  wurde,  das  statische  Moment  der  Ersatzkraft 
gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  gegebenen  Kräfte. 
.Also 

Das  Produkt  B  •  r  läßt  sich  aber  noch  einfacher  darstellen.  Ziehen 
wir  nämlich  durch  den  Punkt  E  die  Parallele  zu  B  und  nennen 
das  Stück  BO  auf  dieser  Parallelen,  das  zwischen  dem  ersten  und 
letzten  Seilstrahl  liegt,  y ,  so  erhalten  wir  zwei  ähnliche  Dreiecke; 

'^°*^**  AäBO^AODF, 

da  je  zwei  Seiten  einander  parallel  sind.  In  ähnlichen  Dreiecken 
verhalten  sich  die  Grundlinien  wie  die  Höhen.  Bezeichnet  man 
das  Lot  von  0  auf  DF  mit  fl* ,  so  ist  also 

y:r'^B\B. 
Nun  ist  aber 

(Fig.  48),  folglich 


y:r  =  B:n. 


7* 
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Hieraus  ergibt  sicli: 

H ,  das  Lot  von  0  auf  B ,  nennt  man  die  y,Polweite^%  97P0I- 
distanz^^.  Die  Summe  der  statischen  Momente  der  Kräfte  Pj ,  P,  ^ 
1\^  P4  in  hezug  auf  den  beliebigen  Punkt  E  ist  also  gleich  dem 
VroduM  aus  der  Polweite  H  mal  der  Streclce  y,  die  der  erste  und 
der  letzte  Seilstrahl  auf  der  Linie  abschneiden,  die  durch  E  parallel 
zu  B  gezogen  ist. 

Das  soeben  entwickelte  Verfahren  ist  besonders  dann  sehr 
iibersichtlich,  wenn  die  Summe  der  statischen  Momente  von  par- 
allelen Kräften  zu  bestimmen  ist.  Ist  z.  B.  in  Fig.  49  die  Auf- 
gabe gestellt,  die  Summe 

Pih  +  P^b^+Psb^+P^b^ 

auszurechnen,  so  finden  wir  diese  graphisch,  indem  wir  das  Produkt 
bilden  aus  H^y.  Die  Beihen folge  der  Kräfte  im  Kräftepolygon 
ist  beliebig;  sie  wurde  in  Fig.  49  so  gewählt,  wie  sie  für  das> 
JTolgende  am  bequemsten  ist. 

In  dem  Produkte  H^y  ist  H  im  Längeumaßstab  und  y  im 
IQ*äftcmaßstab,  oder  y  im  Längenmaßstab  und  H  im  Kräftemaßstab 
zu  messen.  Um  dieses  einzusehen,  wollen  wir  die  Zahlen  wert  & 
einsetzen,  die^der  obigen  Figur  zugrunde  gelegt  sind.  Es  war 
hierbei  angenommen: 

Pi  =   2,7  t,     Pg  =   3,0  t,     P3  =  2,0  t,     P4  =  1,3  t; 
b^  =  15,0  m,    62  ==  12,0  m,     b^  =  7,5  m,     64  =  3,7  m. 

Die  Maßstäbe  wurden  gewählt: 

Kräftemaßstab:  1  cm  =  2,0  t, 
Längenmaßstab:  1  cm  =  3,0  m. 

Beim  Kräftepolygon  mußten  also  die  Kräfte  dargestellt  werden  t 

Pj  =  1,35  cm,       Pj  =  1,50  cm,      Pj  «=  1,00  cm,      P^  =  0,65  cm. 

Die  Polweite  H  wurde  in  der  Figur  zu  5,0  cm  genommen^ 

H  =  5,0  cm, 

hierauf  das  Seilpolygon  gezeichnet  und  dann  durch  E  die  Par-^ 

ollele  zu  B  gezogen.    Hierbei  ergab  sich  dann  aus  der  Zeichnung 

die  Strecke 

y  =  3,2  cm. 
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Heesen  wir  nun  H  im  Längenmafistab  und  y  im  Kr&ftemaß* 
Stab,  so  ergibt  sich 

H .  y  =  (5,0  •  3,0)  m  •  (3,2  •  2,0)  t  =  96  m  t. 

Nehmen  wir  y  im  Längenmafistab  und  H  im  Kraftemafistab,  so 
bekommen  wir 

H  •  y  ==  (3,2 . 3,0)  m  •  (5,0  •  2,0)  t  =  96  m  t ; 

also  dasselbe  Besoltat  wie  früher. 

(Man  überzeuge  sich  auch  von  der  Richtigkeit  der  ganzen  Dar* 
Stellung,  indem  man  die  statischen  Momente,  P^  h^  usw.,  einzeln 
ausrechnet  und  dann  addiert.) 


n.  Das  „^-Polygon**.    (Fig.  50,  vgl.  auch  Fig.  49.) 

]N'ach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  zu  dem  unter  dem 
Namen  ffA-Polygon^*  bekannten  Verfahren  zur  Bestimmung  der 
Auflagerkräfte  übergehen.    Auf  der  Brücke  AB  (Fig.  50)  von 

l  =  14,00  m 

Spannweite  sei  ein  Zug,  von  B  kommend,  bis  Punkt  0  vorgefahren. 
Die  Lasten  dieses  Zuges  seien  P^ ,  P, ,  . . . ,  P^ ;  ihre  Abstände  sind 
in  Fig.  50  a  eingeschrieben.  Für  diese  Lastenstellung  wird  der 
Auflagefdruck 

Ä^j  (Pi-  14,0+P, .  12,5+P, .  11,0+P4  •  9,5+P,  •  8,0+P,  •  3,5+P,  •  2,0+P,  •  0,5). 

Diese  Summe  wollen  wir  nun  aber  nicht  ausrechnen,  sondern  sie 
nach  dem  unter  I.  entwickelten  Verfahren  durch  ein  Produkt  H  •  y 
darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  reihen  wir  die  Kräfte  P^  bis  Pg  zu 
einem  Eräftepolygon  aneinander.     Die  Eeihenfolge  ist  beliebig; 
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p 
^  <jp  ^  f^so  ^i^ 


Fig.  60. 
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gie  ist  in  Fig.  506  so  genommen,  daß  wir  nachher  die  übersicht- 
lichste Figur  bekommen.  Den  Pol  O  wählen  wir  so,  daß  JET « I 
wird  und  ziehen  die  Polstrahlen  J,  II,  III,  IV,  F,  VI,  VII,  VIII, 
IX.  Kun  zeichnen  wir  die  Seilstrahlen.  Strahl  I  geht  nach 
Kraft  Pi;  wir  zeichnen  ihn  direkt  zusammenfallend  mit  Polstrahl /• 
Daran  schließt  sich  dann  SeUstrahl  II;  auch  er  fällt  mit  seinem 
Polstrahl  zusammen.  (Die  Polstrahlen  sind  in  Fig.  50  schwach, 
die  Seilstrahlen  kräftig  gezeichnet.)  An  den  Endpunkt  von  II 
kommt  SeOstrahl  III  parallel  zu  Polstrahl  III;  dann  IV  i>arallel 
zu  7F  usw.  bis  zum  letzten  Seilstrahl  IX  parallel  zum  Polstrahl 
IX .  Um  nun  die  Summe  aller  statischen  Momente  der  Kräfte  P| 
bis  Pg  in  bezug  auf  Punkt  B  zu  erhalten,  müssen  wir  durch  B 
die  Parallele  zu  JB,  in  diesem  Falle  also  die  Tertikaie,  ziehen. 
Diese  ist  aber  in  der  Figur  bereits  vorhanden.  Wir  haben  also 
nur  noch  das  Stück  ^q  abzumessen,  das  zwischen  dem  ersten  Seil- 
strahle, J,  und  dem  letzten,  IX,  liegt,  und  erhalten: 

(Pi..l4,0  +  P,.12,5  +  P8-ll,0-f..,-fP,.0,5)-Jr.yo* 

Hieraus  folgt:  .       1    rr 

^  =  y  ff  •  yo  • 

Nun  war  ab^  die  Polweite  H  =  1  gewählt,  wir  erhalten  also 

-A  =  yo  • 

Hierin  ist  yo  in  demselben  Maßstab  zu  messen,  in  dem  die 
Kräfte  Pi  bis  Pg  aufgetragen  sind;  dieser  sei  im  vorliegenden 
Beispiel  1  cm  =  10  t.  Da  sich  nun  aus  Fig.  50  y^  -»  3,6  cm  er- 
gibt, so  haben  wir  bei  der  Laststellung  Fig.  50  a  einen  Auflager- 
druck ji  =  36  t. 

Kun  wollen  wir  Ä  bestimmen  für  die  Laststellung,  bei  der 
die  erste  Kraft,  P^,  am  Punkte  1,  d.  i.  2,0  m  vom  linken  Auf- 
lager, steht.  Dieser  Fall  ist  in  Fig.  50b  dargestellt,  und  zwai 
haben  wir,  um  nicht  jedesmal  die  Lasten  neu  einzuzeichnen,  ein- 
fach den  Balken  um  2,0  m  nach  links  verschoben  gezeichnet.  Die 
Laststellung  ist  dann  so,  wie  sie  verlangt  ist,  nämlich  P^  steht 
2,0  m  vom  linken  Auflager.  Dabei  haben  wir  aber  bei  dieser 
Darstellung  folgende  Vorteile: 

1.  Wir  benutzen  dasselbe  Kräftepolygon,  indem  wir  einfach 
die  Last  Pg  fortlassen,  da  diese  jetzt  nicht  mehr  auf  dem  Balken 
vorhanden  ist; 

2.  wir  benutzen  dieselben  Polstrahlen  I  bis  VIII,  natürlicu 
unter  Fortlassung  von  Polstrahl  IX ; 
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3.  wir  benutzen  dieselben  Seilstrahlen  I  bis  VIII )  denn  Strahl  I 
geht  auch  jetzt  nach  der  ersten  Kraft,  Strahl  II  liegt  zwischen 
Pj  und  Pg ,  usw.  bis  zum  letzten  Strahl  VIII. 

Um  nun  für  diese  Laststellung  A  auszurechnen,  bilden  wir  die 
Summe  der  statischen  Momente  in  bezug  auf  Punkt  B  in  Fig.  50  b 
und  erhalten: 

^1  =  y  (A  •  12,0  +  P, .  10,5  +  P,  •  9,0  +  P4  .  7,5  + . . .  +  P, .  0) . 

Die  Summe  der  statischen  Momente  finden  wir  wieder  graphisch^ 
indem  wir  durch  B  die  Parallele  zu  R  ziehen  und  das  Stück  y^ 
abmessen,  das  von  dem  ersten  Strahle,  Z,  und  dem  letzten  Strahle, 
VIII  j  abgeschnitten  ist.     Dann  ist 

^  =  y.ff.yi  =  yi  [da  £r  =  Z  i3t]. 

Da  wir  im  allgemeinen  Fig.  50b  nicht  besonders  aufzeichnen 
werden,  so  verfahren  wir  am  einfachsten  so :  Wir  tragen  die  2,0  m 
in  Fig.  50 e  von  rechts  aus  ab,  loten  in  die  Höhe  und  messen: 

In  Fig.  50  c  ist  noch  der  Fall  dargestellt,  daß  die  erste  Last 
an  der  Stelle  2,  d.  i.  4,0  m  vom  linken  Auflager,  steht.  Wir  be- 
nutzen {wieder  dasselbe  Kräfte-  und  Seilpolygon,  wobei  wir  uns 
nur  die  Lasten  Pg ,  P7 ,  Pe  fortdenken.  Der  erste  Seilstrahl  ist  I 
und  der  letzte  Seilstrahl  ist  VI.  Die  Summe  der  statischen  Mo- 
mente finden  wir  aus  ü  •  ^2 ,  indem  wir  durch  B  die  Parallele  zu 
12  ziehen  und  das  Stück  y^  abmessen,  das  zwischen  dem  ersten 
und  letzten  Seilstrahl  liegt.  Einfacher  ist  es  jedoch,  die  4,0  m 
wieder  von  rechts  aus  abzutragen  und  dann  in  die  Höhe  zu  loten. 
Wir  erhalten  demnach 

Um  also  für  alle  möglichen  Laststellungen  den  Auflagerdruck 
zu  ermitteln,  zeichnen  wir  zunächst  das  Seilpolygon  I  bis  IX  für 
Vollbelastung.  Soll  dann  A  für  eine  Laststellung  bestimmt  werden, 
bei  der  die  erste  Last  P^  bis  zu  einem  Punkte  0  vorgerückt  ist, 
der  c  m  vom  linken  Auflager  entfernt  ist,  so  tragen  wir  diese  0  m 
von  rechts  aus  ab,  loten  In  die  Höhe  und  erhalten 

Nun  wollen  wir  noch  den  letzten  Schritt  tun,  um  die  Form 
zu  erhalten,   in  der  das  ^-Polygon  endgültig  angewendet  wird. 
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Wir  denken  nns  nämlich  Fig.  50  e  nm  die  verUkale  Achse  gedrehti 
so  dafi  äe  die  in  Fig.  50f  geieichnete  Lage  annimmt.  Fig«  50f 
ist  also  das  Spi^elbfld  von  Fig.  50e.  Die  Strecke  y«  kommt  dann 
ömkt  unter  Punkt  Oj  die  Strecke  yi  nnter  Punkt  i,  die  Strecke  y« 
unter  Punkt  e  zu  li^en;  d.  h.  unter  jedem  Punkte  ist  bereits 
dotjenige  Auflagerdruck  Ä  aufgeieichnet,  der  dann  entsteht»  wenn 
der  Zug  von  B  bis  zu  diesem  Punkte  Yoirflckt.  Sicheiiich  ist 
dieses  die  bequemste  Methode,  um  für  alle  möglichen  Laststellungen 
die  Auflagerdrücke  zu  bestimmen.  Wir  werden  hierbei  die  Fig.  50b 
bis  50  e  (die  nur  zur  Ableitung  des  Verfahrens  gedient  haben)  gar 
nicht  aufzeichnen,  sondern  direkt  so  vorgehen :  Wtr  «ra^ei»  von  dem 
beireffenden  Latienzuge  so  viel  Laeten  (P|  bie  Pg),  irt>  an/  dem  Trdger 
Plata  liabenj  an/  der  Yertikalen  durek  A  oft,  nfAin^ii  den  Pol  O 
TeriihaH  unter  B  und  ziehen  die  PoUtraklen,  D^nn  trugen  wir  die 
Entfernung  der  ereien  Laet  van  der  zweiten  ^  der  zweiten  von  der 
dritten^  usw.  von  rechte  twch  Unke  ab  und  ziehen  daa  Seilpdlggon^ 
das  in  diesem  besonderen  Fdüe  den  Namen  ^-PMygroH  führt  Ist 
dann  der  Zug  von  B  bis  zu  einem  PunlOe  vorgerückt  j  so  ergibt  die 
unter  diesem  Punkte  gemessene  Ordinate  y  den  Auflagerdruck  A  • 

§21a. 
Beispiel  zn  §  21. 

Bei  dem  in  Fig.  51  dargestellten  Kranträger  sind  für  die  ver- 
schiedenen  Stellungen  der  Laufkatze  die  Auflagerdrücke  A  und  B 
graphisch  mittels  A-Polygon  zu  ermitteln! 

Die  Spannweite  ist  I  =«  12,00  m.  Die  Laufkatze  ist  aus  Fig.  51 
zu  entnehmen.  (Sie  wurde  absichtlich  so  anormal  gewählt,  um 
das  Prinzip  zu  erklären.) 

Wir  verfahren  nach  der  soeben  entwickelten  Begel.  um  A 
zu  bestimmen,  tragen  wir  zunächst  die  Lasten  auf  der  durch  den 
Auflagerpunkt  A  gezogenen  Vertikalen  auf,  und  zwar  so,  daß  die 
erste  (von  A  aus  gerechnet)  Last  zu  unterst  kommt.  Dann  nehmen 
wir  auf  der  durch  den  Auflagerpunkt  B  gezogenen  Vertikalen  den 
Pol  an  {B)  und  ziehen  von  diesem  die  Polstrahlen  I^  11^  III  ^  JF, 
und  zwar  so,  daß  der  erste  Polstrabi  horizontal  ist.  Hierauf  tragen 
wir  von  B  aus  die  Lastenabstände  noch  einmal  auf  (wir  kehren 
gewissermaßen  die  Belastung  um)  und  zeichnen  von  B  aus  die 
Seilstrahlen  Ij  IIj  III ^  IV  parallel  den  vorhin  gezeichneten  Pol- 
strahlen. (Die  Seilstrahlen  sind  in  Fig.  51  stärker  ausgezogen.) 
Steht  dann  an  irgendeiner  Stelle  die  Belastung  (Fig.  51),  so  loten 
wir  die  erste  Last  (von  A  aus  gerechnet)  hinunter  und  finden  den 
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gesamten  Auflagerdruck  Ä^  der  bei  dieser  Lastenstellung  entsteht, 
dargestellt  durch  die  Ordinate  y^. 

Um  nun  für  dieselbe  Laststellung  B  zu  ermitteln,  müssen  wir 
in  entsprechender  Weise  das  J5-Polygon  zeichnen,  Fig.  51.  Bei 
der  Berechnung  von  B  kommt  die  Fahrtrichtung  von  Ä  nach  B 
in  Betracht;  es  ist  also  D  der  Punkt,  an  dem  die  vorderste  Last 
steht,  und  wir  erhalten  demnach  B^yjy.    ]N'atürlich  ist 

^  +  J5  =  3  +  5  +  4«12t. 


Fig.  51. 

Man  sieht  jedoch  ein,  daß  doa  Aufzeichnen  des  jB-Polygons 
stets  entbehrt  werden  kann.  Zunächst  ist  in  den  meisten  Fällen 
die  Belastung  symmetrisch.  Hierbei  ermitteln  wir  dann  A  mittels 
J. -Polygon  in  gewöhnlicher  Weise  {A  =  yc) ,  und  B  finden  wir, 
indem  wir  x  von  links  aus  auftragen  und  y^  messen.  Denn  bei 
symmetrisch  angeordneter  Belastung  ist  das  JS-Polygon  das  Spiegel- 
bild des  ji-Polygons,  so  daß  yD  =  y'  ist.  Aber  auch  wenn  die 
Belastung  unsymmetrisch  ist,  wie  oben  angenommen,  brauchen 
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T?ir  nur  A  zu  bestimmen  und  bekommen  B  aus  der  Bedingung, 
daB  ^  +  £  gleich  der  Summe  sämtlicher  Lasten  ist. 


§22. 
Die  EinDuBIinie  für  den  Auflagerdruek  ( J-Linie). 

L  Direkte  Belastung^ 

Wir  wollen  uns  in  Fig.  52  die  Aufgabe  stellen:  Eine  Last 
P  =  l,Ot  kann  sich  auf  dem  Balken  AB  hin  und  her  bewegen. 
Für  alle  möglichen  Laststellungen  ist  der  Auflagerdruck  A  zu  er- 


Fig.  52. 

mittein.    Analytisch  ist  die  Aufgabe  leicht  lösbar.    Ist  P  z.  B.  in 
der  Entfernung  \  vom  rechten  Auflager  (Laststellung  7),  so  ist 

P-fti       1,0 '»t 

Bückt  P  in  die  Entfernung  \  (Laststellung  IT),  so  ist 

P-ftg       1,0 -ft. 


JL  = 


usw. 


Um  nun  die  verschiedenen  Werte,  die  der  Auflagerdruek  bei  den 
verschiedenen  Stellungen  von  P  hat,  am  anschaulichsten  zu  be- 
stimmen, wollen  wir  A  graphisch  durch  eine  Strecke  darstellen 
und  diese  jedesmal  unter  der  betreffenden  Laststellung  von  einer 
Nullachse  A'B'  aus  auftragen.  Dieses  ist  dasselbe  Verfahren,  das 
im  Maschinenbau  bei  Dampf maschinendiagrammen  usw.  SQhoa 
lange  üblich  ist.  Ebenso  wie  hier  zu  jeder  Eolbenstellung  der 
Dampfdruck  im  Zylinder  aufgetragen  wird,  stellen  wir  in  Fig.  52 
zu  jeder  Laststellung  den  betreffenden  Auflagerdruck  dar.    Aller- 
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ding3  besteht  der  Untiijchied,  daß  beim  Diagramm  der  Dampf- 
druck durch  den  Indikator  selbsttätig  durch  eine  Strecke  dargestellt 
wird,  während  jetzt  der  Auflagerdruck  erst  ausgerechnet  und  dann 
in  einem  bestimmten  Maßstabe  unter  der  Last  aufgetragen  wer- 
den muß. 

Diese  Arbeit  ist  aber  sehr  einfach.  Um  z.  B.  den  bei  Last- 
stellung I  auftretenden  Auflagerdruck  A  =  — =— ^  ==    '    '  ^  durch 

eine  Strecke  darzustellen,  machen  wir  in  Fig.  52  die  Strecke 
A'B'^l^  tragen  A'O'^^lfit  in  einem  beliebigen  Maßstabe  auf 
und  ziehen  C'B\  Nun  tragen  wir  von  B'  aus  die  Strecke  }>^=B'D 
auf,  ziehen  die  Parallele  zu  A'O^  und  erhalten 

Yi^:lfi=^B'D:B'A'^\il) 

hieraus  ^  a   i. 

1,0.^ 

Vi-      j       . 

Die  Strecke  ri^  stellt  also  in  dem  betreffenden  Maßstab  den 
bei  Laststellung  I  entstehenden  Auflagerdruck  A  dar.  Wir  haben 
demnach  durch  Aufzeichnen  des  Dreiecks  A'B'O'  unser  Ziel  er- 
reicht: den  bei  Laststellung  I  entstehenden  Auflagerdruck  durch 
eine  Strecke  dargestellt  und  diese  unter  der  betreffenden  Last- 
stellung von  einer  2fullinie  aus  aufgetragen. 

Um  nun  dasselbe  mit  Laststellung  II  zu  machen,  haben  wir 
nur  nötig,  diese  neue  Stellung  hinunterzuloten.  Dann  wird  B'B^h^ ; 

1,0  •  6. 

d.  h.  die  Strecke  i;,  stellt  graphisch  den  Auflagerdruck  A  dar, 
der  bei  Laststellung  II  auftritt.  Die  Linie  C'B'  hat  die  Eigen- 
schaft: Wenn  irgendwo  auf  dem  Träger  eine  Last  von  1,0  t  steht, 
80  brauche  ich  die  Laststellung  nur  hinunterzuloten  und  das  be* 
treffende  97  abzumessen.  Dieses  gibt  dann  den  bei  dieser  Last- 
stellung entstehenden  Auflagerdruck  A  an. 

Ist  nun  z.  B.  in  Stellung  I  P  nicht  gleich  1,0  t,  sondern 
z.  B.  7,0  t,  dann  wäre  einfach 

JL  =  7,0.»7i; 

und  steht  ferner  gleichzeitig  in  II  eine  Last  von  12,0  t,  dann 
entsteht  infolge  dieser  beiden  Lasten 

^  =  7,0  •  »7i  + 12,0 .  ^,  . 
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Stehen  «ügemein  auf  dem  Tri^er  die  Lasten  P|,  P, ,  P,  usw., 
und  sind  die  nnter  diesen  Lasten  gonessenen  Strecken  gleicli  tj^ » 
f}2 ,  17,  usw.,  so  ist 

^  =  Pi-  lyi  -f  Pf  •  %  -f  Pj  •  «h  ^^• 

Der  MaftBtah  für  die  17  ist  dadurch  bestimmt,  daß  die  Strecke 
A'C'=^lfi  t  ist.  Die  T^tikalen  Linien  ,«i^*'  nennen  wir  die 
„OHünatoi«';  Linie  B'C  heißt  die  ^KinllnMinie  tir  den  AnOagcr- 
dnMk  A*^  oder  knn  ^-Linie^;  die  Fl&che  A'C'B'  die  »»Binlhil- 
BiAe^.  Der  Name  „Einflaßlinie''  ist  deshalb  berechtigt«,  weil  die 
Ordinaten  dieser  Linie  nnter  jeder  Laststellung  den  Einfluß  an- 
geben,  den  die  betreffende  Last  auf  den  Auflagerdruck  hat. 

Um  also  mittels  Einflußlinie  den  Auflagerdruck  A  infolge 
öner  wandernden  Belastung  P  su  bestimmen,  werden  wir  nach 
folgender  Begel  verfahren: 

Wir  zeichnen  eine  NuUachse  A'B%  tragen  auf  der  Vertikalen 
durch  A  eine  Strecke  ^'C'=l,Ot  auf  und  ziehen  die  „Einfluß- 
linie"  C'B\  Steht  dann  an  irgendeiner  Stelle  auf  dem  Balken 
eine  Last  P ,  so  erhalten  wir  den  Auflagerdruck  A ,  indem  wir  P 
multiplizieren  mit  der  darunter  liegenden  Ordinate  17  der  Einfluß- 
linie (JL  =  P  •  17) .  Sind  mehrere  Lasten  P| ,  Pj  usw.  vorhanden, 
so  muß  jede  mit  der  betreffenden  darunter  liegenden  Ordinate 
multipliziert  werden,  und  dann  müssen  diese  Produkte  addiert 
werden: 


•  • 


n.  Indirekte  Belastuofr* 

Bisher  haben  wir  den  Fall  vorausgesetzt,  der  bei  Kranträgern, 
kleineren  Brücken  usw.  fast  immer  vorliegt,  nämlich,  daß  dio 
Belastung  sich  direkt  auf  dem  Träger  befindet.  Fig.  53  stellt 
nun  den  anderen  Fall  dar.  Hier  wirkt  die  Belastung  zunächst 
auf  die  Längs-  oder  Zwischenträger  L.  Von  diesen  gehen  die 
Drücke  auf  die  Pfosten  Pj ,  P^ ,  F^  usw.,  und  letztere  übertragen 
dann  die  Kräfte  auf  den  Hauptträger.  ]N'un  wollen  wir  annehmen, 
in  der  Stellung  I  befinde  sich  eine  Last  P  — 1,0 1 .  Würde  diese 
Last  in  derselben  Lage  direkt  auf  den  Träger  einwirken  (wie  unten 
punktiert  eingezeichnet),  so  finden  wir  A  am  einfachsten,  wenn 
wir  die  Einflußfläche  A'O'B'  aufzeichnen,  indem  wir  A'C'^lfit 
machen.  Dann  gibt  die  Ordinate  DE  in  dem  betreffenden  Maß- 
stäbe den  Auflagerdruck  A.  Bei  der  vorliegenden,  indirekten 
Kraftübertragung  wirkt  aber  die  Last  P  zunächst  auf  den  Längs- 


—    110    — 


träger  L .  Die  Auflagerdrücke  dieses  Längsträgers  sind  links,  bei  O , 

Ersterer  geht  direkt 


gleich  —5-  und  rechts,  bei  F  ^  gleich 


auf  das  Widerlager  und  kommt  also  bei  Berechnung  von  A  nicht 
in  Betracht;  letzterer  wird  durch  den  Pfosten  F^  auf  den  Haupt- 
träger übertragen.  Da  wir  zunächst  P  =  l,Ot  genommen  habeoi 
so  ist  die  Kraft,  die  der  Pfosten  F^  auf  den  Hauptträger  ausübt, 
1,0. ft 


gleich 


; 


.  Wir  haben  demnach  folgendes:  Wenn  an  der  Stelle! 


die  Last  Pt=l,Ot  steht,  so  ist  der  Auflagerdruck  A  des  Haupt- 
trägers  so  zu  berechnen,  als  ob  an  der  Stelle  F^  die  direkt  wir- 


G'.    A\  'JD 


Fig.  63. 


1,0.  & 


kend^  Last  -^-j —  stehen  würde  (wie  in  der  Figur  eingezeichnet). 

Wir  finden  also  A ,  indem  wir  diese  Last  multiplizieren  mit  der 
darunter  liegenden  Ordinate  der  Einflußfläche  und  erhalten 


-m 


'Vi 


^'Vi 


Es  wäre  nun  aber  viel  zu  umständlich,  wenn  wir  den  obigen 
Ausdruck  A   etwa  so   bestimmen  wollten,  daß   wir  %  aus  der 

Einflußlinie  abmessen  und  dann  mit  -7-  multiplizieren.    Wir  müssen 

ihn  ebenfalls  graphisch  darstellen.  Da  diese  Aufgabe  bei  den  ver- 
schiedensten Einflußlinien  sehr  oft  vorkommen  wird,  wollen  wir 
ein  für  allemal  folgende,  aas  der  Geometrie  bekannte  Regel  merken: 
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Um  einen  Ausdruck  von  der  Form 


x-y 


graphisch  auszurechnen. 


zeichnen  wir  ein  Dreieck,  dessen  Höhe  gleich  dem  ]N'enner  z  und 
dessen  Grundlinie  gleich  dem  einen  Zähler  x  ist  (Fig.  54  a  oder  54  b). 
Ziehen  wir  dann  im  Abstände  y  von  der  Spitze  die  Parallele  zur 
Grundlinie,  so  ist 

u:x  '^yiz  ; 
also 

X'V 

tt  =  — -. 


Ob  das  Dreieck  rechtwinklig  oder  schiefwinklig  ist,  ist  gleich- 
gültig; wir  haben  nur  u  abzumessen  und  bekommen  dadurch  den 

X  •  y 
Wert  des  Bruches  — —. 

z 

]N'un  wenden  wir  diese  Eegel 
auf  die  Berechnung  des  Auflager- 
druckes A  =  — Y^  an.  Die  Strecke  »^i 

als  Grundlinie  des  Hilfsdreiecks  ist  in 

der  Figur  bereits  vorhanden  (Fig.  53) ; 

die  Höhe  X  finden  wir  durch  Hin- 

unterloten  des  Punktes  0 .  Verbinden 

wir  dann  ö'  mit  F'  und  loten  die  Kraft  P  hinunter,  so  ist  Ö'D  =  fc, 

demnach 


Fig.  64. 


Wenn  also  in  dem  Felde  OF  irgendwo  eine  Last  von  1,0  t  steht, 
80  gibt  die  unter  dieser  Last  gemessene  Ordinate  der  Linie  O'F' 
den  Auflagerdruck  A  an. 

Steht  nun  die  Last  von  P  =  1,0  t  in  einem  der  mittleren 
Felder,  z.  B.  in  Stellung  II ,  so  wird  P  durch  Vermittlung  des 
Lfingsträgers  wieder  auf  die  beiden  zugehörigen  Pfosten  übertragen, 
und  diese  wirken  dann  als  direkte  Belastung  auf  den  Hauptträger. 


Es  entsteht  also  infolge  dieser  beiden  Lasten,    F^  = 


J^»- 


1,0  >d 


1,0-0 


uujd 


der  Auflagerdruck 


c  d 
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Der  erste  Ausdruck  ist  nun  dargestellt  durch  die  Strecke  v]%  denn 
es  ist 

also 

Der  zweite  Ausdruck  ist  entsprechend  dargestellt  durch  if\  Die 
Summe  beider  Ausdrücke,  d.  i.  die  Strecke  tj  f  ergibt  den  Auflager- 
dmck  Ä  •  ]N'un  sieht  man,  daß  die  punktierte  Linie,  die  rj'  und  t]'^ 
trennt,  nur  eine  Hilfslinie  ist;  um  tj  =  A  zn  finden,  haben  wir 
nur  nötig,  die  Endpunkte  von  i]^  und  ?/s  durch  eine  Gerade  zu 
verbinden.  Diese  braucht  jedoch  auch  nicht  besonders  gezeichnet 
zu  werden,  da  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  an  dieser 
Stelle  die  Endpunkte  von  tj^  und  rj^  bereits  verbindet. 

In  dem  letzten  Felde  rechts  gelten  wieder  dieselben  Betrach- 
tungen wie  im  ersten  Felde  links.  Wir  verbinden  die  Punkte  H' 
und  JI'  und  erhalten  bei  jeder  Stellung,  die  die  Last  P  =  1,0  t 
im  letzten  Felde  einnimmt,  den  zugehörigen  Auflagerdruck  A, 
indem  wir  die  unter  der  betreffenden  Laststellung  befindliche 
Ordinate  der  Linie  H^K^  abmessen.  (Man  führe  die  Ableitung 
selbständig  durch!) 

Die  Linie  O'F'H'K'  hat  also  folgende  Eigenschaft:  Steht  an 
einer  beliebigen  Stelle  eine  indirekt  wirkende  Last  P,  und  messen 
wir  die  unter  der  Last  liegende  Ordinate  17 ,  so  ist  der  Auflager- 
druck 

^  =  P  •  7; . 

Wir  nennen  sie  deshalb  die  Einfliißlinie  für  den  Äuflagerdruck 
bei  indirekter  Belastung  oder  ^,A-Linie^^  für  indirekte  Behuiung. 
Um  diese  Einflußlinie  für  indirekte  Belastung  zu  zeichnen,  haben 
wir  folgende  Methode  abgeleitet: 

Zunächst  zeichnen  wir  die  Einflußlinie  so,  als  ob  die  Belastung 
direkt  auf  den  Träger  wirke.  (Dreieck  A'G'B']  A'0'=1,0  t.) 
Dann  suchen  wir  uns  diejenigen  Punkte  auf,  in  denen  die  Be- 
lastung von  den  Hüfsträgern  L  auf  den  Hauptträger  JLjB,  bzw. 
auf  die  Widerlager,  übergeht  (diese  Punkte  0 ,  F  usw.  wollen  wir 
„Belastungspunkte^^  nennen).  Hierauf  bestimmen  wir  durch  Hinunter- 
loten diejenigen  Ordlnaten  der  für  direkte  Belastung  gezeichneten 
Einflußlinie,  die  unter  den  Belastungspunkten  liegen.  Und  schließ- 
lich verbinden  wir  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  durch  gerado 
Linien.    Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  Einflußlinie  für  indirekte 
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Bdastong.  (unter  dem  äußersten  linken  und  äußersten  rechten 
Bdastungspunkt  gibt  es  allerdings  eigentlich  keine  Einflußlinie 
mehr  für  direkte  Belafitung,  da  diese  Einflußlinie  sich  nur  zwischen 
C  und  B^  erstreckt.  Man  kann  aber  auch  sagen:  Hier  hat  die 
Einflußlinie  die  Ordinaten  Null.  Die  Endpunkte  0'  und  K'  dieser 
Ordinaten  liegen  also  auf  der  Nullachse  und  werden  einfach  mit 
den  Endpunkten F' . .  »H'  der  anderen  unter  den  Belastungspunkten 
liegenden  Ordinaten  verbunden.) 


§22a. 
Beispiele  zu  §  23. 

Erste  Aufi^abe. 

Der  Aujlagerdruck  A  in  Fig.  55a  ist  mittels  Einflußlinie  zu 
bestimmen!    (Direkte  Belastung.) 

Wir  wollen  zunächst  den  einfachen  Fall  voraussetzen,  daß 
wir  einen  Träger  haben,  auf  den  die  Lasten  direkt j  also  ohno 
Vermittlung  einer  Z wischen konstruktion,  einwirken.  In  Fig.  55  a 
8telle  AB  eine  eingleisige  Eisenbahnbrücke  von  14,00m  Spann- 
weite dar.  Die  Anordnung  möge  so  sein,  daß  die  beiden  Haupt- 
träger  in  Spurweite  voneinander  entfernt  liegen  und  daß  die 
Schienen  dann  direkt  auf  dem  Träger  mittels  Klemmplatten  usw. 
befestigt  sind.  In  diesem  —  natürlich  nur  in  Nebengleisen  zu- 
lässigen —  Falle  wirken  dann  die  Eaddrücke  direkt  auf  den  Träger 
ein.     Die  Belastung  sei  folgende: 

Die  Lasten  P^  ...  P^  (d.  i.  die  Lokomotive)  seien  je  8,60  t. 
Die  Lasten  P^ ,  P,  und  Pg  (d.  i.  der  Tender)  je  6,50  t.  Zwischen 
den  Lasten  P^  bis  P5  ist  je  ein  Abstand  von  1,50  m;  dann  folgen 
4,50  m  Abstand,  dann  zweimal  wieder  je  1,50  m  Abstand.  Von 
der  letzten  Last  bis  zum  Auflager  B  bleiben  also  0,50  m  übrig. 

Um  nun  für  die  verschiedenen  Zugstellungen  den  Auflager- 
druck A  mittels  Einflußlinie  zu  bestimmen,  zeichne  ich  zunächst 
il'B'=»  14,00  m  (1  m  =  0,5  cm),  trage  JL'(7'«=  1,0  t  auf,  wobei  als 
Kräftemaßstab  1 1  =  2,0  cm  gewählt  wurde,  und  verbinde  C  mit  B'» 
Dann  wissen  wir,  daß  der  Auflagerdruck  A  infolge  einer  an  be- 
liebiger Stelle  stehenden  Last  P  dargestellt  ist  durch 

worin  17  die  unter  der  Last  liegende  Ordinate  der  Einflußlinie  O'B'  ist. 

Fischer,  Stati>c.  t 
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Um  also  für  den  in  Fig.  55a  dargestellten  Belastungszustand, 
b3i  dem  die  erste  Lokomotive  mit  ihrem  Tender  auf  der  Brücke 
steht,  den  Auflagerdruck  Ä  zu  finden,  messen  wir  die  unter  den 
einzelnen  Lasten  liegenden  Ordinaten,  bilden  von  jeder  Last  das 
Produkt  Last  X  Ordinate  und  erhalten  Ä  dargestellt  durch  die 
Summe  dieser  Produkte: 

^  =  A  •  »71  +  ^2  •  »7.  +  P,  • »?,  4-  P4  •  '/4  +  P,  •  175  +  P,  •  »?.  +  P7  •  »/t  +  P,  •  »/a  . 

Der  Maßstab  für  die  tj  ist  dadurch  bestimmt,  daß  wir  A'C  =  1,0 1 
durch  2j0  cm  dargestellt  haben.  Greifen  wir  nun  die  97  aus  Fig.  55b 
ab,  so  erhalten  wir: 

+  6,5.if+C,5.»|»+6,6.2^. 

]N'un  sieht  man  aber,  daß  sich  im  Yorliegenden  Falle  die 
BechnuDg  ganz  erheblich  vereinfachen  läßt.  Zunächst  können  wir 
den  ]N'enner  2  vor  die  Klammer  ziehen.  Ferner  sind  die  ersten 
fünf  Lasten  einander  gleich  und  ebenso  die  letzten  drei  Lasten. 
Wir  können  also  den  Ausdruck  für  A  schreiben: 

^  =  i  [8,5(>7i  +  V2  +  m  +  V4  +  Vi)  +  6,5(^6  +  Vi  +  Vs)]  1 

und  nun  gehen  wir  so  vor,  daß  wir  die  rj  nicht  einzeln  abmessen, 
sondern  zunächst  die  in  der  ersten  runden  Klammer  stehende 
Summe  ^1  +  •  •  •  +  ^5  mittels  Stechzirkel  oder  auf  einem  Papier- 
streifen zusammenzählen  und  dann  die  in  der  zweiten  runden 
Bllammer  stehende  Summe  Vs  +  Vi+Vs*  ^^  dieser  Weise  ergibt 
sich  aus  der  Figur: 

»7i  +  • . .  +  ^5  =  7,85  cm, 
^8  +  ^7  +  ^8  =  0|85  cm. 


Hiermit  also 


A  -  i  [8,5 .  7,85  +  6,5  •  0,85] 
«  36,1  t. 


Um  nun  den  Auflagerdruck,  J.^,  für  die  Zugstellung  zu  be- 
rechnen, bei  der  die  erste  Last,  P^,  am  Punkte  1,  d.  i.  2,0  m 
vor  dem  linken  Auflager  steht,  müßten  wir  zunächst  diese  Last- 
stellung in  Fig.  55  a  einzeichnen,  durch  Hinunterloten  der  Lasten 
die  betreffenden  t]  bestimmen  und  dann  wieder  die  entsprechende 
Summe  bilden.  Um  die  Figur  aber  möglichst  klar  zu  halten,  ist 
hier  folgender  Weg  eingeschlagen: 


—    115    — 

Auf  einem  Stück  Pauspapier,  dessen  Umrisse  in  Fig.  55  c  durch 
punktierte  Linien  angedeutet  sind,  ist  zunächst  die  horizontale 
Linie  ah  gezogen,  und  senkrecht  dazu  sind  in  den  Abst&nden  der 
dnzehien  Achsen  die  mit  (P^) ,  (P,) ,  •  •  >  i  (Pg)  bezeichneten  Linien 
eingeteagen.  In  Fig.  55  c  bedeuten  also  die  ersten  fünf  Linien  die 
Lokomotive,  die  drei  folgenden  den  Tender.  Wenn  die  Brücke 
langer  wäre,  müßte  man  natürlich  den  Zug  noch  weiter  dazu 
zeichnen;  überhaupt  muß  auf  diesem  Pauspapier  das  Zugschema 
für  die  Anzahl  von  Achsen  dargestellt  sein,  die  bei  Vollbelastung 
auf  der  Brücke  Platz  haben. 


LtLß 


rpj 

p!' 

fW 

f'V 

rw 

fH/ 

P?>Öy 

CL 

h 

^*.so^ 

*f^t 

>■«<&• 

K-Z-ÄM 

*•                 V,J»     1 

t  *SO  4 

».<J»  -1 

Fig.  55. 


Wenn  wir  jetzt  A^  berechnen  wollen,  so  brauchen  wir  nicht 
den  Lastenzug  in  seiner  neuen  Stellung  —  Last  P^  über  1  —  ein- 
zuzeichnen; wir  legen  einfach  Fig.  55  c  so  auf  Fig.  55  b,  daß  die 
Linie  ab  zusammenfällt  mit  A'B\  und  daß  Punkt  a  auf  a^  zu 
liegen  kommt.  (Um  dieses  ausführen  zu  können,  haben  wir  ja 
vorhin  Fig.  55  c  auf  ein  besonderes  Stück  Pauspapier  gezeichnet.) 
Zunächst  sieht  man  dann,  daß  bei  dieser  Laststellung  sieben  Achsen 
auf  der  Brücke  stehen.  Die  Ordinate  unter  der  ersten  Last  ist  rf. 
Diese  braucht  jetzt  aber  nicht  mehr  in  Fig,  66h  eingezeichnet  zu 
werden^  sondern  kann  mit  Hilfe  der  Linie  (P^)  auf  dem  Pauspapier 
direkt  abgemessen  werden.  In  derselben  Weise  ergeben  sich  die  zu 
den  Kräften  P,  . . .  P7  gehörigen  Ordinaten  der  Einflußlinio  0'B\ 

8* 
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Bilden  wir  dann  wieder  (mittels  Stechzirkel)  die  Summe  aller 
Ordinaten,  die  zu  gleichen  Lasten  gehören ,  so  erhalten  wir  die 
Summe  der  zu  den  Lokomotivrädern  gehörigen  Ordinaten  zu  6,45  cm 
und  die  den  Tenderrädern  entsprechende  Summe  zu  0,20  cm.  (Man 
führe  diese  Summierung  selbständig  durch!)    Hiermit  wird 

A^  =  1(8,5 . 6,45  +  6,5  -  0,20)  (Es  war  1  cm  «  V2 1) 

«=  28,1  t. 

Wir  wollen  noch  den  Auflagerdruck,  A^ ,  für  den  Fall  be- 
rechnen, daß  der  Zug  mit  der  ersten  Achse  am  Punkt  2 ,  d.  i.  4,0  m 
Tor  dem  linken  Auflager,  steht.  Wir  legen  dann  das  Zugschema 
Fig.  55  c  so  auf  die  Einflußlinie  Fig.  55  b,  daß  (Pj)  4,0  m  von  A' 
entfernt  ist,  daß  also  Punkt  a  mit  a'^  zusammenfällt.  Dann  sieht 
man,  daß  bei  dieser  Stellung  nur  die  fünf  Lokomotivräder  auf  dem 
Träger  stehen.     Der  Auflagerdruck  ergibt  sich  hierbei 

^  =1-8,5.5,0 
-=  21,25  t, 

worin  die  Zahl  5,0  die  Summe  der  fünf  Ordinaten  bedeutet. 

In  entsprechender  Weise  führe  man  die  Berechnung  durch 
für  die  Fälle,  daß  die  erste  Achse  bei  den  Punkten  3,4,6  und  6 
steht! 

An  dieser  Stelle  sei  auf  den  Unterschied  zwischen  -4. -Polygon 
und  J. -Linie  (Einflußlinie  für  A)  hingewiesen.  Wenn  wir  das 
J. -Polygon  gezeichnet  haben  (Fig.  50f  und  Fig.  51),  so  brauchen 
wir  nur  die  erste  Last  hinunterzuloten  und  haben  dann  sofort  in 
der  darunter  liegenden  Ordinate  den  gesamten  Auflagerdruck  (in- 
folge sämtlicher  auf  dem  Träger  befindlichen  Lasten).  Wenn  wir 
aber  die  Einflußlinie  gezeichnet  haben,  so  müssen  wir  jede  Last 
einzeln  hinunterloten,  hierauf  jede  Last  mit  ihrer  zugehörigen 
Ordinate  multiplizieren  und  diese  sämtlichen  Produkte  addieren. 
Dann  erst  haben  wir  den  Auflagerdruck«  Es  sei  aber  jetzt  schon 
gesagt,  daß  die  Einflußlinien  trotz  ihrer  scheinbaren  Umständlich- 
keit viel  wichtiger  sind  als  das  A -Polygon. 

Zweite  Aufgabe.    (Indirekte  Belastung.) 

In  Fig.  56  ist  nun  dieselbe  Brücke  von  14,00  m  Spannweite 
dargestellt.  Jetzt  wirken  aber  die  Baddrücke  nicht  mehr  direkt 
auf  die  Hauptträger,  sondern  zwischen  den  Hauptträgern  (von 
denen  in  Fig.  56  a  der  Deutlichkeit  wegen  nur  der  Umriß  ge- 
zeichnet   ist)    liegen    die    Querträger    und    zwischen    diesen    die 
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LäDgsträger  X.      Auf   letzteren    sind    dann    die    Schwellen    mit 
den  Schienen  gela$;ert.     Die  Lastübertragung  ist  jetzt  also  die, 

daß  der  Baddmck  durch  Vermittlung  der  Schiene  zunächst  auf 

die  Schwelle  übertragen  wird.    Von  hier  aus  geht  er  dann  auf  die 

L&ngsträger  über,  worauf  er  durch  Vermittlung  der  Querträger 

auf  die  Hauptträger  geleitet  wird.    Wenn   man  sich  also  voll- 

ständige  Klarheit  über  die  Kräfteübertragung  verschaffen  wollte, 

müßte  man  in  Fig.  56  a  auf  den  Längsträgem  noch  die  Schwellen 

mit  der  Schiene  einzeichnen  und  dann  die  Wirkung  eines  auf  die 

Schiene  ausgeübten  Baddruckes  in  der  soeben  besprochenen  Weise 

verfolgen.    Augenscheinlich  gäbe  dieses  eine  xuinötig  komplizierto 

Beohnung.    Man  nimmt  deshalb  der  Einfachheit  wegen  an,  daß 

der  Baddruck  direkt  auf  die  Längsträger  einwirkt,  d.  h.  man  rechnet 


r*t*i 


^l'J 


Fig.  60. 


so,  als  ob  die  Schwelle  nicht  vorhanden  und  die  Schienen  direkt 
auf  den  Längsträgern  gelagert  wären.  Hierdurch  wird  die  Be- 
rechnung einfacher,  und  der  Fehler  infolge  dieser  Vereinfachung 
ist  stets  verschwindend  klein. 

ISuTL  möge  an  beliebiger  Stelle  eine  Achse  mit  dem  Qesamt- 
drucke  von  2P  stehen.  Der  Breite  nach  ist  dann  die  Brücke 
symmetrisch  belastet  (Fig.  56  b),  auf  jeden  der  beiden  Längsträger 
und  auch  auf  jeden  Hauptträger  entfällt  dann  die  Hälfte  des 
Achsdruckes,  also  ein  Baddruck  im  Betrage  von  P.  Wir  haben 
also  wieder  einen  Träger  AB,  der  durch  eine  bewegliche  Be- 
lastung P  belastet  ist,  und  dessen  Auflagerdruck  A  bei  den  ver- 
schiedenen Stellungen  der  Last  bestimmt  werden  soll.  Von  Flg.  65 
unterscheidet  sich  die  Aufgabe  aber  insofern,  als  jetzt  die  Be- 
lastung nicht  direkt  auf  dem  Träger  ruht,  sondern  erst  indirekt, 
nämlich  durch  Vermittlung  der  Längs-  und  der  Querträger,  auf 
den  Balken  einwirkt. 
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Aber  auch  für  diesen  Fall  haben  wir  ja  die  EinfluOlinie  für 
den  Auflagerdruck  entwickelt  (Abschnitt  11  von  §  22).  Das 
Eezcpt  war  folgendes:  Wir  zeichnen  zunächst  die  Einfluß- 
linie  A'O'B'  so,  als  ob  die  Belastung  direkt  auf  dem  Hauptträger 
wäre.  Dann  suchen  wir  die  ^^Btlasiung^funkie^^  auf;  also  die- 
jenigen Punkte,  in  denen  die  Hilfsträger  (Längsträger)  die  Be- 
lastung abgeben.  In  Fig.  56  sind  dieses  die  Punkte  0,  1^  2j  3j  4^ 
5,  6  und  7.  Diese  Punkte  loten  wir  hinunter  und  bestimmen 
hierdurch  die  zu  den  Belastungspunkten  gehörigen  Ordinaten  der 
vorhin  gezeichneten  EinfluOlinie;  es  sind  dieses  die  Ordinaten  1,0  t  j 
V\y  Vii  Vs9  •  •  •  >  ^  •  ^^^  Schlüsse  verbinden  wir  die  Endpunkte 
C\  1%  2%  ...,  B'  dieser  ausgezeichneten  Ordinaten  durch  gerade 
Linien  und  erhalten  die  Einflußlinie  für  indirekte  Belastung. 

Dieses  wäre  also  der  allgemeine  Weg,  wie  man  in  einem 
solchen  Falle  von  indirekter  Belastung  die  A -Linie  zu  zeichnen 
hätte.  Man  sieht  aber,  daß  in  Fig.  56  die  EinfluOlinie  für  in- 
direkte Belastung  schlieOlich  genau  so  herauskommt,  wie  die  für 
direkte  Belastung  war.  Das  kommt  nämlich  daher,  weil  hier  der 
erste  und  der  letzte  Belastungspunkt  gerade  über  den  Auflager- 
punkten liegen.  Wenn  sie  anders  angeordnet  sind  (Fig.  53  und 
Fig.  57),  stimmen  die  beiden  EinfluOlinien  durchaus  nicht  überein. 

Steht  nun  in  Fig.  56  irgendwo  eine  Last  P,  so  brauchen  wir 
nur  hinuntcrzuloten  und  haben  den  Auflagerdruck  A : 

A  =P.i7  . 


Dritte  Aufgabe«    (Indirekte  Belastung.) 

Die  Fig.  57  unterscheidet  sich  von  Fig.  56  dadurch ,  daß 
jetzt  außer  den  bereits  vorhandenen  sieben  Längsträgern  noch 
die  beiden  „Schleppträger''  L^^  und  L^'  hinzugekommen  sind. 
Man  trifft  diese  hier  im  Prinzip  dargestellte  Anordnung  häufig, 
weil  sich  dadurch  ein  besserer  Übergang  des  auf  der  Brücke 
Jiegenden  Gleises  an  die  anschließenden  Teile  erzielen  läßt, 
uns  interessiert  nun  die  Frage:  Wenn  sich  an  beliebiger  Stelle 
der  Brücke  eine  Last  P  befindet  (die  durch  Vermittlung  der 
Längs-  und  Querträger  auf  den  Hauptträger  übertragen  wird), 
ist  dann  der  Auflagerdmck  A  derselbe  wie  bei  der  Anordnung 
von  Fig.  56,  oder  haben  die  Schleppträger  einen  Einfluß  auf  die 
Berechnung  von  A^  Wir  wollen  diese  Frage  wieder  an  Hand 
der  Einflußlinie  entscheiden. 
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Es  handelt  sich  um  indirekte  Belastung;  denn  die  Belastung 
wirkt  zunächst  auf  die  Hilfsträger  (Längsträger)  und  wird  dann 
erst  von  diesen  auf  die  Hauptkonstruktion  übertragen.  Die  Ein- 
flußlinie für  diesen  Fall  zeichnen  wir  in  der  bereits  geübten  Weise. 
Die  Hilfsträger  geben  die  Belastung  ab  in  den  Punkten  D ^  Oj  ly 
2y  3f  4,  5 f  6j  7  und  E.  Dieses  sind  also  die  Belastungspunkte. 
Die  zu  den  Belastungspunkten  gehörigen  Ordinaten  (der, für  direkte 
Belastung  gezeichneten  Einflußlinie)  sind,  im  mittleren  Teile,  tjq, 

'/i  9  ^2  9  ^8  9  ^4  9  ^  5  9  ^6  ^^d  ^  •  ^^  ^^^  Belastungspunkten  D  und  E 
gehören  ebenfalls  die  Ordinaten  ITull.  Denn  eine  Last  links  von 
A  oder  rechts  von  B  wirkt,  wenn  die  Zwischenkonstruktion  nicht 
vorhanden  ist,  überhaupt  nicht  auf  den  Balken;  d.  h.,  links  von 
A'  und  rechts  von  B^  hat  die  Einflußlinie  bei  direkter  Belastung 


€ff^ 


Fig.  57. 

die  Ordinaten  Null.  Nun  vei binden  wir  die  Endpunkte  der  unter 
den  Belastungspunkten  liegenden  Ordinaten,  also  die  Punkte  2X, 
C,  1\  2',  3',  ^j  5',  ffj  B'  und  ^,  durch  gerade  Linien  und  erhalten 
die  für  Fig.  57  maßgebende  Einflußlinie. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Einflußlinie  in  Fig.  57  im  mittleren 
Teile  dieselbe,  wie  sie  bei  direkter  Belastung  wäre.  In  den  äußeren 
Teilen  wird  sie  aber,  wie  es  ja  auch  selbstverständlich  ist,  durch 
die  Schleppträger  abgeändert.  Sobald  die  Einflußlinie  gezeichnet 
ist,  können  wir  dann  durch  Hinunterloten  der  Last  den  Auflager- 
druck A  bestimmen. 

§23. 
Einfühning  in  das  Arbeiten  mit  Einflußlinien. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  zum  erstenmal  mit  EinfluO- 
linien  zu  tun  gehabt.  Die  bisherigen  Aufgaben  waren  allerdings 
80  einfach,  daß  wir  sie  ebensogut  oder  vielleicht  noch  schneller 
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auf  anderem  Wege  (z.  B.  rechnerisch)  hätten  lösen  können.  Wegen 
der  außerordentlichen  Wichtigkeit,  die  die  Einflußlinien  für  unsere 
folgenden  Untersuchungen  haben,  ist  es  aber  nur  zu  empfehlen, 
sich  so  früh  wie  möglich  mit  diesem  wertvollen  Hilfsmittel  der 
Statik  vertraut  zu  machen.  In  diesem  Sinne  wollen  wir  noch 
einige  Sätze  über  Einflußhnien  durchnehmen. 

L  Sati, 

Steht  eine  Lastengruppe  Pj,  P3  usw.  über  einem  geraden^  d.  h. 
ohne  Kniete  durchlaufenden^  Stück  einer  Einflußinie,  so  "kann  man 
die  Wirkung  dieser  Lastengruppe  auch  dadurch  hestimmen,  daß  man 
ihre  Besultiereruk  B  multipliziert  mit  der  zu  dieser  gehörigen  Ordi- 
nate tjR. 

1.  Um  diesen  Satz  zu  verstehen,  gehen  wir  von  der  in  Fig.  58 
dargestellten  Aufgabe  aus:  Der  Balken  AB  ist  durch  die  beweg- 
liche, aus  den  drei  Lasten  P^ ,  Pg  und  P3  bestehende  Lastengruppe 
Fig.  58  c  belastet.  Der  Aufiagerdruck  A  ist  für  die  verschiedenen 
Stellungen  des  Wagens  zu  ermitteln! 

Die  Belastung  wirkt  indirekt;  denn  sie  geht  zunächst  auf  die 
Hilfsträger  und  wird  von  diesen  an  den  Belastungspunkten  ö ,  2 , 
2 ,  3  und  4  abgegeben.  Die  Einflußlinie  für  A ,  unter  Berück- 
sichtigung der  indirekten  Lasteinwirkung,  ist  in  Fig.  58  b  ge- 
zeichnet.    Sie  ist  der  gebrochene  Linienzug  ö'—  i'—  2'—  5'—  4\ 

Befindet  sich  nun  der  Wagen  z.  B.  in  der  Stellung  I,  so 
ergibt  sich  also  der  hierbei  entstehende  Auflagerdruck,  indem  wir 
die  Lasten  hinunterloten,  die  Ordinaten  rji ,  972  ^^^  Vz  abmessen 
und  die  Produkte  aus  Last  mal  Ordinate  ausrechnen.  Dann  ist 
der  Aufiagerdruck: 

(I)  Äj  =  PrVi  +  P2'Vi  +  P,'V3' 

Um  nun  aber  diese  Bechenarbeit  etwas  zu  vereinfachen,  können 
wir  folgendes  machen.  Wir  drücken  in  Fig.  58  b  die  Ordinaten 
f]  durch  die  Abstände  x  und  den  Winkel  a  aus.     Also: 

^1  =  a?i  •  tga ;       172  =  «2 '  tg«  ;      »ys  =  ^  •  tga  . 

Diese  Werte  setzen  wir  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (I) 
ein  und  erhalten 

A-^i  +  -P2-^2  +  -P«-^8=-A-«itgÄ  +  Pg.a^tgÄ-f  Pg.iTgtga 
(la)  =(A-a?i  +  P2-a?8+P3-rr3)tg«. 

In  der  Klammer  steht  die  Summe  aus  den  Produkten  Kraft 
mal  Abstand  vom  Lager  B.    ITun  ist  aber  nach  dem  Satze  vom 
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Btatiscilen  Moment  (§  9)  die  Summe  der  statischen  Momente  von 
Kräften  in  bezng  anf  irgendeinen  Punkt  stets  gleich  dem  statischen 
Moment  der  Besultierenden  in  bezug  auf  diesen  Punkt.  Denken 
Tnr  uns  also  von  den  drei  Lasten  P^,  P,  und  P,  der  Laststeliung  I 
die  Besultierende  JB  eingezeichnet,  und  bezeichnen  wir  deren  Ab- 
stand bis  B  mit  Xr,  so  können  wir  die  obige  Gleichung  schreiben: 

A  •  ^71  +  ^a  •  »/2  +  ^3  •  ^73  =  *  •  ^Ä  •  tg«  • 

nr     (a)        rr 


jm^L 


W737,y777 


C 


(It  =  Bern  ) 


)^/Amy^y^wA^ 


P — • 


Fig.  58. 


Kach  Fiff.  58b  ist  nun  aber: 


worin  ^ji  die  unter  der  Besultierenden  liegende  Ordinate  der  Ein- 
flußlinie ist.     Wir  haben  also  das  Besultat 

Hiermit  ist  unser  Ziel  erreicht:  Statt  jede  Last  einzeln  mit 
ihrer  Ordinate  zu  multiplizieren,  nehmen  wir  einfach  die  Besul- 
tierende B  der  betreffenden  Lastengruppe  und  multiplizieren  sie 
mit  ihrer  Ordinate  tj^ .  Augenscheinlich  ist  dies  eine  erhebliche 
Ersparnis  an  Bechonarbeit. 
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2.  Die  Lage  der  Resalüerenden  innerhalb  der  Kräftegmppe 
muß  man  natürlich  vorher  bestimmen.  Besteht  die  Belastung 
aus  symmetrisch  angeordneten  Kräften,  so  hegt  die  Besultierende 
in  der  Mitte.  Ist  die  Lastengruppe  unsymmetrisch,  so  ermittelt 
man  die  Lage  nach  dem  Satz  vom  statischen  Moment  (§  9).  Für 
Fig.  58c  z.  B.  hat  man: 

Größe  von  E:   Ä  =  Pi  +  P^  +  Pj  , 

Lage  von  B:   JB  •  f  =  Pj  •  pi  +  Pg  •  p2  (Bezugspunkt  auf  P,  angenommen), 

^1  •  Pi  +  Pa  •  Pa        -Pi- Pi  +  P2  •  Pi 


hieraus  r  = 


B  Fi  +  F^+F^ 


Sobald  dann  r  berechnet  ist,  kann  man  die  Besultierende  in 
Fig.  58  a  einzeichnen  und  durch  Hinunterloten  die  Ordinate  rjn 
abmessen. 

3.  Nachdem  somit  die  Stellung  I  erledigt  ist,  möge  sich  der 
Wagen  nach  Stellung  II  verschieben.  Augenscheinlich  gilt  dann 
dieselbe  Bechenerleichterung:  Wir  zeichnen  B  ein  (auf  Grund  des 
bereits  berechneten  Abstandes  r  von  der  rechten  Last),  messen 
f]R  ab,  und  finden  den  jetzt  entstehenden  Auflagerdruck 

Bückt  nun  der  Wagen  in  die  Stellung  III  ^  so  daß  er  über 
dem  Stück  0' T  der  Einflußlinie  steht,  so  können  wir  die  ent- 
sprechende Ableitung  durchführen,  wie  vorhin  für  Stellung  I. 
Wir  würden  dann  die  unter  den  Lasten  liegenden  Ordinaten  durch 
den  ITeigungswinkel  ß  und  die  Abstände  bis  zum  Punkte  0^  aus- 
drücken. (Man  führe  die  Ableitung  im  einzelnen  selber  durch!) 
Das  Besultat  wäre  dann  wieder  folgendes:  Statt  jede  Last  ein- 
zeln mit  ihrer  Ordinate  zu  multiplizieren  und  dann  diese  Produkte 
zu  addieren,  können  wir  einfach  die  Besultierende  B  mit  ihrer 
Ordinate  nehmen.     Also 

(Die  Ziffer  bei  A  bezeichnet  immer  die  betreff  ende  Laststellung.) 

4.  Auf  eine  Einschränkung  der  soeben  entwickelten  Methode 
muß  aber  aufmerksam  gemacht  werden :  Dieser  Ersatz  einer  ganzen 
Lastengruppe  durch  ihre  Besultierende  ist  nur  dann  zulässig,  wenn 
die  Lasten  über  einem  geraden  Stück  der  Einflußlinie  stehen. 
Es  darf  also  in  der  Strecke  zwischen  der  ersten  und  der  letzten  Last 
kein  Knick  in  der  Einflußlinie  sein.  Wenn  dieses  der  Fall  ist, 
s.  Stellung  IV  in  Fig.  58,  so  gehören  nämlich  zu  den  einzelneUi 
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unter  den  Lasten  liegenden  Ordinaten  verschiedene  Neigungswinkel 
der  Einflußlinie  (<a  und  <y).  Wir  können  also  die  Ordinaten 
nicht  mehr  sämtlich  durch  einen  ^Neigungswinkel  und  durch  die 
Abstände  von  einem  Paukte  ausdrücken;  d.  h.,  wir  können  nicht 
mehr  eine  Gleichung  aufstellen,  die  der  Oleichung  (la)  von  vor- 
hin entsprechen  würde.  In  diesem  Falle  bleibt  also  nichts  anderes 
übrig,  als  jede  Last  einzeln  mit  ihrer  Ordinate  zu  multiplizieren; 
oder  höchstens  die  Lastengruppe  in  UntergiTippen  einzuteilen,  von 
denen  jede  über  geraden  (ungeknickten)  Strecken  der  Einfluß- 
linie steht. 

5.  Zum  Schlüsse  eine  Verallgemeinerung:  Wir  werden  später 
die  Methode  der  Einflußlinien  nicht  nur  zur  Berechnung  von  Auf- 
lagerkräften, sondern  zu  vielen  anderen  Untersuchungen  verwenden. 
Z.  B.  zur  Bestimmung  der  Kräfte,  die  in  den  Stäben  eines  Fach- 
werkes wirken.  Dieses  ist  sogar  das  Hauptanwendungsgebiet  der 
Einflußlinien.  Die  einzelnen  Ordinaten  bedeuten  dann  also  nicht 
die  Auflagerkraft,  sondern  die  gesuchte  Stabkraft.  Es  wird  sich 
aber  zeigen,  daß  die  Farm  der  Einflußlinien  fast  immer  dieselbe 
ist:  Sie  setzen  sich  aus  Linien  zusammen,  die  ein  Stück  gerade 
laufen,  dann  einen  Knick  haben,  dann  wieder  eine  Strecke  gerade 
sind,  usw.  Wenn  wir  dann  eine  bewegliche  Lastengruppe  haben, 
die  an  den  verschiedenen  Stellen  über  der  Einflußlinie  steht,  so 
können  wir  von  der  vorhin  bewiesenen  Bechenvereinfachung  Ge- 
brauch machen.  Denn  bei  unserer  Ableitung  kam  es  gar  nicht 
darauf  an,  daß  die  Ordinaten  rj  gerade  eine  Auflagerkraft  ergeben. 
Sie  können  auch  irgend  etwas  anderes  zu  bedeuten  haben;  z.  B. 
eine  Stabkraft  od.  dgl.  Es  kommt  nur  darauf  an,  daß  die  be- 
treffende Laststellung  so  ist,  daß  das  zwischen  der  ersten  und  der 
letzten  Last  befindliche  Stück  der  Einflußlinie  gerade  (ohne  Knick 
oder  Biegung)  durchläuft.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können 
wir  stets  statt  der  einzelnen  Lasten  die  Besultierende  einführen. 

Aufgabe :  Man  nehme  P^  =  4,0  t;  P,  ==  4,0  t;  Pj  =  7,0  t.  Die 
Längen  messe  man  aus  Fig.  58  ab,  und  bestimme  für  die  ver- 
schiedenen Laststellungen  den  Auflagerdruck  A\  Ferner  wende 
man  diese  Methode  auf  Fig.  55  an.  [Hierbei  wird  man  zweckmäßig 
nicht  sämtliche  Lasten  P^  bis  Pg  durch  eine  Besultierende  ersetzen 
(deren  Lage  man  dann  erst  berechnen  müßte),  sondern  wird  die 
Gruppe  Pj  bis  P5  und  die  Gruppe  P^  bis  Pg  je  zu  einer  Besul- 
tierenden  zusammenfassen.    Dann  hat  man  sofort: 
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n.  Satz. 


Steht  über  einer  Einflußlinie  eine  gleichmäßig  verteilte  Belastung ^ 
90  ergibt  sich  das  Besultoitj  indem  man  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit multipliziert  mit  dem  Inhalte  der  unter  der  Belastung  liegenden 
Einfluß  fläche. 

1.  Hier  bekommen  wir  zum  erstenmal  den  Begriff  „yerteilte 
Bolastnng^^  Die  bisherigen  Belastungen  waren  folgende:  In 
einem  Punkte  stand  eine  Last  von  bestimmter  Oröße;  dann  folgte 
eine  Strecke  unbelastet;  dann  wieder  eine  Last;  usw.  Eine  solche 
Anordnung  nennt  man:  ,,Belastung  durch  Einzellasten^^.  (Beispiel: 
Eisenbahnzug,  usw.)  Aus  dieser  Belastung  entsteht  nun,  wenn 
die  Lasten  unendlich  klein  werden  und  dafür  aber  auch  unendlich 
nahe  aufeinander  folgen,  die  sog.  j^verteilte  Belastung^^.  Das  beste 
Beispiel  hierfür  ist  die  Belastung  durch  Eigengewicht.  Di£  Erd- 
anziehung wirkt  ja  auf  jedes  der  unendlich  kleinen  Teile  des  Körpers, 
so  daß  das  Gewicht  eines  Körpers  eine  Eeihe  von  unendlich  kleinen 
und  unendlich  nahen  Kräften  darstellt.  Weitere  Beispiele  sind  die 
Belastung  eines  Körpers  durch  Mauerwerk,  Erdschüttung  usw. 
Auch  Belastung  durch  Menschengedränge  wird  hierzu  gerechnet. 

Man  muß  nun  unterscheiden  zwischen  einer  gleichmäßig  und 
einer  ungleichmäßig  verteilten  Belastung.  Die  erstere  ist  eine  solche, 
bei  der  die  einzelnen  kleinen,  aufeinanderfolgenden  Kräfte  alle 
untereinander  gleichgroß  sind  (Beispiel:  Eigengewicht  eines  Balkens 
von  überall  gleichem  Querschnitt  und  Material;  Belastung  durch 
gleichmäßige  Aufmauerung;  usw.).  Die  ungleichmäßig  verteilte  Be- 
lastung ist  eine  solche,  bei  der  die  einzelnen  Kräfte  verschieden 
groß  sind  (Beispiel:  Belastung  durch  Mauerwerk  von  verschiedener 
Höhe). 

Die  gleichmäßig  verteilte  Belastung  kommt  in  der  Praxis  am 
häufigsten  vor;  mit  ihr  wollen  wir  uns  zunächst  beschäftigen.  Die 
Oröße  einer  solchen  Belastung  bestimmt  man  am  besten  dadurch, 
daß  man  erstens  angibt,  wieviel  Last  auf  die  Längeneinheit  (cm, 
m)  kommt,  und  zweitens  angibt,  auf  welche  Gesamtlänge  sich  die 
Belastung  erstreckt.  Die  erste  Angabe  wollen  wir  die  ^^Belastungs- 
MAe"  oder  „Z>tcÄ<e"  oder  „Intensität"  der  Belastung  nennen;  die 
zweite  Angabe  heißt  die  f^Belastungslänge^^.  Die  „Dichte"  bezeichnet 
man  meistens  mit  g^  p  oder  g.  [„^"  hauptsächlich  für  Belastung 
durch  Eigengewicht,  „p"  für  bewegliche  Last  (Vorkehrslast)  xmd 
„g"  für  Belastung,  bei  der  ruhende  und  bewegliche  Last  zusammen- 
genommen ist.] 
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2.  Kach  diesen  VorbemerkoDgen  gehen  wir  su  der  in  Fig.  59 
da^eetellten  Aufgabe:  Der  Träger  ^  B  ist  aaf  dne  Strecke  x  doroh 
eine  gleichmäßig  verteilte  Belastung  beansprucht,  die  p  kg  pro  m 
beträgt.  Der Äuflagerdmck  J  ist  mittels  Eiaünfllinie  tu  bestimmen^ 

Die  Länge  x  eerlegen  wir  in  lauter  kleine  Abstände  w .  Nun 
betmg  auf  ein  Meter  Länge  die  Belastung  p  feg,  folglich  beträgt 
die  Belastung  auf  «  Meter  Länge  p  •  u  kg.  Durch  diese  Zerlegung 
der  gesamten  Belafitnngslänge  in  laater  kleine  Strecken  haben  wir 
also  die  verteüto  Belastung  anf  das  Euräckgefahrb,  was  sie  ja  anch 
eigentlich  ist;  nämlich:  eine  Aufeinanderfolge  von  sehr  kleiaeo 


Fig.  60. 

und  sehr  nahe  beieinander  stehenden  Binzellastcn.    und  zwar  hat 
jede  derselben  die  Größe  p  • « . 

ITan  gebort  za  der  ersten  dieser  kleinen  Einzellasten  die  Or- 
dinate 17,  der  Einflußlinie.  Der  Auflagerdrnck  A,  den  diese  erste 
kleine  Einzellast  hervorbringt,  ist  also  gleich  p-u-iji  (Last  mal 
Ordinate).  Der  AuDagerdruck  infolge  der  zweiten  kleinen  Einzel- 
last ist  entsprechend  p  •  u  ■  iji ;  infolge  der  dritten  kleinen  Einzel- 
last p  •«•)]];  usw.  Infolge  sämtlicher  kleinen  Einzellasten,  d.  h. 
infolge  der  gesamten  verteilten  Last,  entsteht  also  der  Auflager- 
drnck .  ,  ,  , 

A=p-u-i]i  +  p-u-t]i  +  p-u  ■%+... 

=  P(W>?1  +  W')i  +«■!},+...). 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  aber  noch  vereinfachen.    Das  Produkt 
« •  i;j  ist  nämlich  der  Flächeninhalt  fi  des  ersten  kleinen,  in  Fig.  59  b 
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schraffierten  Trapezes  {u  ist  die  Höhe,  tji  die  Mittellinie).  Ent- 
sprechend ist  U'f]2  der  Inhalt  /g  des  zweiten  Trapezes;  u^rj^  der 
Inhalt  /s;  nsw.    Wir  haben  also 

und  dafür  können  wir  schreiben 

worin  F  den  Inhalt  der  unter  der  Belastungsstrecke  liegenden 
Einflußfläche  ist.  (Sämtliche  Streifen  /i  +  /2  +  /s  +  •  •  •  büden 
zusammen  die  in  Fig.  59  b  stark  umrandete  Fläche  J^.)  Somit 
haben  wir  bewiesen,  daß  sich  die  gesuchte  Größe  Ä  infolge  einer 
gleichmäßig  verteilten  Belastung  dadurch  ergibt,  daß  man  die 
Belastung  pro  Längeneinheit  multipliziert  mit  dem  Inhalte  J^  der 
unter  der  Belastung  liegenden  Einflußfläche.  (Den  Inhalt  einer 
solchen  Fläche  F  berechnet  man,  indem  man  sie  in  Trapeze  und 
Dreiecke  zerlegt.) 

3.  Augenscheinlich  gilt  die  obige  Begel  nicht  nur  für  den 
Auflagerdruck  A ,  sondern  für  jede  Einflußlinie,  ganz  gleichgültig, 
was  sie  zu  bedeuten  hat.  Wenn  wir  also  später  Stabkräfte  usw. 
mittels  Einflußlinien  zu  berechnen  haben,  so  werden  wir,  voraus- 
gesetzt, daß  die  Belastung  gleichmäßig  verteilt  ist,  ebenfalls  nach 
der  soeben  durchgenommenen  Begel  verfahren. 

Auch  wenn  —  wie  es  später  vorkommen  wird  —  die  be- 
treffende Einflußlinie  nicht  aus  geraden  Stücken  besteht,  sondern 
eine  Kurve  ist,  gilt  das  Verfahren.  Denn  durch  die  Einteilung 
in  die  Abschnitte  u  wird  die  Kurve  in  lauter  kleine  gerade  Linien 
zerlegt.  (Jede  gekrümmte  Linie  läßt  sich  auffassen  als  eine  aus 
geriiden  Stücken  bestehende  gebrochene  Linie,  wenn  man  nur  die 
einzelnen  Stücke  unendlich  klein  macht.)  Die  einzelnen  Flächen- 
streifen /i ,  /2 ,  /s  usw.  stellen  dann  also  wieder  kleine  Trapeze 
dar  von  dem  Inhalt  ti  •  97^ ,  u^rj^  ^  'u^rj^  usw. ;  so  daß  die  Summe 
u '  r]i  +  u '  %  +  u  *  rj^  + . . .  auch  bei  einer  krummlinigen  Einfluß- 
linie den  Inhalt  der  unter  der  Belastung  liegenden  Einflußflächo 
ergibt. 

Znsatz:  Ist  die  Belastung  nicht  gleichmäßig  verteilt,  so  ist 
das  obige  Verfahren  nicht  zulässig.  Dann  gibt  es  ja  überhaupt 
kein  bestimmtes  p  (Belastung  pro  m),  sondern  p  wechselt  von 
Punkt  zu  Punkt.  In  diesem  FaUe  kann  man  sich  durch  Anwendung 
des  ersten  Satzes  dieses  Paragraphen  helfen:  Zunächst  wird  die 
Belastung  so  in  einzelne  Strecken  eingeteilt,  daß  zu  jeder  Strecke 


—    127    — 

ein  gerades  Stück  der  EinfluOlinie  gehört;  dann  wird  zu  jeder 
Strecke  die  Eesultierende  B  der  BelastuDg  bestimmt  und  hierauf 
die  Eesultierende  mit  ihrer  zugehörigen  Ordinate  tj^  multipliziert. 
Die  Eesultierende  R  findet  man  bei  ganz  unregelmäßiger  Belastung 
graphisch,  indem  man  die  verteilte  Belastung  in  eine  Anzahl  Einzel- 
lasten auflöst.  Ist  eine  Belastung  Q  äreieckförmig  auf  einer  Strecke  o? 
TerteQt,  so  liegt  ihre  Eesultierende  (jB  =  Q)  in  der  Entfernung  |  x 
von  der  Spitze  des  Dreiecks  (s.  §  10;  5.  Aufgabe,  Schluß). 

Ist  die  Einflußlinie  eine  Kurve,  so  kann  man  sie  —  angenähert 
—  in  einzelne,  möglichst  kurze,  gerade  Stücke  einteilen,  und  zu 
jedem  dann  die  Eesultierende  der  darüber  liegenden  Belastung 
bestimmen. 

ni.  Satg, 

Ist  für  irgendeine  zu  berechnende  Oröße  zunärhst  die  Einfluß» 
linie  für  direTcte  Belastung  gegeben,  so  ergibt  sich  hieraus  die  Ein- 
flußlinie  für  indireicte  Belastung,  indem  man  die  Belastungspunkte 
hinunterlotet  und  die  Endpunkte  der  hierdurch  bestimmten  OrdiruUen 
durch  gerade  Linien  verbindet 

1.  Für  einen  besonderen  Fall  haben  wir  diesen  Satz  schon 
bewiesen:  Als  wir  den  Auflagerdruck  eines  einfachen  Balkens 
mittels  Einflußlinie  untersuchten,  hatten  wir  letztere  zunächst  für 
direkte  Belastung  abgeleitet.  Falls  dann  indirekte  Belastung  ein- 
trat, loteten  wir  einfach  die  Belastungspunkte  hinunter  und  ver- 
banden die  Endpunkte  der  dadurch  bestimmten  Ordinaten  durch 
gerade  Linien.  Im  folgenden  wollen  wir  nun  nachweisen,  daß 
diese  Eegel  auch  für  jede  beliebige  Einflußlinie  maßgebend  ist. 
Eigentlich  ist  diese  Verallgemeinerung  ja  selbstverständlich;  es 
wird  aber  nichts  schaden,  wenn  wir  sie  bei  einer  etwas  kompli- 
zierten Einflußlinie  noch  einmal  durchnehmen. 

2.  Die  Untersuchung  gilt  ganz  allgemein  für  jede  beliebige 
Einflußlinie.  Nur,  um  sie  möglichst  anschaulich  erklären  zu  können, 
wollen  wir  ein  bestimmtes  Beispiel  zugrunde  legen:  In  Fig.  60a 
haben  wir  einen  „Träger  auf  drei  Stützen".  Dieser  hat  1  +  2  +  1  =  4 
Auflagerunbekannte;  folglich  ist  er  statisch  unbestimmt  gelagert. 
Die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  dieses  statisch  un- 
bestimmten Systems,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Belastung  direkt  auf  den  Balken  wirkt,  ist  in  Fig.  60  b  gezeichnet. 
Wie  man  sie  findet,  kann  hier  noch  nicht  erklärt  werden;  es  sei 
nur  darauf  hingewiesen,  daß  sie  eine  Kurve  ist,  und  daß  sie  aus 
einem  positiven  und  einem  negativen  Teil  besteht.    Letzteres  bc- 
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deutet,  daß  bei  dieser  Eonstruktion  je  nach  der  Laststellung  ein 
Auflagerdruck  entsteht,  der  von  unten  nach  oben,  oder  aber  von 
oben  nach  unten  wirkt.  Wir  unterscheiden  diese  beiden  Fälle 
durch  entgegengesetzte  Vorzeichen;  und  zwar  gibt  man  dem  ersteren 
Falle  (der  ja  meistens  vorliegt)  das  positive  und  dem  zweiten  Falle 
das  negative  Vorzeichen,  (Im  zweiten  Falle  muß  der  Auflager- 
punkt verankert  werden,  weil  sich  sonst  das  Balkenende  abheben 
würde.)  Um  das  verschiedene  Vorzeichen  der  Ordinaten  auch  in 
der  Zeichnung  zum  Ausdruck  zu  bringen,  trägt  man  die  positiven 
Ordinaten  von  der  Nullachse  A'C^  aus  nach  unten  und  die  nega- 
tiven  nach  oben  —  oder  auch  umgekehrt  —  auf. 

Eine  direkt  wirkende  Last  von  der  Oröße  1,0  t  würde  also 
in  der  Stellung  m  (Fig.  60a)  nach  Fig.  60b  einen  Auflagerdruck 

^m  =  +»7«  =  +0,61t, 

und  zwar  von  unten  nach  oben  wirkend,  erzeugen.  Und  in  der 
Stellung  n  einen  Auflagerdruck 

^n ^n== -0,07  t. 

Dieser  zeigt  aber  von  oben  nach  unten  und  muß  also  von  der 
Verankerung  aufgenommen  werden. 

3.  Nach  diesen  Erklärungen  kehren  wir  zu  unserer  eigent- 
lichen Aufgabe  zurück:  Wenn  die  Belastung  dieses  Trägers  nicht 
direkt,  sondern  indirekt  wirkt,  wie  in  Fig.  60a  gezeichnet,  wie 
müssen  wir  dann  die  für  direkte  Belastung  gezeichnete  Einfluß- 
linie Fig.  60b  abändern,  damit  sie  auch  für  indirekte  Belastung 
verwendet  werden  kannf 

Die  wandernde  Last  P  nehmen  wir  gleich  1,0  t.  Bei  Last- 
stellung I  geht  diese  Last  von  1,0  t  zunächst  auf  die  Querträger 
0  und  7,  und  zwar  erhalten  diese: 

1,0.^     bZNV.      1,0.-^^-, 
Xj  x^ 

wie  in  Fig.  60  c  eingeschrieben.  Diese  beiden  Querträgerdrücke 
wirken  nun  als  direkte  Belastung  auf  den  Balken  ein.  Wir  können 
also  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  benutzen  (die  in  Fig.  60 d 
noch  einmal  punktiert  gezeichnet  ist)  und  erhalten  also 

oder,  da  der  Faktor  1,0  auch  fortgelassen  werden  kann, 

(I)  A,  =  ^-r,,  +  ^.f,„ 
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Um  jedes  dieser  beiden  Produkte  zeichnerisch  darzustelien,  verfahren 
wir,  wie  bei  Fig.  54  erläutert  wurde:  Wir  konstruieren  ein  Dreieck, 
dessen  Qrundlinie  der  eine  Zähler ,  und  dessen  Höhe  der  Nenner 


1    F'^toi 


IT  P^ifii 


Füiflufslinie  Zur  indirekte  Belaslung 

Fig.  60. 

ist.    Dann  tragen  wir  den  anderen  Zähler  von  der  Spitze 
aus  auf  der  Höhe  ab  und  ziehen  die  Parallele  zur  Orund- 
linie.    Diese  Parallele  stellt  graphisch  das  Produkt  dar. 
Wenn  wir  also  in  Fig.  60d  die  Punkte  0'  und  V  miteinan- 
der verbinden  und  ferner  0'  mit  r\  so  sind  die  Abschnitte 


a. 


v'^-Vo'  r    ^°* 


^1 


Fischer,  Statik. 
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Also  ah 

Die  Summe  t^'+t]^'  ist  aber  der  Abstand  tjj  von  der  Nollachse 
bis  zur  Linie  0'  —  V.    Es  ist  also  in  Fig.  60d: 

"-  Auflagerdruck  J.j  • 

Wir  haben  demnach  das  Eesultat:  Wenn  wir  die  Endpunkte  0' 
und  1'  der  unter  den  Belastnngspunkten  0  und  1  liegenden  Or- 
dinaten  i/q  und  ri^  durch  eine  gerade  Linie  verbinden,  so  ergibt 
deren  Ordinate  lyj  den  gesuchten  Wert  Aj.  -Die  Hilfslinie  O'  —  l*' 
aber  brauchen  wir  gar  nicht  zu  zeichnen  (sie  wurde  nur  zur  Ab- 
leitung des  Verfahrens  gebraucht). 

Nun  zu  Laststellung  II.  Im  Prinzip  ist  es  dasselbe,  nur  daß 
jetzt  auch  der  negative  Teil  der  Einflußfläche  in  Frage  kommt. 
Zunächst  bestimmen  wir  wieder  die  Querträgerdrücke  bei  2  und  3 ; 
nämlich 

1,0.-^     bzw.      1,0--^    (Fig.  60c). 

Für  diese  ist  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  gültig,  so  daß 
sich  bei  Laststellung  II  ein  Auflagerdruck  An  ergibt: 

^,,  =  1,0.-^.173 -1,0.-^-17, 

(die  Ordinate  %  ist  mit  negativem  Vorzeichen  einzuführen,  wie 
sich  aus  der  Einflußlinie,  Fig.  60b,  ergibt).  Nun  stellen  wir  diese 
Produkte  wieder  graphisch  dar.  Wir  ziehen  also  die  Verbindungs- 
linien 2'— 5'  und  2"— 3'  und  erhalten: 

da 

Y-'Tj^  ist  dargestellt  durch  die  Strecke  r]^'\ 

ir'^^  "         »'  »'      »*       »'       ^    • 

Also  ist  An  =  v''' -  V'''' ' 

Da  tj"^  die  größere  von  diesen  beiden  Strecken  ist,  schreiben  wir 
den  Ausdruck  in  der  Form: 

Ä„  ^ -iv"" -  v'") , 

und  dieses  ist,  nach  Fig.  60  d, 

^11^— Vit» 


—    131    — 

Wir  sehen  also  auch  in  diesem  FaUe:  Wir  bränchen  nur  die 
Endpunkte  2'  und  3'  durch  eine  gerade  Linie  zu  verbinden;  deren 
Ordinate  (bis  zur  Kullachse)  gibt  dann  den  gesuchten  Wert  an. 
Da  wir  yorhin,  bei  Fig.  60by  die  positiven  Ordinaten  nach  unter* 
halb  und  die  negativen  nach  oberhalb  von  der  Nullachse  A'(y 
aus  aufgetragen  haben ^  so  sind  in  Fig.  60 d  alle  Ordinaten,  die 
unterhalb  der  Kullachse  liegen,  po8iUv;  und  alle  Ordinaten,  die 
oberhalb  der  l^ullachse  liegen,  negativ  zu  rechnen.  Der  Auflager* 
druck  Au  ist  aldo  negativ. 

Allgemein  haben  wir  jetzt  also  bewiesen,  daß  jede  Binflußlinie 
im  Falle  von  indirekter  Belastung  von  Belastungspunkt  zu  Be^ 
lastongspunkt  gerade  durchläuft,  und  zwar  entstdt  sie  dadurch,  daB 
man  die  Endpunkte  0\  1%  2%  3'  usw.  der  für  direkte  Belastung 
gezeichneten  Einflufilinie  durch  gerade  Zwischenstücke  verbindet. 

Dieser  Satz  erleichtert  sehr  das  Arbeiten  mit  Einflußlinien. 
Wenn  wir  eine  Brücke  oder.dgl.  zu  berechnen  haben,  so  brauchen 
wir  uns  zunächst  um  die  Anordnung  der  Querträger  überhaupt 
nicht  zu  kümmern.  Wir  rechnen  einfach  so,  als  ob  die  Zwischen* 
konstruktion  gar  nicht  vorhanden  wäre  und  die  Belastung  direkt 
auf  den  Hauptträger  einwirke.  Erst  wenn  für  diesen  Fall  die 
Einflußlinien  fertig  sind,  berücksichtigen  wir  durch  Hinunterioten 
der  Belastungspunkte  auch  noch  den  Einfluß  der  Zwischen* 
konstruktion«     . 

§23a. 

Beispiel  zu  §  23.    (Satz  I— m.) 

Eine  Straßenbrücke  sei  durch  eine  fortlaufende  Beihe  von  Haupt- 
trägem  Hu  H^j  H^j  U8W.  gebildet^  die  durch  eir^  einsprechende 
Reihe  von  Stützen  getragen  werden.  Die  bewegliche  Belastung  bestehe 
nach  Fig.  61a  aus  zwei  Einzellasten  (Straßenwalze)  von  9,0  t  und 
7,0  t;  außerdem  ist  vor  und  hinter  der  Straßenwalze  eine  gleichmäßig 
verteilte  Last  (Menschengedränge)  von  600  hg  pro  Meter  anzunehmen. 

Bei  welcher  Stellung  entsteht  und  wie  groß  ist  der  größte  Druch, 
den  die  Stütze  S  aufzunehmen  hatt 

1.  Bei  einer  derartigen  Aufgabe  sind  Einflußlinien  die  einzig 
richtige  Methode.  Um  nun  die  Einflußlinie  für  den  Stützendruck  8 
zu  finden,  wollen  wir  vor  allen  Dingen  von  der  Zwischenkonstruktion 
ganz  absehen  und  einfach  annehmen,  daß  die  Lasten  direkt  auf 
den  Hauptträgern  wären.  (Man  zeichne  sic}i  die  Konstruktion  so 
auf!)  Dann  siebt  man  folgendes:  Ist  eine  direkte  Last  P  auf  dem 
Hauptträger  Hi,  so  bekommt  die  Stütze  S  überhaupt  keine  Last. 
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Also  hat  die  Einflußlinie  der  Stützenkraft  S  bei  direkter  Belaatnng 
rechts  vom  Punkte  B^  aus  die  Ordinaten  KuU;  die  Einflußlinie 
fällt  hier  mit  der  ]!^ullachse  zusammen.  Dasselbe  gilt,  solange 
Bich  die  wandernde  Last  P  auf  dem  Hauptträger  H^  oder  noch 
weiter  nach  links  befindet.  Die  Einflußlinie  für  8  bei  direkter 
Belastung  erstreckt  sich  also  nur  zwischen  den  Punkten  D^  und  B\ 
Eine  Belastung  rechts  von  B^  oder  links  von  JD'  bringt  keinen 
Einfluß  mehr  auf  die  Stütze  8  hervor. 

Nun  möge  die  Last  P  » 1,0  t  auf  den  Hauptträger  H^  treten. 
Dann  ist  der  Stützendruck  8  gleich  dem  linken  Auflagerdruck,  Ä , 
dieses  Trägers.  Die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  des 
Hauptträgers  H2  ergibt  also  gleichzeitig  den  Stützendruck  8,  so- 
lange sich  die  Last  auf  diesem  Hauptträger  befindet.  Wir  zeichnen 
die  Einflußlinie  für  A  in  bekannter  Weise,  indem  wir  unter  dem 
Unken  Auflagerpunkt  des  Trägers  die  Strecke  A'C^  gleich  1,0  t 
auftragen  und  die  Linie  C^B'  ziehen. 

Zum  Schlüsse  untersuchen  wir  den  FaU,  daß  die  wandernde 
Last  auf  den  Träger  H^  gelangt.  Dann  ist  der  Stützendruck  8 
gleich  dem  rechtsseitigen  Auflagerdmck,  £,  dieses  Trägers.  Die 
Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  B  des  Trägers  ZT,  zeichnen 
wir  natürlich  in  entsprechender  Weise,  wie  es  f  ür  JL  des  Trl^ers  H2 
geschah :  Wir  tragen  unter  dem  rechten  Auflagerpunkt  des  Trägers 
eine  Strecke  gleich  1,0 1  auf  (ist  bereits  geschehen,  da  vorhin  schon 
A'C  gleich  1,0  t  gemacht  wurde)  und  verbinden  deren  Endpunkt 
mit  dem  Punkte  i>\.  Insgesamt  haben  wir  also  folgendes  Besultat: 

Die  Einflußlinie  des  Stützendruckes  8  bei  direkter  Belastung 
hat  links  von  jD'  und  rechts  von  S'  die  Ordinaten  Null;  zwischen 
JD'  und  B'  bildet  sie  das  Dreieck  D'C'B%  das  bestimmt  ist  durch 
die  Ordinate  A'G'=  1,0  t. 

2.  Nachdem  wir  so  weit  sind,  berücksichtigen  wir  den  Einfluß 
der  Zwisehenkonstruktion.  Wir  bestimmen  also  die  unter  den  Be- 
lastungspunkten liegenden  Ordinaten  und  verbinden  deren  End- 
punkte durch  gerade  Linien.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  Einfluß- 
linie für  indirekte  Belastung,  dargestellt  durch  die  gebrochene 
Linie  0'  T  4'  5'  T  8\  (Die  Paukte  2 ,  3  und  ß  bringen  keine  Ab- 
ändernng  der  für  direkte  Belastung  gezeichneten  Einflußlinie  h^ror.) 

3.  Nun  kommt  die  Hauptaufgabe:  Aus  der  Form  der  Einfluß- 
linie diejenige  Stellung  zu  ersehen,  bei  der  die  gesuchte  Größe, 
in  unserem  Falle  also  der  Stützendruck  8 ,  den  größten  Wert  an- 
himmt.     (Aufsuchen  der  sogenannten  „gefährlichen  LaststeUung'^) 

•Darin  besteht  nämlich  der  Hauptwert  der  Einflußlinien,  daß  man 
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schon  »OS  ihrer  Form  schliefieD  kaon,  irdche  LaststeUang  f3r  die 
betreffende  UntersachoDg  mafigebeod  ist.  Freilich  gehört  dant 
Cbmig  und  auch  etwas  Yeiständnis.  Eioe  mathematische  B«^l, 
irie  man  die  Lasten  in  den  Terschiedenea  F&Uen  atellen  mnfi,  l&fit 
äch  nicht  recht  angeben. 


Fig.  61. 

Man  maß  bedenken,  daß  man  jede  Last  mit  der  zagebdrigen 
Ordinate  mattiplizieren  mnS.  Da,  wo  eine  kleine  Ordinate  ist, 
hat  es  also  keinen  Zweck,  eine  große  Last  binzuatellen;  denn  das 
Produkt  Kraft  X  Ordinate  würde  doch  nnr  siemlicb  klein  heraos- 
kommen.  Man  wird  vielmehr  eine  große  Last  dort  aofatellea,  wo 
eine  große  Ordinate  ist.  Dann  bekommt  man  ein  recht  großes 
PTodnkt  Last  X  Ordinate.  Wenn  man  sich  diese  Gesichtspunkte 
klarmacht,  findet  man  bald  in  den  verschiedensten  Fällen  durch 
bloße  Betrachtung  der  EinflaSliniea  die  maßgebenden  Laststellungen. 
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•  In  Fig.  61b  ist  0,88  die  größte  Ordinate;  folglich  stellen  wir 
dort  die  größte  Last  (9,0  t)  hin«  Das  andere  Bad  könnte  nun 
entweder  links  oder  rechts  davon' stehen:  rechts  bekommt  es  die 
größere  Ordinate,  folglich  wird  es  dort  aufgestellt.  Somit  ist  die 
Stellung  der  Straßenwalze  bestimmt,  und  an  die  Walze. hat  sich 
der  Aufgabe  gemäß  das  Menschengedränge  anzuschließen. 

Die  Stellung  in  Fig.  61  wurde  ohne  weiteres  Probieren  so  hin- 
gezeichnet, und  ich  glaube,  daß  sie  in  der  Tat  die  größte  Stützen- 
kraft  8  ergibt.  Der  Anfänger  wird  aber  wohl  auch  noch  eine 
oder  zwei  andere  Stellungen  ausprobieren  müssen,  um  die  maß- 
gebende Stellung  zu  finden.  Einen  anderen  Weg  gibt  es  für 
ihn  nicht. 

4«  Sobald  wir  nun  die  Stellung  der  Lasten  eingezeichnet  haben, 
bekommen  wir  die  gesuchte  Größe  Bj  indem  wir  jede  EinzeUast 
mit  der  zugehörigen  Ordinate  und  jede  gleichmäßig  verteilte  Last 
mit  der  darunter  liegenden  Einflußfläche  multiplizieren.  Hierbei 
ist  zu  beachten,  daß  natürlich  alle  Längenangaben  in  demselben 
Maßstabe,  und  ebenso  alle  Ejräfteangaben  in  ihrem  entsprechenden 
gleichen  Maßstab  in  die  Bechnung  einzuführen  sind.  Wenn  also 
die  Ordinaten  der  Einflußlinie  in  Tonnen  eingeführt  werden,  so 
muß  auch  die  Belastung  in  Tonnen  genommen  werden.  Bei  den 
Einzellasten  ist  ja  auch  schon  dementsprechend  geschehen.  Bei 
der  verteilten  Belastung  steht  in  der  Aufgabe 

p  =  600  kg  pro  m. 
Hiermit  dürfen  wir  also  nicht  rechnen,  sondern  müssen  statt  dessen 
schreiben:  ^  _  o,600  t/m. 

(Auf  diese  Fehlerquellen  ist  sorgfältig  zu  achten!)  Wir  erhalten 
also  den  größten  Druck  der  Stütze  8 : 

Ä  «  9,0 . 0,88  -f  7,0  -  0,75 
+  0,600(1 6,70  •  0,76  +  i  1,10  •  0,13) 
+  0,600(i  3,95  •  0,60  +  il,10..  0,17) . 

In  der  ersten  Klammer  steht  der  Inhalt  der  linksseitigen  Einfluß- 
fläche  (zerlegt  in  die  beiden  Dreiecke  D'E'F'  und  O'D'T);  in  der 
Zweiten  Klammer  derjenige  der  rechten  Fläche.  Kach  Ausrechnung 
der  obigen  Werte  ergibt  sich: 

8  ==  13,17  -f  1,57  -f  0,77 
=  15,51  t. 

Hiermit  haben  wir  unsere  Aufgabe  gelöst. 


Berechnung 
vollwandiger  Systeme, 

(Festigkeitslehre.) 


Abschnitt  IIL 

Zug-  und  Druckfestigkeit. 

§.  Vortrag: 
Die  grundlegenden  Gesetze  über  Spannungen  und  Dehnungen. 

§24. 

Die  Aufgabe  der  Festigkeitslehre. 

Bei  unseren  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  uns  nur  um 
die  Kräfte  gekümmert,  die  von  außen  her  auf  einen  Körper  ein- 
wirken (,,Äii£ere  Kräfte^^  nämlich  Lasten  und  Auflagerkräfte).  Was 
im  Innern  des  Körpers  vorging,  haben  wir  noch  gar  nicht  unter- 
sucht. Diese  Untersuchungen  nun  sind  Gegenstand  der  Festigkeits- 
lehre. Sie  beschäftigt  sich  also  mit  der  Frage:  Welche  Kräfte 
treten  im  Innern  eines  Körpers  auf,  wenn  yon  außen  her  eine  ge- 
gebene Kräftegruppe  einwirkt?  Hierzu  wird  noch  die  —  wie  wir 
sehen  werden,  ebenso  wichtige  —  Frage  hinzukommen:  In  welcher 
Weise  ändert  ein  Körper  seine  G^talt,  wenn  auf  ihn  eine  Kräfte- 
gruppe einwirkt?  (Berechnung  yon  Durchbiegungen  usw.).  Beide 
Fragen  sind  von  der  größten  Wichtigkeit  für  die  Gestaltung  unserer 
Bauwerke  und  werden  uns  von  jetzt  ab  bis  zum  Schlüsse  dieses 
Bandes  ausschließlich  beschäftigen. 

§25. 

Das  Terhalten  eines  auf  Zug  oder  Druck  beanspruchten  Stabes 

im  allgemeinen. 

Wir  beginnen  unsere  Betrachtungen  mit  dem  einfachsten  FaUe: 
Ein  Eundstab  von  der  Länge  l  und  dem  Durchmesser  d  sei  durch 
Kräfte  beansprucht,  die  gleichmäßig  auf  den  Stirnflächen  verteilt 
sind  und  die  sämtlich  die  Richtung  der  Stabachse  haben.  Man 
nennt  eine  derartige  Belastung:  Beanspruchung  auf  ,,NormaUestig- 
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kdt^  [^^ormal'S  ireS  die  Kräfte  senkrecht  (nonnal)  so  den  Quer* 
selinitten  des  Stabes  stehen].  Ist  die  BeUstong  derart ,  daß  die 
Stabachse  Teriangert  wird,  so  ist  der  Stab  aof  n^vg**  beansprucht; 
haben  aber  die  äußeren  Kräfte  das  Bestreben,  die  Stabachse  ra 
▼erkünen,  so  ist  der  Stab  anf  ^Dmck^  beansprucht. 

Um  nun  die  Wirkung,  die  das  Kr&ftesystem  in  Fig.  62  auf 
den  Körper  ausübt,  genau  untersuchen  lu  können,  sei  der  Stab 
in  eine  Festigkeitsmaschine  gespannt  und  dann  die  Belastung  von 
Nun  an  allmählicfa  gesteigert.  Das  Material  des  Stabes  sei  StahL 
Bei  diesem  Versuche  xeigt  sich  folgendes: 

Sobald  wir  die  Kräfte  P  auf  den  Stab  einwirken  lassen,  er* 
&hrt  dieser  eine  Gestaltanderung  in  der  Weise,  daS 

1.  die  ursprün^che  Lange  I  des  Stabes  sich  Tergrößert, 

2.  der  ursprünglidie  Durchmesser  d  des  Stabes  sich  yerkleinert. 
Wächst  die  Belastung  gleichmäßig,  so  vollziehen  sich  auch 

die  Formänderungen  gleichmäßig.    Zu  jeder  Belastung  P  gehört 


X 


i 


Fig.  62. 

also  eine  bestimmte  Yerläagerung  der  Stabaehse  I  und  eine  be* 
stimmte  Zusammenziehung  des  Dorchmessers  d.  Das  Aussehen 
des  Stabes  hat  sich  in  diesem  Teile  des  Versuches  noch  nicht 
geändert. 

Lassen  wir  nun  die  Belastung  weiterhin  gleichmäßig  zunehmen, 
so  zeigt  sich,  daß  von  einer  Stelle  an  die  Verlängerungen  des 
Stabes  schneller  wachsen  als  vorhin.  Allmählich  verändert  der 
Stab  auch  sein  Aussehen,  die  vorhin  glatte  (gedrehte)  Oberfläche 
verliert  ihren  Glanz,  und  wir  kommen  schließlich  in  ein  Stadium, 
in  dem  sich  der  Versuohskörper  ganz  anders  verhält  als  im  ersten 
TeUe  des  Versuches*  Wenn  jetzt  die  Belastung  weiter  zunimmt, 
zeigt  der  Stab  eine  ganz  bedeutende  Längenvergrößerung.  Man 
nennt  diesen  Zustand  das  „Fließen^^  des  Stabes, 

Hat  dann  der  Stab  im  Zustande  des  Fließens  eine  größere 
Längenänderung  erfahren,  so  fangen  die  Ausdehnungen  an,  wieder 
langsamer  zu  wachsen.  'Nxm  zeigt  sich  aber  eine  auffallende  Ge- 
staltänderung. An  einer  Stelle  —  gewöhnlich  in  der  Nähe  der 
Mitte  —  verliert  der  Stab  seine  zylindrische  Form;  er  erleidet 
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hier  eine  Einschnürnng,  deren  Durchmefiser  immer  kleiner  wird, 
bis  schließlich  an  dieser  Stelle  der  Bruch  erfolgt  (Fig.  63). 

Fassen  wir  die  Beobachtungen  aus  diesem 


I    Versuche  Zusammen,  so  haben  wir  drei  ver- 
schiedene Zustände  bemerkt: 
^^'  ^^-  1.   Der  Stab  erfährt  aemlich  geringe 

Formänderungen,  indem  er  seine  Länge  Tergrößert  und  seinen  Durch- 
messer yerkleinert.  Die  Änderungen  wachsen  in  demselben  Maße, 
wie  die  Belastung  zunimmt. 

2.  Die  Formänderungen  des  Stabes  wachsen  viel  schneller 
als  die  Belastungen.  Selbst  wenn  die  Belastung  nur  um  einen 
geringen  Betrag  vergrößert  wird,  dehnt  sich  der  Stab  weiter  aus  und 
kommt  erst  nach  bedeutender  Längenänderung  zur  Buhe.  Das  Aus- 
sehen hat  sich  bereits  etwas  geändert.     (Zustand  des  Fließens.) 

3.  Die  Formänderungen  nehmen  weiter  zu,  aber  in  geringerem 
Maße  als  im  Zustande  des  Fließens.  Die  Gestalt  des  Stabes  ändert 
sich  jetzt  wesentlich;  er  erleidet  an  einer  Stelle  eine  Einschnürung, 
die  schließlich  zur  Zerstörung  führt. 


Was  soeben  von  einem  auf  Zug  beanspruchten  Stabe  ausge- 
sagt wurde,  gilt  in  entsprechend  geänderter  Weise  auch  bei  einem 
auf  Druck  beanspruchten  Körper.  Die  Kräfte  haben  jetzt  gerade 
entgegengesetzte  Bichtung  als  bei  Zugbeanspruchung.  Deshalb 
tritt  bei  den  Formänderungen  an  Stelle  einer  Verlängerung  eine 
Verkürzung  der  Stabachse,  und  an  Stelle  einer  Einschnürung  (Fig.  63) 
eine  Ausbauchung  (Aufistauchung)  ein.  Die  obigen  drei  Zustände  ge- 
stalten sich  also  bei  einem  auf  Druck  beanspruchten  Stabe  folgender- 
maßen : 

1.  Solange  die  Belastung  klein  ist,  erfährt  der  Stab  auch 
nur  kleine  Formänderungen,*  und  zwar  verkürzt  sich  seine  Länge 
und  vergrößert  sich  sein  Durchmesser.  Diese  Formänderungen 
wachsen  in  demselben  Maße,  wie  die  Belastung  zunimmt. 

2.  Überschreitet  die  Belastung  ein  gewisses  Maß,  so  wachsen 
die  Formänderungen  sehr  schnell;  viel  schneller,  als  die  Belastung 
vergrößert  wird.  Selbst  wenn  dann  die  Belastung  nur  um  eine 
Kleinigkeit  vermehrt  wird,  entsteht  sofort  eine  weitere  beträcht- 
liche Zusammendrückung.  Auch  das  Aussehen  der  Oberfläche  hat 
sich  geändert  (Zustand  des  „Quetschens'^). 

3.  Wird  die  Belastung  noch  weiter  vermehrt,  so  triti  nament- 
lich eine  starke  Ausbauchung  ein,  woran  sich  dann  die  vollständige 
Zerstörung  anschließt. 
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^atdifiA  treten  diese  Fonnänderaiiigeii  nielit  izeinfr  j*eiiaift 
saf,  -wie  eben  bcsdiriebeii:  namentüA  nicht  bet  sehr  ^firOden 
Die  obipsn  Aigfuhrangen  soUen  j;ii  n^eh  nur  das  Ter» 
halten  im  aUgemcinen  kbiie^^en.  Bei  Dnickbenii$|ini<'hui^t  i$t 
fener  TOfiiipigjfwtiU  daß  der  Körper  so  bem^scn  i$t«  daA  aieht 
ctvm  ein  AmMkmkia^  atettfindek 


§26. 
Genanens  mket  fie  FamuMenngeB.   Die  Faissansehe  Kanstentew 

I>  Bewichaaag  #»  elaitiaea  Fanaia^eraagea  (Terttagtfaaf  1»  Behaaaf  e| 

Zawiariiifcaag  d»  Qaifiefcaiag  H). 

1.  Ans  dem  Torigai  Yosaehe  ist  eisiehtlieh,  dafi  wir  nnao« 
KoDstmktionai  niemals  so  hoch  beanspmdiMi  dürfen,  dafi  sie  in 
das  zweite  oder  dritte  Stadinm  des  betrachteten  Versuchaktepers 
kommoi.  Schon  ans  der  Yer&nd^rung  des  Ansaehens  kann  man 
sehlieSen,  daß  das  Geffige  des  Stabes  gelitten  hat;  außerdem  würden 
eine  Brücke  oder  ein  MascbinenteQy  die  in  den  Znstand  des  Fließens 
kommen,  sich  derartig  in  der  Form  Yer&ndem,  dafi  sie  für  danemde 
Benntsong  nnbranchbar  werden.  Für  die  praktische  Verwendbar- 
keit  eines  Materials  ist  vor  aUen  Dingen  sein  Verhalten  in  dem 
ersten  Abschnitte  des  vorigen  Versuches  mafigebend.  Wir  wollen 
deshalb  in  diesem  Paragraphen  sun&chst  diesen  Abschnitt  der 
Formänderungen  näher  untersuchen. 

Zu  jeder  Belastung  P  gehörte  eine  bestimmte  Vergröfierung 
(bzw.  Verkleinerung)  der  ursprünglichen  Stabl&nge  I  •  Wir  wollen 
diese  Längenzunahme  (-abnähme)  mit  i  bezeichnen  und  nennen  sie 
,,die  zu  der  Belastung  P  gehörige  Yerlfingernng,  bzw.  Yerkttrsong  jl<*. 

TJm  aber  nicht  jedesmal  Zug  und  Druck  b^onders  unter* 
scheiden  zu  müssen,  wollen  wir  im  folgenden  allgemein  nur  von 
einer  „Verlängerung^'  A  sprechen,  und  geben  ihr  dafür,  wenn  es 
sich  um  Druck  handelt,  das  negative  Vorzeichen. 

Wir  finden  also  die  Verlängerung  X  eines  Stabes,  indem  wir 
von  der  Länge,  die  er  unter  der  Belastung  P  angenommen  hat, 
die  ursprüngliche  Länge  l  abziehen. 

2.  Da  sich  diese  Längenänderung  X  (annähernd)  gleichmäßig 
auf  die  gesamte  Stablänge  verteilt,  so  entfällt  auf  jedes  Zentim  et^^r 
derselben  ein  Betrag 

l ' 
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Diesen  Betrag  nennen  wir  die  „Behnong^^  (auch  ^^spezifische  Deh- 
ntmg^O  des  Stabes  bei  der  Belastung  P,  und  bezeichnen  ihn  mit  e« 

Der  Unterschied  zwischen  Verlängerung  X  und  Dehnung  e  ist 
also  der: 

X  bezeichnet  die  gesamte  Längenänderung  des  Stabes,  e  da« 
gegen  den  Betrag,  der  hiervon  auf  ein  cm  entfällt.  Man  hat 
diesen  Begriff  „Dehming''  eingeführt,  weil  man  auch  Stäbe  von 
verschfedenen  Längen  miteinander  vergleichen  muß.  In  diesem 
Falle  darf  man  nicht  die  gesamten  Verlängerungen  gegenüber- 
s.tellen,  da  der  längere  StiBbb  (bei  gleichen  Belastungen)  häufig  eine 
^ößere  Längenzunahme  erfährt  als  der  kürzere,  selbst  wenn  sein 
Material  weniger  nachgiebig  ist.  Man  muß  hier  vielmehr  die  Deh- 
nungen (also  die  Vergrößerung  pro  Längeneinheit)  miteinander 
vergleichen,  um  den  Unterschied  in  den  Materialien  der  beiden 
Stäbe  kennen  zu  lernen. 

3.  Außerdem  gehörte  zu  jeder  Zuglast  P  eine  bestimmte  Ver- 
kleinerung  des  Durchmessers  d.  Wir  bezeichnen  diese  Abnahme 
mit  d  und  nennen  sie  „die  zu  der  Belastung  P  gehörige  Zusammen- 
ziehung (Kontraktion)  d^^. 

4.  Da  sich  diese  Verkleinerung  ebenfalls  gleichmäßig  auf  die 
d  cm  des  Durchmessers  verteilt,  so  entfällt  auf  1  cm  eine  Abnahme 

von  -3-.     Dieses  Stück,  um  das  sich  also  jedes  Zentimeter  des 
d 

Durchmessers  zusammengezogen  hat,  bezeichnen  wir  mit  €g  und 
nennen  es  „Qnerdehnung'S  Durch  die  Einführung  dieses  Begriffes 
sind  wir  instand  gesetzt,  auch  Stäbe  von  verschiedener  Dicke  mit- 
einander zu  vergleichen.  (Bei  Druckbelastung  findet  statt  der 
Zusammenziehung  eine  Ausbauchung  statt.) 

IL  Der  Znsammenhang  iwiachen  den  Längg-  und  den 

Qaerfonnänderuniren. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  wir  eine  Beihe  von  Stäben 
von  verschiedenem  Material  und  verschiedenen  Abmessungen  in  der 
Weise  belasten,  daß  wir  auf  jeden  eine  beliebige  Last  P  (Zug) 
aufgebracht  haben.  Stab  1  mit  der  Länge  ^  cm  und  dem  Durch- 
messer dl  cm  erfahre  hierbei  eine  Verlängerung  X^  cm  und  eine  Zu- 
sammenziehung dl  cm.  Die  Dehnung  und  die  Querdehnung,  die 
der  Stab  bei  dieser  Belastung  P  erfährt,  können  wir  nun  durch 
Eechnung  bestimmen: 


k  -«      d, 
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In  derselben  Weise  gehen  wir  bei  Stab  2  vor,  der  die  Ab- 
messungen l^  und  dg  baben  möge.  Wir  bestimmen  wieder  durch 
Messung  die  Verlängerung  i^  und  die  Zusammenziebung  d^  j  und 
hierauf  durch  Bechnung 


V    '^'^^    '*'^^ 


Wenn  wir  nun  dieselbe  Untersuchung  bei  den  übrigen  Stäben 
Tomehmen,  so  bekommen  wir  natürlich  bei  jedem  Stabe  einen  be- 
sonderen Wert  für  die  Dehnung  e  und  die  Querdehnung  e^^  da 
das  eine  Material  sich  (sowohl  in  der  Länge  als  auch  in  der  Breite) 
im  aUgemeiaen  doch  andera  ausdehnt  als  das  andere  Material. 
Stellen  wir  aber  bei  jedem  Stabe  die  Dehnung  s  und  die  Quer- 
dehnung Cg  nebeneinander,  so  wie  wir  es  bei  1  und  2  getan  haben, 
so  zeigt  sich  folgende  auffallende  Tatsache: 

Wie  verschieden  die  e  und  e^  bei  den  verschiedenen  Stäben 
auch  ausfallen  werden,  bei  allen  Stäben  ist  die  Querdehnung  e^  ein  be- 
stimmter Bruchteil  der  Dehnung  f  •  Es  ergibt  sich  nämlich,  daß  e^ 
Bt-ets  der  SVste  Teil  von  e  ist. 

Man  muß  natürlich  beachten,  daß  derartige  Angaben  nur  so 
lange  güllig  sind,  als  sie  durch  Versuche  gedeckt  sind.  Der 
französische  Physiker  Poisson  hatte  versucht,  das  Verhältnis  von 
€g  zu  e  auf  Orund  der  Molekulartheorie  zu  bestimmen;  seine  An- 
gaben haben  sich  jedoch  nicht  bestätigt.  Wir  schlagen  jetzt  den 
sichereren  Weg  des  Versuches  ein,  indem  wir  bei  verschiedenen 
Stäben  nach  der  obigen  Methode  die  beiden  Dehnungen  ausrechnen 
und  miteinander  vergleichen.  Es  ergibt  sich  hierbei,  daß  dieser 
Bruchteil  allerdings  nicht  immer  unveränderlich  ist.  Es  zeigen 
sich  bei  den  verschiedenen  Materialien  Schwankungen  von  3  bis  4, 
so  daß  die  Zahl  3^8  i^ur  als  Mittelwert  anzusehen  ist.  Allgemein 
kann  man  schreiben: 


m 

wobei  m  mit  genügender  Genauigkeit  bei  den  technisch  wichtigen 
Materialien  gleich  3^/,  gesetzt  werden  kann.  Man  nennt  diese 
Zahl  m  die  Poissonsche  Konstante.  [Konstante,  weil  sie  bei  allen 
Materialien  (nahezu)  unveränderlich  ist.] 

Wir  haben  die  fieziehung  zwischen  Sg  und  e  der  Einfachheit 
wegen  nur  an  einem  auf  Zug  beanspruchten  Stabe  abgeleitet. 
Natürlich  gilt  sie  aber  in  sinngemäßer  Anwendung  ebenfalls  bei 
Druckbeanspruchung. 


t; 
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Beispiele. 

1.  Bei  einem  zylindrischen  Stabe  von  1  =  20  cm  Länge  und 
ä  «=  2fi  cm  Durchmesser  ergaben  sich  hei  einer  Belastung  P  eine 
VerlängeTung  X=0ftl7  cm  und  eine  Zusammenziehung  6  ^0j00052  cm. 

Wie  groß  waren  Dehnung  und  Querdehnungf 

Die  zu  der  Belastung  P  gehörige  Yerlängening  X  war  gleich 
0,017  cm.     Sie  verteilt  sieh  gleichmäßig  auf  l »  20,00  cm.    Pro 

Zentimeter  entfällt  somit  die  Dehnung  a  «    |^^    =  0,00085  • 

20 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  der  Betrag,  um  den  sich  1  cm 

in  der  Querrichtung  zusammengezogen  hat.     Wir  erhalten  Quer- 

0,00052      ^  ,^^^ 
dehnung  e^  —         ^ —  »=  0,00026  • 

Bei  diesem  Material  wäre  das  Verhältnis  von  e  zu  e^ 

0,00085:0,00026^3,27; 


js  ist  also 


^« ""  3,27  ' 


Der  Unterschied  zwischen  3,27  und  dem  als  Iformalzahl  an- 
gegebenen Wert  S^/s  ist  so  unbedeutend,  daß  wir  bei  solchen  Auf- 
gaben ruhig  mit  m  »=  SVs  rechnen  können. 

2.  Bei  einem  Stabe  von  1  =  50  cm  und  d  =  1,5  cm  wurde  bei 
einer  bestimmten  Belastung  P  eine  Verlängerung  X  »  0,032  cm  ge- 
messen. 

Wie  groß  ergeben  sich  hieraiM  Dehnung  e ,  Querdehnung  e^  und 
Zusamm&nziehung  d,  wenn  die  Poissonsche  Konstante  mit  3^1^  an- 
genommen  unrdf 

Zunächst  berechnen  wir 

X        0,032       ^  ^^^• 
e  =  —  =  — ^77 —  =  0,00064  • 

Nun  ist  «g  der  3Vste  Teil  von  c,  also 

Die  ZnsammenziehuDg  d  finden  wir  dann  aus; 

«« =  j ; 

3  =  e  .  d  =  0,000192 . 1,5  =  0,00029  cm. 
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W&re  in  diesem  Beispiele  nicht  1 ,  sondern  z.B.  i  durch  den 
Versnch  gefunden,  so  könnte  man  umgekehrt  l  und  die  anderen 
Größen  durch  Bechnung  bestimmen«  Allgemein  kann  man  sagen: 
Ist  bei  einem  solchen  Versuche  eine  L&ngen-  oder  Quer&nderung 
durch  Beobachtung  gefunden,  so  können  die  anderen  durch  Bech- 
nung bestimmt  werden.  Man  muß  aber  beachten,  daß  alle  Längen 
In  demselben  Mafistabe  (also  alle  in  Zentimeter  oder  alle  in  Meter  usw.) 
2U  messen  sind« 

§27- 
Die  spezifische  Spannung;  ' 

1.  Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  haben  wir  das  Haupt- 
gewicht darauf  gelegt,  die  Formänderungen  festzustellen,  die  der 
Körper  infolge  der  Belastung  P  erfahrt.    In  diesem  Paragraphen 
wollen  wir  nun  dieEräfte 
untersuchen,  die  im  In- 
nern des  Körpers  auf- 
treten, sobald  seine  End- 
flächen   durch    äußere 
Kräfte  beansprucht  wer- 
den.   Zu  diesem  Zwecke' 
denke  ich  mir  in  Fig.  64 
an  beliebiger  Stelle  einen 

Schnitt  vertikal  zur  Stabachse  gelegt.  Dieser  Schnitt  zerlegt  den 
Stab  in  die  Teile  I  und  II.  Am  Teil  I  greifen  an  der  linken 
Endfläche  Kräfte  an,  die  zusammen  P  kg  betragen.  Fol^ch 
mässen  auch  an  der  rechten  Endfläche  Kräfte  wirken,  deren 
Ersatzkraft  horizontal  und  gleich  P  ist;  mit  anderen  Worten: 
Teil  JI  muß  auf  Teil  I  Kräfte  ausüben,  die  zusammen  gleich  P 
sind.  Wie  diese  Kräfte  auf  dem  Querschnitte  verteilt  sind,  geht 
aus  dieser  Bedingung  noch  nicht  hervor.  Wenn  aber  der  Fall  so 
liegt,  wie  in  Fig.  64  angenommen,  daß  also  die  äußeren  Kräfte 
gleichmäßig  auf  der  Endfläche  verteilt  sind,  und  daß  der  Stab 
konstanten  Durchmesser  hat,  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  daß  auch 
in  dem  betrachteten  Querschnitte  die  vom  Teile  II  auf  Teil  I 
ausgeübten  Kräfte  gleichmäßig  verteilt  auftreten  werden.     Hat 

also  der  Querschnitt  die  Fläche  F  qcm,  so  entfallen  auf  jeden 

,  p 
qcm  Kräfte  im  Betrage  von  -=-• 

Diese  Kräfte,  die  im  Innern  des  Stabes  auftreten,  heißen 
fjbmere  Krätte^^  oder  „Spannungen^^    Insbesondere  nennt  man  die 


Fig.  04. 
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*  .  .  « 

Kraft,  die  im  Innern  pro  qcm  übertragen  wird,  die  jjSpezifüche 
Spannung^^  und  bezeichnet  sie  mit  a .  In  dem  durch  Fig.  64  dar- 
gestellten Belastungsfalle  können  wir  also  von  dieser  spezifischen 
SSpannung  aussagen: 

1.  Sie  steht  senkrecht  zum  Querschnitte. 

p 

2.  Sie  hat  an  jeder  Stelle  des  Querschnittes  die  Größe  a  »-  -=-; 

Ist  der  Körper  auf  Zug  beansprucht,  so  haben  zwei  im  Innern 
des  Körpers  aufeinanderliegende  Flächen  das  Bestreben,  sich  von- 
einander loszulösen;  ist  er  auf  Druck  beansprucht,  so  werden  diese 
Flächen  aufeinander  gepreßt.  In  der  Rechnung  bringt  man  diesen 
Gegensatz  in  der  Beanspruchung  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen 

zum  Ausdruck,  und  zwar  bezeichnet  man 
jp  gewöhnlich  Zugspannungen  mit  positivem 

TTp  und  Druckspannungen  mit  negativem  Vor- 

™y  zeichen. 

\  2.   Man  muß  aber  beachten,  daß  die 

\  obigen  Aussagen  1  und  2  nicht  mehr  gültig 

\  sind,  sobald  die  Voraussetzungen  der  Fig.  64 

\  nicht  erfüllt  sind.     Betrachten  wir  z.  B. 

L-,        Yig.  65,  die  einen  auf  Normalfestigkeit  be- 

\  anspruchten  Körper   von  veränderlichem 

\         Querschnitt  darstellt.     Hier  ist  es  wahr- 
\^}///m/m//M>^///mmm/m.      scheinlich,  daß  die  Spannungen  nicht  mehr 
pig  ß5^  senkrecht   zu    den  Querschnitten  stehen 

werden,  außerdem  werden  die  einzelnen 
Quadratzentimeter  einer  Querschnittsfläche  verschieden  große  Ejräfte 
übertragen.  Die  Ersatzkraft  sämtlicher  in  dem  betrachteten  Quer- 
schnitte übertragenen  Ejräfte  muß  natürlich  wieder  gleich  P  sein; 
wie  sich  aber  die  einzelnen  Teile  der  Fläche  an  dieser  Kraftüber- 
tragung beteiligen,  ist  nicht  ersichtlich.    Wenn  man  auch  in  solchen 

p 
Fällen  einfach  nach  der  Formel  a  =»  -^  rechnet,  so  weiß  man  zu - 

nächst  nur  das  eine,  daß  die  berechneten  Spannungen  und  die  in 
Wirklichkeit  auftretenden  nicht  übereinstimmen  werden. 

BeispleL 

An  einem  Bundeisenstabe  von  d  =  3,0  cm  Durchmesser  hängt 
eine  Last  von  P  =  6500  Jcg.  Wie  groß  ist  die  Spannung  in  dem 
Stabe?  '  •  t 
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Ein  senkrecht  zur  Stabachse  gelegter  Querschnitt  hat  den  Inhalt 

±  =  — ;; —  «  — -. — -  «=  7,07  qcm. 

Die  gesamt«  zu  übertragende  Last  beträgt 

P  =  6500  kg. 

Folglieh  entfällt  auf  ein  qcm  des  Querschnitts  eine  zu  übertragende 
Kraft  (Spannung) 


F        7,07  qcm  qcm 

Da  diese  Größe  die  Kraft  pro  qcm  bedeutet^  so  geben  wir  ihr  die 
Benennung  „kg  pro  qcm'^  (geschrieben  kg/qcm). 

Zusatz:  Ebenso  wie  wir  soeben  die  Spannung  in  einem  senk- 
recht zur  Stabachse  gelegten  Querschnitt  untersucht  haben,  kann 
man  auch  die  Spannungen  in  Querschnitten  untersuchen,  die  schräg 
zur  Stabachse  liegen.  Da  diese  Spannungen  aber  für  die  Bruch- 
gefahr des  Stabes  weniger  wichtig  sind,  so  braucht  darauf  nicht 
weiter  eingegangen  zu  werden. 


§28. 

Der  Zusammenhang  zwischen  Dehnung  und  Spannung 

(Das  Hook e  sehe  Gesetz). 

Sobald  die  Belastung  P  eines  Körpers  gegeben  ist,  können 
wir  die  im  Innern  des  Stabes  pro  qcm  übertragene  Ej'aft  a  be- 
rechnen, um  aber  die  infolge  dieser  Belastung  auftretende  Ge- 
staltänderung, die  Dehnungen,  zu  bestimmen,  waren  wir  bisher 
so  Yorgegangen,  daß  wir  uns  zunächst  X  durch  Messung  gefunden 
dachten  und  hieraus  die  e  berechneten.  Es  fragt  sich  nun,  ob  es 
möglich  ist,  die  e  direkt  aus  den  a  zu  bestimmen;  mit  anderen 
Worten:  ob  man  eine  Gleichung  aufstellen  kann,  in  der  o  und  s 
Yorkommen  und  ,aus  der  man  also  e  berechnen  kann,  sobald  a 
bekannt  ist. 

Auf  theoretischem  Wege  kann  man  diesen  Zusammenhang 
natürlich  nicht  herleiten.  Es  ist  wohl  klar,  daß  bei  wachsender 
Spannung  auch  die  Dehnungen  wachsen;  ob  sie  aber  bei  gleich- 
mäßig zunehmender  Spannung  ebenfalls  gleichmäßig  zunehmen, 
oder  aber,  ob  sie  schneller  oder  langsamer  wachsen  werden  als 
die  Spannungen,  darüber  kann  nur  der  Versuch  Aufischluß  geben. 

Fiseherj  Staük.  10 
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1.  Bei  einem  derartigen  Versuche  würde  man  also  so  vor- 
gehen: Man  belastet  einen  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Quer- 
schnitte F  zunächst  mit  P^  kg,  mißt  die  hierbei  entstehende  Ver- 
längerung i^  und  berechnet  die 

P  li 

Spannung    a^  =  -=f  ;  Dehnung    «i  = 


F  '  ^      ^        l 

Dann  verdoppelt  man  die  Belastung  auf  Pg  =  2Pi,  mißt  die 
zu  dieser  Belastung  gehörige  Verlängerung  X^  (indem  man  von  der 
neuen  Stablänge  die  ursprüngliche  Länge  l  subtrahiert)  und  be- 
rechnet 

Pi       2Pi       ^  Ajj 

^8-"jr  =  -^  =  2ai;  «2=X- 

In  derselben  Weise  stellt  man  Spannung  und  Dehnung  neben- 
einander für  den  FaU,  daß  der  Stab  durch  das  Dreifache,  Vier- 
fache usw.  der  Anfangsspannung  a^  beansprucht  wird. 

Führt  man  nun  einen  solchen  Versuch  z.  B.  mit  einem  Stahl- 
stab aus,  so  ergibt  sich,  daß,  wenn  man  die  Spannungen  auf  das 
Doppelte,  Dreifache,  Vierfache  usw.  der  Anfangsspannung  c^  er- 
höht, auch  die  Dehnungen  der  Eeihe  nach  das  Doppelte,  Drei- 
fache, Vierfache  usw.  der  Anfangsdehnung  e^  werden  (daß  also 
fg  =  2  Cj ,  C3  =  3  ^i ,  C4  =  4  ßj  usw.).  Mit  anderen  Worten:  bei 
Stahl  wachsen  die  Dehnungen  in  demselben  Maße  wie  die  Spannungen. 
Hat  die  Spannung  den  n- fachen  Betrag  von  a^  erreicht,  so  ist 
auch  die  zugehörige  Dehnung  e^  gleich  dem  n-fachen  der  Dehnung  c^. 

Aus  dieser  besonderen  Eigenschaft  des  Stahles  ergibt  sich  nun 
weiter  sofort  folgendes:  Dividiert  man  bei  der  ersten  Belastungs- 

* 

stufe  die  Spannung  durch  die  Dehnung,  — ,  so  wird  man  eine  be- 

h 

stimmte  Zahl  erhalten,  die  wir  E  nennen.    Also 


«1 


Dieselbe  Zahl  E  erhält  man  aber  auch,  wenn  man  bei  der 
s^ weiten,  dritten  usw.  Belastungsstufe  die  Spannung  durch  die 
Dehnung  dividiert ;  denn  es  ist 


— 

2s, 

— 

«^1 

=  ^, 

^ 
«» 

^ 

3  Ol 
de. 

= 

«^1 
«1 

=  ^ 

USW. 
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Allgftindn  kann  man  sagen:  bei  dem  vorliegenden  Material 
ist  ioM  VerMUnü  swisehen  Spmmung  und  Dehnung  für  oOe  SpwM^un§9- 
stufen  wne  um^oerandtrUck»  Zaid  E .  Diese  Verh&ltniszahl  E  nennen 
wir  den  „Wairtiiititsmoiüi**  des  Materials. 

8.  Um  diesen  Elastizititsmodnl  s.  B.  für  Stahl  su  bestimmen, 
werden  wir  also  so  vorgehen:  Wir  belasten  einen  Stahlstab  von 
der  L&nge  I  nnd  einer  Qnerschnittsflfiche  F  mit  einer  Last  P 
und  messen  die  bei  dieser  Belastong  entstehende  Yerlängerung  l . 
Bann  berechnen  wir 

p 

die  Spannung      o^  -=^       und 

die  Dehnung       £  »  y , 

Nun  dividieren  wir  Spannung  durch  Dehnung  und  finden 
hiermit  das  Verhältnis  dieser  beiden  Größen  zueinander 

6 

3.  Sobald  wir  nun  durch  diesen  einen  Versuch  die  Verhältnis- 
zahl E  bestimmt  haben,  können  wir  sie  benutzen,  um  eu  jeder 
anderen  Spannung  a  sofort  die  dazugehörige  Dehnung  e  anzugehen. 
Wir  lösen  einfach  die  obige  Gleichung  nach  e  auf   und  erhalten 

e*E  ==  a 


(I) 


Man  nennt  diese  außerordentlich  wichtige  Beziehung  das 
Elastizitätsgesetz  oder  das  Hookesche  Gesetz,  weil  der  englische 
Physiker  Hoolce  (gespr.  Huhk)  als  Erster  im  Jahre  1678  diese  Be- 
ziehung zwischen  Spannung  und  Dehnung  aufstellte. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann  man  nun  zu  jeder  beliebigen 
Belastung  P  die  Dehnung  e  und  Verlängerung  l  angeben,  sobald 
der  Elastizitätsmodul  des  betreffenden  Materials  bekannt  ist.  Ist 
z.  B.  ein  Stab  von  der  Länge  {  und  dem  Querschnitt  F  durch 
P  kg  belastet,  so  finden  wir  zunächst  die  Spannung 

P 


und  die  Dehnung 


^"f 


10' 
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Aus  der  Dehnung  e  ergibt  sich  ferner  sofort  die  Verlängerung  A, 
nämlich: 

c  =  -y-  ;       also       k  =  l' €  j  ' 

I 

was  ja  auch  aus  der  Erklärung  von  Verlängerung  und  Dehnung 
sofort  folgt.  Setzen  wir  hierin  den  für  e  gefundenen  Wert  ein, 
so  bekommen  wir 

oder,  in  anderer  Form, 


(ü) 


Diese  wichtige  Gleichung  ermöglicht  also,  zu  jeäm*  Belastung 
P  die  ztigehörige  Verlängerung  k  (und  hiermit  auch  die  sonstigen 
Formänderungen)  zu  berechnen. 


Dasselbe,  was  wir  soeben  bei  einem  Stahlstab  gesehen  haben, 
gilt  nun  auch  für  viele  andere  Mp^terialien,  z.  B.  Fluß-  und  Schweiß- 
eisen. Wenn  man  für  eines  dieser  Materialien  für  verschiedene 
Belastungsstufen  Pi ,  Pg ,  Pj  usw.  das  Verhältnis  von  Spannung 
zu  Dehnung  untersucht,  so  zeigt  sich  wieder,  daß  die  Verhältnis- 
zahl für  alle  Spannungsstufen  die  gleiche  ist.  Für  die  verschiedenen 
'Materialien  ergeben  sieh  im  allgemeinen  natürlich  auch  verschiedene 
Verhältniszahlen  E ;  aber  für  ein  und  dasselbe  Material  ist  die 
Verhältniszahl  von  a  zu  £  für  alle  Spannungsstufen  dieselbe.  (Ein- 
schränkungen  s.  §  29.)  Hat  man  also  aus  einem  Versuch  diese 
Verhältniszahl  \&  bestimmt,  so  kann  man  mittels  Formel  (I)  zu 
irgendeiner  Spannung  a  die  zugehörige  Dehnung  e,  oder  mittels 
Formel  (II)  zu  einer  Belastung  P  die  zugehörige  Verlängerung  X 
Ausrechnen.  Somit  bildet  das '  Hookesche  Gesetz  die  Brücke,  die 
von  den  äußeren  Kräften  (Lasten)  zur  Berechnung  der  Form- 
änderungen hinüberführt. 

Die  Verhältniszahlen  E  für  die  verschiedenen  Materialien  sind 
in  §  33  zusammengestellt.  Bevor  wir  aber  an  die  Einübung  des 
Hookeschen  Gesetzes  durch  Beispiele  herangehen,  müssen  wir 
noch  einige  wichtige  Einschränkungen  besprechen. 
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§29. 
n  zum  Hookesehen  Gesetz« 


Zu  dem  Hookeschen  Gesetze  ist  noch  zweierlei  zu  bemerken: 

1.  Es  gibt  eine  Anzahl  wichtiger  Stoffe  (Gußeiseni  Kupfer« 

Bronze,  Steine,  Zement,  Leder  u.  a.},  für  die  es  überhaupt  nicht 

gilt.    Wenn  man  bei  einem  derartigen  Material  bei  einer  beliebigen 

Spannung,  z.B.  a^  =  500,  die  zugehörige  Dehnung  e^  durch  Messung 

bestimmt  (aus  e^  =  -^J  ,  so  findet  man  natürlich  auch  hier  durch 

Division  von  a^  durch  e^  eine  bestimmte  Zahl  E .  Wenn  man 
dann  aber  mit  Hilfe  dieser  Zahl  E  für  eine  andere  Spannung  a  die 

zugehörige  Dehnung  £  =  -—  ausrechnet  und   diesen  Wert  durch 

Messung  kontrolliert,  so  zeigt  sich  eine  erhebliche  Abweichung 
zwischen  dem  gerechneten  und  dem  beobachteten  Werte  von  e. 
Diese  ist  dadurch  verursacht,  daß  bei  den  angeführten  Materialien 
die  Dehnungen  nicht  mehr  in  demselben  Maße  wachsen  wie  die 
Spannungen;  bei  den  meisten  Stoffen  wachsen  die  e  schneller 
als  die  a ,  bei  den  anderen  wieder  nehmen  sie  langsamer  zu.  Der 

Bruch  —  ist  hier  also  für  jede  Spannung  ein  anderer,  so  daß  wir 
e 

für  das  betreffende  Material  überhaupt  keinen  bestimmten  Wert 
E  angeben  können. 

Andrerseits  müssen  wir  aber  eine  Beziehung  zwischen  e  und 
a  haben,  um  zu  jeder  Kraft  P  die  Verlängerung  X  ausrechnen  zu 
können.  Professor  v.  Bach  (Stuttgart)  und  sein  damaliger  Assistent, 
Herr  Schule,  haben  nun  eine  andere  Gleichung  zwischen  Spannung 
und  Dehnung  aufgestellt,  die  „die  gesuchte  Gesetzmäßigkeit  inner- 
halb der  für  die  ausführende  Technik  in  Betracht  kommenden 
Spannungsgebiete  befriedigend  zum  Ausdruck  bringt'^  (Vgl.  v.  Bach, 
„Elastizität  und  Festigkeit''.)  Diese  Gleichung  lautet  (in  etwas 
anderer  Schreibart  als  in  dem  angeführten  Werke) 

**=■¥• 

Hierin  sind  m  und  E  Zahlen,  die  für  jedes  Material  durch  Ver- 
suche bestimmt  werden.  Hierbei  ergibt  sich  oft,  daß  für  ein  und 
denselben  Körper  für  Zugbeanspruchungen  andere  Zahlen  m  und 
E  gelten,  als  für  Druckbeanspruchungen. 
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Wenn  m  und  E  für  einen  Körper  bekannt  sind,  so  können 
wir  aus  der  Belastung  P  zunächst  o  bestimmen ,  hieraus  dann 
nach  der  obigen  Gleichung  e  und  damit  die  Verlängerung  A  =  e  •  { • 
Man  nennt  das  obige  Gesetz  das  „Potenzgesetz''  (weil  o  als  Potenz 
vorkommt).  Es  ermöglicht  also,  zu  einer  Belastung  P  die  zu- 
gehörige Verlängerung  des  Stabes  zu  bestimmen  und  vertritt  dem- 
nach das  Hookesche  Gesetz  bei  den  Materialien,  bei  denen  das 
letztere  nicht  gültig  ist. 

2.  Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Stoffe,  bei 
denen  das  Hookesche  Gesetz  gültig  ist.  Dieses  sind  namentlich 
Stahl  und  Schmiedeeisen.  Wenn  man  bei  einem  von  diesen  Materia- 
lien für  eine  Spannung  oi  das  Verhältnis  J?  »  —  bestimmt,  dann 
mit  Hilfe  dieser  Zahl  E  für  beliebige  andere  Spannungen  o  die 
dazugehörigen  Dehnungen  e  =  -=  berechnet  und  diese  gerechneten 

Werte  durch  Messung  am  Versuchsstabe  kontrolliert,  so  zeigt  sich 
eine  recht  gute  Übereinstimmung  der  gerechneten  mit  den  ge- 
messenen Dehnungen.  Wenn  man  aber  mit  der  Spannung  immer 
höher  geht,  bei  Flußeisen  z.  B.  bis  auf  ca.  1800  kg/qcm,  und  nun 

für  diese  hohe  Spannungen  die  zugehörigen  Dehnungen  e  =  -r=^  aus- 

rechnet  und  dann  durch  Messung  kontrolliert,  so  zeigt  sich  von 
einem  bestimmten  Punkte  aus,  daß  die  gerechneten.  Dehnungen 
kleiner  sind  als  die  direkt  abgemessenen.  Mit  anderen  Worten: 
diese  Körper  haben  eine  bestimmte  Grenze,  bis  zu  der  das 
Hookesche  Gesetz  gültig  ist.  Geht  man  mit  der  Spannung 
über  diese  Grenze  hinaus,  so  sind  die  Dehnungen  nicht  mehr 
proportional  den  Spannungen,  sondern  wachsen  schneller  als 
diese.  Diese  Grenze  heißt  die  „Proportionalitätsgrenze*^  {Propartions - 
grenze). 

Sobald  diese  Körper  über  die  Proportionalitätsgrenze  be- 
ansprucht werden,  verhalten  sie  sich  also  ähnlich  wie  die  unter 
1.  genannten  Stoffe.  Das  Verhältnis  von  a :  €  ist  nicht  mehr  un- 
veränderlich, sondern  ist  von  der  jedesmaligen  Spannung  a  ab- 
hängig. Man  könnte  wohl  durch  Versuche  für  diese  Körper  eine 
Beziehung  zwischen  e  und  a  bekommen,  um  £  auch  noch  für 
Spannungen  zu  berechnen,  die  über  der  Proportionalitätsgrenze 
liegen.  Dieses  hätte  jedoch  wenig  praktischen  Zweck,  da  wir 
mit  solchen  hohen  Spannungen  aus  anderen  Gründen  nicht  arbeiten 
dürfen. 
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Man  kann  übrigens  den  Zusammenhang  der  nnter  1,  und  2, 
genannten  Körper  auch  noch  anders  ausdrückeui  indem  man  sagt: 
die  unter  2.  aufgeführten  Stoffe  haben  eine  Proportionalitätsgrenze 
bei  1600,  1800,  2000  usw.,  je  nach  dem  Material;  die  unter  1.  ge- 
nannten Körper  haben  dagegen  eine  Proportionalitätsgrenze  in 
der  Nähe  von  Null.  Es  gibt  nämlich  Untersuchungen  in  der 
theoretischen  Physik  (z.  B.  Bestimmung  der  Geschwindigkeit,  mit 
der  der  Bchall  von  festen  Körpern  fortgeleitet  wird),  bei  denen 
die  elastischen  Schwingungen  eine  große  Bolle  spielen.  Hier  haben 
die  Physiker  auch  bei  Steinen  einfach  das  Hookesche  Gesetz  an- 
genommen und  dabei  eine  recht  gute  Übereinstimmung  zwischen 
Bechnung  und  Experiment  gefunden«  Hierdurch  ist  dann  direkt 
bewiesen,  daß  bei  den  kleinen  Spannungen ,  die  bei  diesen  Vor- 
gängen im  Steinkörper  auftreten,  die  Dehnungen  proportional  sind 
den  Spannungen.  Man  kann  also  auch  bei  diesen  Materialien  von 
einer  Proportionalitätsgrenze  reden ,  nur  daß  diese  sehr  nahe  an 
Null  Uegt. 

§30. 

Beispiele  seu  §  28  und  §  29. 

Einleitung.  Bevor  wir. an  die  Berechnung  von  Zahlenbeispielen 
gehen,  wollen  wir  ]uns  noch  über  die  Maßstäbe,  in  denen  wir  die 
einzelnen  bisher  yorgekommenen  Größen  messen  werden,  einigen. 

Zunächst  die  Verlängerung  X.  Sie  ist  die  Zunahme,  die  die 
Länge  eines  Stabes  erfahren  hat.  Sie  selbst  ist  also  ebenfalls 
eine  Länge  und  muß  im  Längenmaitetab  gemessen  werden.  Wir 
geben  ihr  deshalb  die  Bezeichnung  „cm''.  (Ebenso  gut  z.  B. 
auch  „m'^;  bequemer  rechnet  es  sich  aber  mit  cm.) 

Die  Dehnung  e  ist  entstanden  aus  dem  Bruche  X:l.  Haben  *" 
wir  nun  zwei  Längen,  z.  B.  6  cm  und  2  cm,  so  ist  das  Verhältnis  der 
beiden  gleich  6:2  =  3.  Die  Zahl  3  hat  keinen  besonderen  Maß- 
stab (sie  ist  weder  in  cm  noch  in  irgendeinem  anderen  Maßstabe 
zu  messen);  sondern  sie  ist  eine  „unbenannte''  („absolute")  Zahl. 
Also  tritt  auch  die  Dehnung  e  als  eine  unbenannte  Zahl  auf. 

Die  Last  P  messen  wir  meistens  in  kg  (bisweilen  auch  in  t). 

Die  Bpanmmg  a  ist  entstanden  durch  Division  der  Last  P 
durch  die  Fläche  F ;  also  aus  kg :  qcm.  Sie  erhält  also  den  Maß- 
stab kg :  qcm,  wofür  man  meistens  schreibt  kg/qcm  oder  kg/cm^. 

T>er  ElaatizitäUmodul  E  ist  entstanden  aus  Spannung :  Dehnung; 
also  aus  Division  von  kg/qcm  durch  eine  unbenannte  Zahl.  Wenn 
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man  nun  z.  B.  6  cm  durch  die  unbenannte  Zahl  3  dividiert,  so 
bekommt  man  das  Eesultat  2  cm;  also  hat  das  Eesultat  denselben 
Maßstab  wie  die  ursprüngliche  Zahl.  Wenn  man  demnach  kg/qcm 
durch  die  unbenannte  Zahl  e  dividiert,  so  hat  das  Eesultat  die 
Bezeichnung  kg/qcm.  Den  Elastizitätsmodul  E  messen  wir  also 
in  kg/qcm. 

Über  diese  Bezeichnungen  oder  „Dimensionen'',  die  man  in 
der  Physik  den  einzelnen  Größen  zulegen  muß,  ist  ja  schon  sehr 
viel,  und  zwar  meistens  sehr  viel  Unklares,  zusammengeschrieben 
worden.  Man  darf  nicht  vergessen,  daß  diese  Bezeichnungen  nur 
verhüten  sollen,  daß  nicht  in  derselben  Eechnung  dieselbe  Größe 
einmal  z.  B.  in  kg  und  das  andere  Mal  in  t  vorkommt.  Ist  E 
aus  einem  Versuche  gefunden,  bei  dem  die  Lasten  P  in  kg  und 
die  Verlängerung  A  in  cm  gemessen  wurden,  so  geben  wir  E  die 
Bezeichnung  kg/qcm.  Wollen  wir  jetzt  eine  Eechnung  durch- 
führen, bei  der  alles  in  t  und  m  ausgedrückt  ist,  so  dürften  wir 
eigentlich  das  vorher  gefundene  £  hierzu  gar  nicht  benutzen,  sondern 
müßten  es  aus  einem  Versuche  bestimmen,  der  ebenfalls  in  t 
und  m  ausgeführt  wurde.  Statt  dessen  sagen  wir:  Ergab  sich  E 
bei  dem  ersten  Versuche  z.  B.  gleich  2200000,  so  müssen  diese 
die  Bezeichnung  kg/qcm  bekommen.     !N'un  sind 

2200000-^  =  2200000  • ,  }J^^  ^     =  2200000  •  10—  =  22000000  —  . 
qcm  1/10000  qm  qm  qm 

Diese  Zahl  für  E  hätte  sich  also  ergeben,  wenn  E  aus  einem  Ver- 
suche bestimmt  wäre,  in  dem  die  >l  in  m  und  die  P  in  t  gemessen 
wären.  Jetzt  können  wir  in  einer  Eechnung,  in  der  alle  übrigen 
Größen  in  t  und  in  i^  ausgedrückt  sind,  diese  Zahl  22000000  als 
das  Verhältnis  von  Spannung  und  Dehnung  einführen.  Die  Besultate 
'  /erscheinen  dann  natürlich  ebenfalls  in  t  und  in  m. 


Erste  Aufgrabe. 


An  dem  in  Fig.  66  gezeichneten  Flußeieenstäbe  wurde  hei  einer 
Belastung  P  « 19200  kg  eine  Verlängerung  X  gleich  0^0112  cm  ge- 
messen. Wie  groß  ist  der  Elastizitätsmodul  des  Materials,  und  weiche 
Formänderungen  wird  dieser  Stab  infolge  einer  Last  von  30000  kg 
ausführen? 

a)  Zunächst  bestimmen  wir  die  Spannung  o  in  dem  Stabe« 
Lege  ich  an  beliebiger  Stelle  einen  Querschnitt  a »  dessen  Flächen- 
inhalt P  =  6.Ä  =  4,0-6,0  =  24,0  qcm 
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ist,  so  entfällt  auf  jeden  Qaadratzentimeter  des  Querschnitts  eine 

Kraft 

P       19200  kg       ^^,    , 

a  =  —  =^  — — 2-  „  800  kg/qcm. 

^  F        24,0  qcm  ' 

Dann  berechnen  wir  die  Dehnung  e,  die  bei  dem  Versuche 
auftrat.     Es  ist 

,  =  I  „  Ogll?^  =  0,000373  . 
{  30,0  cm 

Aus  a  und  e  bestimmen  wir  schließlich  das  Verhältnis,  in  dem 
bei  diesem  Stabe  die  Spannung  zur  Dehnung  steht.  Dieses  Ver« 
hältnis  E  ist: 

b)  Jetzt,  da  wir  E  gefunden  haben,  können  wir  auch  für 
jede  andere  Belastung  die  Formänderungen  berechnen,  da  ja  Fluß- 


S^uiiitüC 


Fig.  66. 


eisen  zu  den  Materialien  gehört,  die  dem  Hookeschen  Gesetze  ge- 
horchen. Vorausgesetzt  ist,  daß  die  Spannung  infolge  der  neuen 
Belastung  unterhalb  der  Proportionalitätsgrenze  ist.  Wir  be- 
stimmen also  für  die  neue  Belastung 

P'=  30000  kg 
zunächst  die  Spannung 

30000  kg       ^_.  ,    , 

o  =  -jr-TT^ —  =  1250  kg/qcm. 

24,0  qcm  ®'^ 

Sie  liegt  unterhalb  der  Proportionalitätsgrenze.  Also  dürfen  wir 
die  Formeln  (I)  und  (n)  (§  28)  verwenden.    Wir  finden 

A'     TW.        ^  ^  1250  kg/qem  nnnnKo^i 

die  DehDUDg  >  -  ;g  =  ^  140000  kg/qcm  ^  ^'^^^  > 

bzw. 

Äi^  v..ia«cnr,,«^  1  -  ZlL  -  30000  kg.  30  cm  _  900000 kg >  cm 

oie  Verlängerung  ^  —  ^ .  jy»  -  2140000  kg/qom  •  24,0  qcm  —    51360000  kg~ 

==  0;01'r5  om. 

(NatürUch  ist  auch  A  =  s .  l  =  0,000584  •  30  cm  =  0,0175  cm.)  Man 
beachte  bei  diesem  Beispiel,  daß  man  die  Benennungen  kg,  cm. 
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kg/qcm  tisw.  genau  so  miteinander  multipliziert,   gegeneinander 

forthebt  usw.,  wie  bei  gewöhnlichen  Zahlen  multipliziert,  gehoben 

usw.  wird- 

Will  man  außerdem  die  Zusammenziehungen  feststellen,  so 

berechnet  man 

e        0,000584 
'^"^m 3V; 0,00017. 

Denke  ich  mir  also  auf  einer  der  Seitenflächen  ein  -Quadrat 
von  1  cm  Seitenlänge  abgeteilt,  so  geht  dieses  in  ein  Bechteck 
über,  dessen  eine  Seite  gleich  1,00058  cm  und  dessen  andere  gleich 
0,99983  cm  ist.  Die  Formänderung  des  ganzen  Stabes  wird  derart 
sein,  daß  infolge  dieser  Belastung  von  P  »  30000  kg  seine  Länge 
um  0,0175  cm  zunimmt;  die  6  cm  lange  Seite  des  Querschnittes 
um  6  •  0,00017  —  0,00102  cm  und  die  4  cm  lange  Seite  um 
4  •  0,00017  »  0,00068  cm  abnimmt.  Würde  man  diese  Zahlen  durch 
Messung  kontrollieren,  so  bekäme  man  eine  sehr  gute  Überein* 
Stimmung  zwischen  Theorie  und  Praxis. 

Zweite  Aufgabe, 

Wie  groß  muß  die  Kraft  P  sein,  die  einen  Bundstdb  aus  Stahl 
f^on  I  =  250  cm  und  d^  4  cm  um  X  ->  0^14  cm  ausdehnt?  (S  für 
Stahl  gleich  2200000  kg/qcm.) 

Die  Verlängerung  X  ist  gleich 

"*      EF  ' 
Hieraus 


0,14 


l 
2200000-12,57 


250 
-=  15500  kg. 

Dritte  Aufgabe« 

Bei  der  in  Fig.  67a  dargestOUen  Brüclce  von  6X  4,00  =  24,00  m 
Spannweite  werden  die  Untergurtstabe  bei  Belastung  der  Brüche  auf 
Zug  beansprucht.  Die  Bp(mnung  im  Stabe  1  sei  a  '=  750  hgjqcm; 
im  Stabe  2  sei  a  =  800  hgjqcm,  und  im  Stabe  3  sei  a  =  850  hg/gcm. 
Infolge  dieser  Zugspannungen  dehnen  sich  die  Untergurtstabe  aus, 
so  daß  das  bewegliche  Lager  eine  Verschiebung  nach  rechts  erfährt. 

Wie  groß  ist  diese  Verschiebung?    {JE  =  2150000  kg/qcm.) 


—    155    — 

Der  Stab  1  liat  eine  Spannung  yon  750  kg  pro  qcm.    Er  er- 

750 
fährt  also  eine  Dehnung  «i  =*  oiKnnnn  ^"'^  ^^  Yerl&ngerang 

,  ,      750.400      -,. 

ii  =  ^1-1=  2150000  ■°^'^**''°- 

Infolge  der  Durcbsenkung  der  Brücke  versdiiebt  sich  Pankt  0 
nicht  nnr  horizontal^  sondern  auch  vertikal,  so  daß  der  Stab  A  0 
die  Lage  J.  (7^  (Fig.  67  b)  annimmt.  Hierin  ist  AC  die  Länge, 
die  der  Stab  infolge  der  Ausdehnung  erhalten  hat.  Zieht  man 
noch  die  Vertikale  0'0'\  so  stellt  CO'*  die  Verschiebung  des 
Punktes  0  in  horizontaler  Sichtung  und  C"0'  die  Verschiebung 
in  vertikaler  Sichtung  dar.  Letztere  ist  aber  immer  sehr  gering, 
so  daß  wir  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  A  C"0'  die  Kathete  A  0" 


Fig.  67. 

gleich  der  Hypotenuse  setzen  können.  (Wäre  CO' =  0,1  cm,  so 
wäre  bei  Ausrechnung  nach  dem  Pythagoras  der  Unterschied 
zwischen  AO"  und  AO'  ungefähr  0,00001  cm.)  Wir  erhalten 
somit  die  Horizontalverschiebung  des  Punktes  C  gleich 

JL(7''~  JLC  =  ^C- ilO  =  (400  +  ii)  -  400  =  ;ii  . 

Punkt  2>  wird  nun  zunächst  um  dasselbe  Stück  X^  nach  rechts 
verschoben,  da  er  mit  0  fest  verbunden  ist;  außerdem  erleidet  er 
noch  infolge  der  Ausdehnung  des  Stabes  2y  l^,  eine  Verschiebung 
horizontal  nach  rechts  und  vertikal  nach  unten.  Letztere  können 
wir  wieder  vernachlässigen,  so  daß  nur  die  Verschiebung  i^  zu 
der  Verschiebung  i^  hinzukommt.  Der  gesamte  Weg  von  Punkt  2> 
im  horizontalen  Sinne  ist  also  gleich  Xi  +  X^. 

In  entsprechender  Weise  ergeben  sich  die  Verschiebungen  der 
anderen  Punkte  als  die  Summe  aus  den  Verlängerungen  der  Stäbe, 
die  zwischen  dem  betreffenden  Punkte  und  dem  festen  Lager  A 
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liegen,  and  wir  erbalten  somit  die  Verschiebung  des  bewegliohea 

^  (760  +  800  +  850  +  850  +  800  +  750)  >  400 
""  2150000 

=  0,89  cm. 

Zu  diesem  Werte  muß  man  nun  noch  die  Verschiebung  in- 
folge Temperaturänderung  addieren.  Der  Ausdehnungskoeffizient 
für  Temperaturen  ist  beim  Eisen  Vssooo*  Dieses  bedeutet:  Er- 
wärmt sich  ein  Eisenstab  um  1^  G,  so  dehnt  er  sich  um  Vssooo 
seiner  Länge  aus.  Bechnen  wir  bei  dieser  Brücke  mit  einer  Tem- 
peraturerhöhung von  35°  gegenüber  der  Montagetemperatur,  so 
wäre  also  diese  Ausdehnung 

.         2400  ■  35       ^^^ 
^^  =  85000        =  °'^^  "°^- 

m 

Die  gesamte  Verschiebung  am  beweglichen  Lager  ergibt  sich  dar- 
nach zu  0,89  +  0,99  «  1,88  cm. 

Man  muß  aber  beachten,  daß  diese  Ableitung  nur  zulässig 
ist,  wenn  der  Untergurt  horizontal  ist;  bei  einer  schrägen  Lage 
des  Stabes  Ä  0  hätte  sich  die  horizontale  Verschiebung  des  Punk- 
tes 0  nicht  einfach  gleich  Xi  ergeben,  sondern  wäre  außerdem  noch 
abhängig  von  dem  !N^eigungswinkel  des  Stabes. 

Vierte  Aufgabe, 

« 

Ein  Deckenträger  van  X  N.  P.  30 j  der  eine  Länge  van  l «  400  em 
hatj  wird  um  i  =  100°  erhitzt.  Welche  Druckkraft  entsteht  in  dem 
Stäbe  f  wenn  infolge  fester  Auflagerung  seine  Wärmeausdehnung  ge- 
hindert istf    iE  =  2 160  000  kg/qcm.) 

Wäre  der  Stab  so  gelagert,  daß  er  sich  frei  ausdehnen  kann, 

so  würde  er  infolge  dieser  Temperaturerhöhung  von  100°  sich 

yerlängern  um 

100-400      ^^ 

"15Ö0Ö °'^  ''°'- 

Die  Druckkraft,  die  von  den  Auflagern  auf  den  Stab  ausgeübt 
wird,  muß  nun  so  groß  sein,  daß  sie  den  Stab  gerade  um  0,5  cm 
verkürzen  würde.  In  diesem  Falle  heben  sich  die  Wirkungen  der 
Druckkraft  und  der  Temperaturänderung  auf  und  der  Stab  be- 
hält seine  ursprüngliche  Länge.  Nun  berechnen  wir  die  zu  der 
Verkürzung  X  gehörige  Druckkraft  P  wie  in  Beispiel  2  aus 


^  '"  EF  ' 
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PI 


=  0,5 


l 

2150000-69,0 


400 

=  185  400  kg. 

p 
Wenn  man  hierzu  die  Spannung  o  =  -=-  ausrechnet,  so  sieht  man, 

daß  diese  bereits  weit  über  der  Proportionalitätsgrenze  liegt.  Die 
obige  Eechnung  kann  also  nur  als  Annäherung  betrachtet  werden, 
da  jenseits  der  Proportionalitätsgrenze  eine  genaue  Berechnung 
der  P  aus  den  X  nicht  mehr  möglich  ist.  Sie  zeigt  aber,  welche 
großen  Kräfte  bei  einem  Brande  (bei  dem  Temperaturerhöhungen 
bis  über  800^  vorkommen)  auftreten,  sobald  die  Eisenkonstruktionen 
in  ihrer  Ausdehnung  gehindert  sind« 


§31. 
Die  Dehnungskarye. 

L  Graphisehe  Darstellnngr  des  Hookesehen  Gesetzes. 

Derartige  Untersuchungen,  wie  die  Beziehung  zwischen  Span- 
nung und  Dehnung,  werden  immer  am  klarsten,  wenn  man  sie 
zeichnerisch  darstellt.  Wir  wollen  also  den  zu  Anfang  des  §  28 
ausgeführt  gedachten  Versuch  noch  einmal  durchnehmen,  dabei 
aber  die  Ergebnisse  sofort  graphisch  auftragen. 

1.  Wir  beginnen  damit,  daß  wir  den  Stab  zunächst  mit  P^  kg 
belasten,  die  Verlängerung  X^  messen  und  hieraus  durch  Eechnung 

P  X 

die  Spannung  Oi^^  -~  und  die  Dehnung  q  =-  -^  bestimmen.    Nun 

tragen  wir  in  Fig.  68  die  Spannung  o^  und  die  Dehnung  e^  als 
Strecken  auf,  errichten  auf  deren  Endpunkten  Lote  und  finden 
Punkt  1. 

Dann  verdoppeln  wir  die  Belastung,  messendie  Verlängerung 
jl, ,  tragen  o^  ^  2  a^  und  e^  ab  und  bestimmen  Punkt  2 . 

In  derselben  .Weise  finden  wir  die  Punkte  3 ,  4  usw.,  indem 
'Wir  die  Spannungen  auf  das  Dreifache,  Vierfache  usw.  anwachsen' 

lassen  und  die  zugehörigen  Dehnungen  aus  £  "="  -y-  bestimmen.    6e- 
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horcht  nun  das  vorliegende  Material  dem  Hookeschen  Gesetze, 
d.  h.  wachsen  die  Dehnungen  proportional  den  Spannungen ,  so 
muß  sich  £^^2*^9  h'^^^hj  Ci^^-e^  usw.  ergeben  haben.  In 
der  Figur  zeigt  sich  dieses  in  der  Weise,  daß  die  Punkte  1^  2^  3y  4 
u9tD.  auf  einer  Geraden  liegen. 

Wenn  wir  nun  die  Spannung  weiter  steigern  bis  auf  Oj ,  hierzu 
die  Dehnung  &j  bestimmen  und  Punkt  7  zeichnen,  so  ergibt  sich, 
daß  dieser  Punkt  nicht  mehr  auf  der  Oeraden  0 — 6  liegt.  Die 
Dehnung  ist  nämlich  jetzt  schneller  gewachsen  als  vorhin,  wodurch 
Punkt  7  eine  Abweichung  nach  rechts  erhalten  hat.  Der  Punkt  P 
in  Fig.  68  war  also  die  letzte  Stelle,  bis  zu  der  Proportionalität 


Fig.  68. 

zwischen  Spannung  und  Dehnung  herrschte.  Über  P  (d.  h.  a^) 
hinaus  ist  die  Dehnung  nicht  mehr  proportional  der  Spannung, 
sondern  sie  wächst  schneller  als  diese.  Der  Punkt  P  bedeutet  aUo 
nack  §  29,  2  die  PtoporHanaZiUUsgrenxe  des  Materials. 

2.  Vergrößern  wir  nun  die  Spannungen  über  P  hinaus  noch 
weiter,  so  wachsen  die  Dehnungen  also  immer  schneller,  bis  wir 
schließlich  zu  einem  zweiten  Punkte,  F,  kommen,  von  dem  aus  das 
„Fließen''  des  Stabes  beginnt  (vgl.  §  25).  Diesen  Punkt  nennen  wir 
die  „Fließgrenze'S  »^Streekgrenze^^  oder  (bei  Druck)  „Quetsehgrenze^^ 

3.  Von  der  Fließgrenze  aus  wachsen  also  die  Dehnungen  noch 
viel  schneller,  als  vorhin  auf  der  Strecke  PF.  Selbst  wenn  die 
Spannung  nur  um  einen  ganz  geringen  Betrag  zunimmt,  wächst 
die  Dehnung  sehr  bedeutend.  Schließlich  tritt  dann  die  Zer- 
störung ein. 
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Die  in  Fig.  68  gefundene  Kurve  heißt  die  DehnungsJcurve  des 
betreffenden  Materials.  Sie  gibt  zu  jeder  Spannung  a  die  zu- 
gehörige Dehnung  £  an.  Besonders  ausgezeichnet  sind  auf  ihr  die 
beiden  Punkte  P  und  F.  Bis  zum  Punkte  P  gilt  das  Hookesche 
Gesetz;  von  P  bis  ^  wachsen  die  Dehnungen  zwar  nicht  mehr 
proportional  den  Spannungen,  doch  halten  sie  sich  immerhin  in 
geringen  Grenzen;  von  F  ab  wachsen  die  Dehnungen  ganz  unver- 
hfiltnismäBig  yiel  schneller  als  die  Spannungen, 


n«  Graphische  DanteUnng  des  Potenigeseties« 

Um  nun  noch  ein  Material  kennen  zu  lernen,  das  nicht  dem 
Hookeschen  Gesetze  gehorcht,  denken  wir  uns  denselben  Yeisuch 
mit  einem  Gußeisenkörper  ange- 
stellt. Wir  tragen  wieder  die  zu- 
gehörigen o  und  B  auf,  Fig.  69. 
Jetzt  erhalten  wir  aber  für  die 
Pimkte  i,  2,  2  usw.  keine  gerade 
Linie,  sondern  die  obenerwähnte 
Krümmung  fängt  bereits  bei  Punkt  0 
an.  Wenn  wir  hier  die  Verhältnisse 


«1 


^ 
«« 


— ,  —  usw.  bilden ,  so  zeigt  die 


->£ 


Fig.  69. 


Figur  deutlich,  daß  jeder  Spannung  a 

ein  besonderer  Wert  —  entspricht. 

Wie  nun  in  §  29  gezeigt,  kann  man  bei  diesen  Körpern  die 
Dehnung  e  berechnen  aus: 


«  = 


Für  Gußeisen  z.B.  ist  tii=-l,08  und  J5  =  1200000;  doch 
ändern  sich  diese  Zahlen  erheblich  je  nach  der  Beschaffenheit  des 
Materials  und  sollen  hier  nur  als  Beispiel  herausgegriffen  werden. 
Will  man  nun  z.  B.  für  a  =  200  die  Dehnung  berechnen,  so  hat 
man  (mittels  logarithmischer  Ausrechnung) 


€  = 


200*'" 
1200000 


1200000  "  ^'^^^  • 


Wenn  man  in  derselben  Weise  für  alle  Spannungen  die  Deh- 
nungen berechnet  und  mit  den  Werten  vergleicht,  die  der  Versuch 
ergibt,  so  zeigt  sich  in  der  Tat  eine  recht  gute  Übereinstimmung. 
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Professor  v.  Bach  gibt  in  seinen  Werken  (v.  Bach:  „Elastizität 
imd  Festigkeit^';  y.  Bach:  ,,Die  Maschinenelemente'')  die  Formel 
für  e  in  der  Form  «  ; 

Die  Zahl  a  wird  als   j^Dehnungskoeffizient^^   bezeichnet;  sie 

1 
entspricht  dem  Werte  -=-  •     (Bei  dem  vorliegenden  Gußeisenstabe 

1       \ 
wäxe  (X  •=      ^^^Q  I .    Setzt  man  a  =  1 ,  so  wird  e  =  a  .  1"*  =  a ; 

d.  h.  der  Koeffizient  (x  gibt  die  Dehnung  an,  die  bei  der  Span- 
nung 1  entsteht.  Da  a  aber  immer  als  kleiner  Bruch  auftritt» 
so  ist  es  schließlich  bequemer,  die  Gleichung  für  e  in  der  Form 
zu  schreiben,  wie  wir  es  getan  haben,  und  wie  sie  in  fast  sämt- 
lichen Büchern  gebräuchlich  ist.  Die  Bedenken,  die  Herr  v.  Bach 
gegen  diese  Schreibart  anführt,  stützen  sieh  auf  eine  inkorrekte 
Herleitung  des  Begriffes  „Elastizitätsmodul";  sie  treffen  nicht 
mehr  zu,  wenn  man  E  als  das  Verhältnis  von  o :  s  betrachtet,  wie 
in  §  28  geschehen  ist. 

§31a. 
Zusammenfassung  zum  6.  Yortrag. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  die  einfachste  Beanspruchungs- 
art, nämlich  die  Normalfestigkeit,   untersucht.     Und  zwar  sind 
folgende  Fragen  behandelt: 
I.  Die   Gestaltänderung  eines  gezogenen,    bzw.    gedrückten 
Stabes  (§  25,  26). 
IL  Die  Spannung  im  Innern  des  Stabes  (§  27). 
IIL  Der  Zusammenhang    zwischen  .G.estaltänderung   und 
Spannung    (ausgedrückt    durch    das    Hookesche    oder    das 
Potenzgesetz;  §28—31). 


6.  Vortrag: 
Praktische  Anwendungen  der  Lehre  von  der  Normalf estigkeit. 

§32. 
Die  zulässigen  Spannungen. 

Wir  wollen  jetzt  die  für  die  Praxis  wichtigste  Frage  behan- 
deln: Welche  Abmessungen  müssen  wir  einem  Stabe  geben,  damit 
er  mit  Sicherheit  die  an  ihm  angreifenden  Lasten  tragen  kasin^t 
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1«  SIeherheit  g^ea  Bruch. 

Der  naheliegendste  Weg  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  der, 
daß  wir  von  dem  betreffenden  Material  durch  Versuche  feststellen, 
bei  welcher  Spannung  der  Bruch  eintritt.  Bezeichnen  wir  dann 
diese  Spannung  mit  Oßf  so  können  wir  festsetzen:  die  Konstruktion 
ist  so  auszuführen,  daß  die  Spannung  infolge  der  Last  P  nicht 
größer  ist  als  ein  Bruchteil  von  Oß.  Diese  Grenze,  die  die 
Spannungen  im  Körper  nicht  überschreiten  dürfen,  nennen  wir 
die  „zulässige  Spannung  Jt^.  Sie  darf  immer  nur  einen  gewissen  Teil 
von  Ob  betragen,  da  wir  auch  für  den  Fall  Sicherheit  haben  müssen, 
daß  die  betreffende  Konstruktion  überlastet  wird,  daß  sich  Fehler 
im  Material  vorfinden  usw.  Ist  das  Material  gegen  Zug  und  Druck 
verschieden  widerstandsfähig,  so  muß  die  Bruchspannung  für  beide 
Belastungsarten  bestimmt  werden  und  hieraus  die  zulässige  Span- 
nung für  Druck  und  für  Zug  gesondert  ermittelt  werden. 

Wenn  wir  nach  dieser  Methode  die  Grundlagen  für  die  Dimen- 
siom'erang  schaffen,  so  müssen  wir  aber  auf  alle  Fälle  beachten, 
daß  die  Bruchspannung  unter  denselben  Umständen  zu  bestimmen 
ist,  unter  denen  das  Material  nachher  als  Konstruktionsteil  ver- 
wendet wird.  Es  ist  ja  eine  bekannte  Tatsache,  daß  z.  B.  ein 
auf  Biegung  beanspruchter  Stab,  der  hin  und  her  gebogen  wird, 
schon  bei  einer  viel  geringeren  Kraftanstrengung  bricht,  als  ein 
Körper,  der  nur  nach  einer  Seite  abgebogen  wird.  Ähnliche  Ver- 
hältnisse liegen  bei  Zug  und  Druck  vor.  Ein  Stab,  z.  B.  die  Kolben- 
stange einer  Dampfmaschine,  der  abwechselnd  gezogen  und  ge- 
drückt wird,  erweist  sich  als  viel  weniger  widerstandsfähig  als  ein 
anderer  Körper,  z.  B.  ein  Tragseil,  das  gleichmäßig  durch  eine 
ruhende  Last  beansprucht  wird. 

Die  genauen  Untersuchungen  darüber  verdanken  wir  in  erster 
Linie  Wöhler.    Er  stellte  die  Versuche  in  der  Weise   an,  daß  er 

I.  einen  Stab  durch  eine  allmählich  von  Null  anwachsende 
Last  P/  zum  Zerreißen  brachte.  Die  größte  Spannung,  die  hier- 
bei im  Stabe  auftrat,  wollen  wir  oj  nennen  (sog.  „Tragfestigkeit' ^); 

n.  einen  Stab  belastete,  dann  entlastete,  hierauf  wieder  die 
Last  aufbrachte,  dann  wieder  entlastete  usf.  und  hierbei  die  Kraft 
P//  feststellte,  die  gerade  ausreichte,  um  den  Stab  zum  Zerreißen 

zu  bringen.     Die  zu  Pjj  gehörige  Spannung  ou  «  -^  ist  die  sog. 

„tTrsprungsfestigkeit^^  (weil  der  Stab  hierbei  abwechselnd  in  seinem 
ursprünglichen,  spannungslosen  Zustande  und  im  belasteten  Zu- 
stande ist).  Hierbei  ist  also  die  Spannung  im  Stabe  zuerst  0, 
dann  <7//,  dann  wieder  0,  dann  on  usf. 

Fischer,  SLntik.  11 
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III.  einen  Stab  durch  eine  Kraft  auf  Zug  belastete,  dann  mit 
derselben  Kraft  auf  Druck  beanspruchte,  dann  die  Elraft  wieder 
als  Zugkraft  wirken  ließ  usf.  und  hierbei  feststellte,  welche 
Kraft  P///  bei  dieser  Belastungsweise  erforderlich  ist,  um  den 
Bruch  des  Körpers  herbeizuführen.    Die  zu  dieser  Kraft  gehörige 

Spannung  <J///  =  -^  wollen  wir  „Schwingungsfestigkeit"  nennen. 

Bei  dieser  Belastung  ist  die  Stabspannung  zuerst  +oiuj  dann 
^Ojiij  dann  +<^///  ^isf. 

Bei  diesen  Versuchen  zeigten  sich  nun  folgende  Besultate: 

Ist  bei  der  unter  I  genannten  Belastungsart  eine  Kraft  Pg 
von  z.  B.  12000  kg  erforderlich,  um  den  Yersuchsstab  zu  zer- 
reißen, so  genügt  bei  der  Belastungsart  II  bereits  eine  Kraft  von 
8000  kg  und  bei  der  Belastungsart  III  sogar  schon  eine  Kraft 
von  4000  kg ,  um  den  Bruch  herbeizuführen.  Die  Bruchspannungen 
(auch  Bruchfestigkeiten  genannt)  verhalten  sich  also  hei  diesen  drei 
Belastungsarten  wie  3:2:1 . 

Diese  Versuche,  die  später  von  Bauschinger,  Weyrauch, 
y.  Bach  u.  a.  fortgesetzt  und  ergänzt  wurden,  sind  von  der 
größten  Wichtigkeit  für  die  Praxis.  Man  weiß  jetzt,  daß  man 
bei  der  Festsetzung  der  zulässigen  Spannung  vor  allen  Dingen 
die  Belastungsart  des  betreffenden  Konstruktionsteiles  zu  berück- 
sichtigen hat.  In  den  Tabellen  über  Zug-  und  Druckfestigkeit 
ist  oft  nur  die  Bruchspannung  für  die  I.  Belastungsart  angegeben, 
da  diese  am  einfachsten  durch  den  Versuch  zu  bestimmen  ist. 
Soll  nun  das  Material  für  eine  Konstruktion  verwendet  werden, 
die  abwechselnd  Zug  und  Druck  aufzunehmen  hat,  so  weiß  man 
jetzt,  daß  es  bei  dieser  Belastung  nur  den  dritten  Teil  der  an- 
gegebenen Festigkeit  besitzt.  Hiervon  nimmt  man  dann  einen 
bestimmten  Bruchteil  als  zulässige  Spannung. 

Wenn  bei  größeren  Bauwerken,  z.  B.  Brücken,  einzelne  Teile 
nur  auf  Zug  oder  Druck,  andere  dagegen  abwechselnd  auf  Zug 
und  Druck  (je  nach  der  Laststellung)  beansprucht  werden,  wird 
man  für  die  ersteren  höhere  Beanspruchungen  zulassen  als  für  die 
zweiten.  Nach  diesem  (Gesichtspunkte  ist  die  Laimhardt- Weyrauch- 
sehe  Formel 

<j  =  ao  (1  +  i  ö>) 

aufgestellt.  In  dieser  bedeutet  Oq  eine  gewisse  Orundspannung, 
z.  B.  800  kg/qcm,  und  cd  ist  das  Verhältnis  der  kleinsten  zu  der 
größten  Spannkraft  eines  Stabes.   Hat  ein  Stab  z.  B.  einen  größten 


"o 
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Zag  von  20000  kg  utd  einen  größten  Drack  von  10000  kg,  so 
ist  für  ihn  die  zulässige  Spannung 

{,   ,1     - 10000  \  (.   ,    1     -1\      3 

o-«^o^l+2-+20000>'=''<'r+2--2-J=T''»- 

Dagegen  ist  für  einen  anderen  Stab,  der  bei  der  einen  Last- 
Stellung  die  größte  Spannkraft  von  40000  kg  Zug  und  bei  einer 
anderen  die  kleinste  Spannkraft  von  8000  kg  Zug  erhält,  bei  dem 
also  überhaupt  keine  Druckspannungen  vorkommen,  eine  Spannung 

zulässig. 

Derartige  Formeln  für  die  zulässige  Spannung  erfahren  bei 
größeren  Brückenbauten  unter  Berücksichtigung  der  besonderen 
Umstände  noch  häufig  Abänderungen.  Immer  aber  ist  der  Orund- 
gedanke  maßgebend :  Ein  Stab,  dessen  Spannkräfte  stark  schwan- 
ken, ist  vorsichtiger  zu  dimensionieren  als  ein  anderer,  dessen 
Spannkraft  weniger  veränderlich  ist. 

2.  Sicherheit  gegen  «n  groBe  Formändeniiigen. 

Wenn  man  nach  diesen  unter  1.  entwickelten  Gesichts- 
punkten die'  zulässige  Spannung  bestimmt,  so  erzielt  man  Kon- 
struktionen, die  tatsächlich  gegenüber  der  Bruchgefahr  die  Sicher- 
heit haben,  die  man  in  dem  betreffenden  Falle  für  erforderlich 
hält.  Nun  kommt  es  aber  sowohl  bei  Maschinenteilen  als  auch  bei 
EisenkonstruktioQen  noch  darauf  an,  wie  sich  die  Konstruktion  im 
Betriebe  verhält.  Sie  kann  sehr  wohl  genügende  Sicherheit  gegen 
Bruchgefahr  haben,  sobald  sie  aber  schon  bei  normaler  Belastung 
zu  große  Durchbiegungen  usw.  zeigt,  ist  sie  trotzdem  unbrauchbar. 

Wir  kommen  hierdurch  zu  einem  anderen  Gesichtspunkte 
für  die  Querschnittsbestimmung.  Wenn  man  nämlich  einen  Fluß- 
eisenstab  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  belastet,  so  daß  er  sich 
ausdehnt,  und  hierauf  die  Belastung  abnimmt,  so  zieht  er  sich 
ebenso  viel  zusammen,  wie  er  sich  vorher  ausgedehnt  hat.  Be- 
lastet man  ihn  über  diese  Grenze  hinaus,  so  zieht  er  sich  nach 
der  Entlastung  nicht  mehr  vollständig  zusammen;  der  Stab  nimmt 
also  nicht  mehr  die  Gestalt  an,  die  er  ursprünglich  hatte,  sondern 
es  ist  ein  sog.  ^yDehnungsrest^^  zurückgeblieben.  Man  nennt  diese 
Grenze  die  ^^Elastizitätsgrenze^^  Sie  liegt  gewöhnlich  etwas  ober- 
halb der  Proportionalitätsgrenze,  so  daß  die  für  diese  gefundene 
Zahl  auch  häufig  einfach  als  Elastizitätsgrenze  genommen  wird. 

Es  ist  nun  klar,  daß  bei  einer  Konstruktion,  die  dauernd 
im  Betriebe  sein  soll,  die  Elastizitätsgrenze  nirgends  überschritten 

11* 
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werden  darf.  Sobald  dieses  geschehen  würde,  würde  die  Kon- 
struktion bei  Belastung  und  darauffolgender  Entlastung  nicht 
mehr  die  ursprüngliche  Gestalt  annehmen,  sondern  bereits  bleibende 
Formänderungen  zeigen.  Diese  vergrößern  sich  bei  jeder  folgen- 
den Be-  und  Entlastung,  wodurch  dann  im  Betriebe  Störungen 
hervorgerufen  werden.  Außerdem  weist  schon  der  Umstand,  daß 
das  Material  nicht  mehr  seine  ursprüngliche  Gestalt  annehmen 
kann,  darauf  hin,  daß  beim  Überschreiten  der  Elastizitätsgrenze 
gewisse  ungünstige  YeränderuDgen  im  Gefüge  stattgefunden  haben. 

Zusammenfassung« 

Wir  haben  also  bei  der  Querschnittsbestimmung  nach  zwei 
Gesichtspunkten  zu  verfahren: 

1.  Bücksicht  auf  eine  gewisse  Sicherheit  gegen  Bruchgefahr, 

2.  Eücksicht  auf  eine  gewisse   Sicherheit   gegen  unzulässige 
Formänderungen. 

Im  allgemeinen  sind  die  nach  1.  zu  bestimmenden  zulä^igen 
Spannungen  die  kleineren,  so  daß  sie  für  die  Dimensionierung  in 
Betracht  kommen.  Wenn  man  aber  z.  B.  bei  der  Berechnung 
eines  Dachbinders  außer  dem  Eigengewicht  noch  größte  Schnee- 
last und  größten  Winddruck  als  Belastung  eingeführt  hat,  trotz- 
dem die  beiden  letzteren  Belastungen  niemals  gleichzeitig  auftreten 
können,  so  wird  man  die  zulässige  Spannung  nicht  nach  der  üb- 
lichen Sicherheit  gegen  Bruch  bestimmen,  sondern  hier  bis  zu  der 
Elastizitätsgrenze  hinaufgehen.  Deshalb  schreibt  z.  B.  die  Preu- 
ßische Eisenbahnverwaltung  in  diesem  Falle  füir  Flußeisen  eine 
zulässige  Spannung  bis  zu  1600  kg/qcm  vor.  Ebenso  wird  man 
hohe  Eisenkonstruktionen,  z.  B.  Fördertürme,  so  bauen,  daß  sie  bei 
normalem  Betriebe  nur  geringe  Beanspruchungen  erleiden;  dagegen 
kann  man  beim  Zusammentreffen  aller  ungünstigen  Belastungs- 
möglichkeiten Spannungen  bis  zu  der  Elastizitätsgrenze  gestatten. 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  sind  auch  die  amtlichen  Vor* 
Schriften  aufgestellt  (s.  Band  II.  2.  Teil). 


§33. 
Zasammenstellong  einiger  für  die  Praxis  wichtigen  Angaben. 

In  der  folgenden  Tabelle  sollen  nur  für  einige  der  wichtigsten 
Materialien  die  Angaben  über  Elastizitätsmodul,  Proportionalitäts- 
grenze usw.  zusammengestellt  werden.    Die  Zahlen  können  dann 
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als  Anhaltspunkte  für  statische  Berechnungen  dienen.  Doch  sind 
sie  natürlich  nur  als  Mittelwerte  aufzufassen,  da  die  meisten 
Materialien  (z.  B.  Gußeisen,  Beton  u.  a.)  je  nach  der  Herstellung 
ganz  verschieden  ausfallen  können. 

Zu  den  einzelnen  Zahlen  ist  noch  folgendes  zu  bemerken: 

1.  Gußeisen,  die  Steine,  Mauerwerk,  Beton  und  zum  Teil  auch 
die  Hölzer  gehorchen  nicht  dem  Hookeschen  Gesetze.  Hier  läßt 
sich  also  kein  Elastizitätsmodul  angeben.  Wo  es  doch  geschehen 
ist,  sind  die  Zahlen  nur  als  Notbehelf  (zur  Umgehung  des  un* 
angenehmen  Potenzgesetzes)  aufzufassen. 

2.  Wo  nicht  das  Hookesche  Gesetz  gilt,  existiert  natürlich 
auch  keine  Proportionalitätsgrenze. 

3.  Die  FUeß-,  bzw.  Quetschgrenze  ist  auch  nicht  bei  allen 
Materialien  wahrnehmbar  ausgeprägt.  Gußeisen  springt  bei  zu 
starkem  Druck  plötzlich  auseinander;  ebenso  die  Steine. 

4.  Die  Bruchfestigkeit  hängt  sehr  von  der  Herstellung,  Be- 
arbeitung usw.  des  Materials  ab.  Bei  vielen  Stoffen  ist  sie  für 
Zug  und  Druck  verschieden;  bei  einigen  sehr  klein,  bzw.  nicht 
genau  untersucht. 

5.  Die  zulässigen  Spannungen  schwanken  ebenfalls  sehr  stark. 
Ob  Mauerwerk  und  Beton  auch  Zug  aufnehmen  darf,  darüber 
sind  sich  die  Gelehrten  noch  nicht  einig. 

Auf  Grund  dieser  Festigkeitszahlen  kann  man  nun  den  er* 
forderlichen  Querschnitt  eines  auf  Zug  oder  Druck  beanspruchten 
Stabes  bestimmen.  Da  diese  Aufgabe  namentlich  für  die  Kon* 
struktion  der  Fachwerke  wichtig  ist,  soll  sie  nicht  hier,  sondern 
später  im  Anschluß  an  die  Berechnung  der  Fach  werke  noch  genauer 
besprochen  werden.  Daselbst  finden  sich  auch  die  weiteren  Angaben 
über  Stoßverbindungen  von  Stäben  usw. 


§34.  ^ 

Einige  statisch  unbestimmte  Autgaben, 

Wir  wollen  jetzt  noch  einige  Aufgaben  behandeln,  zu  deren 
Lösung  die  Regeln  der  Statik  allein  nicht  ausreichen,  und  die  wir 
daher  als  statisch  unbestimmt  bezeichnen.  Ihre  Lösung  geschieht» 
indem  wir  außer  der  Statik  noch  die  Festigkeitslehre  zur  Hilfe 
nehmen«  Es  sollen  hier,  ohne  die  allgemeine  Theorie  der  statisch 
unbestimmten  Systeme  zu  geben,  als  Abschluß  dnige  lehrreiche 
Anwendungen  des  bisher  Durchgenommenen  gezeigt  werden. 
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Zum  Verständnis  möge  vorher  eine  allgemeine  Übersicht  über 
die  folgenden  Aufgaben  gebracht  werden.  Es  handelt  sich  um  die 
Berechnung  von  Stabkräften;  d.  h.  von  solchen  Kräften,  die  von 
einzelnen  Stäben  auf  einen  Körper  bzw.  Punkt  ausgeübt  werden. 
Diese  Berechnungen  werden  wir  in  drei  voneinander  verschiedenen 
Abschnitten  erledigen: 

1.  Da  die  Stabkräfte  den  betreffenden  Körper  (Punkt)  im 
Oleichgewicht  halten ,  können  wir  zunächst  die  Oleichgewichts* 
bedingungen  der  Statik  anwenden  (Abschnitt  I).  Wir  schreiben 
also  die  Bedingungen  an  und  haben  somit  eine  Oruppe  von  Olei« 
chungen,  in  denen  die  Unbekannten  vorkommen.  Hierbei  wird 
sich  aber  zeigen,  daß  wir  mehr  Unbekannte  als  Oleichungen  haben. 
Wir  müssen  also  noch  weitere  Oleichungen  aufsuchen,  um  die  Un- 
bekannten berechnen  zu  können. 

2.  Nun  gehen  wir  auf  die  Formänderungen  (Verlängerungen 
bzw.  Verkürzungen)  der  einzelnen  Stäbe  ein.  Da  die  Stäbe  elastisch 
sind,  so  wird  der  Angrifbpunkt  (bzw.  Angriffskörper)  unter  der 
Einwirkung  der  Last  etwas  nachgeben«  Aus  dieser  Bewegung 
können  wir  dann  Beziehungen  zwischen  den  Formänderungen  der 
verschiedenen  Stäbe  aufstellen.  Wir  bleiben  aber  nicht  bei  den 
Formänderungen  stehen,  sondern  drücken  diese  mittels  desHookeschen 
Gesetzes  [Oleichung  (11)  in  §  28]  durch  die  Spannkräfte  aus.  Auf 
diese  Weise  bekommen  wir  also  eine  Eeihe  von  Oleichungen,  in 
denen  ebenfalls  die  Spannkräfte  vorkommen* 

3.  'Sun  nehmen  wir  die  unter  1  und  2  gefundenen  Oleichungen 
zusammen  und  haben  dann  ebensoviel  Oleichungen  wie  Unbekannte. 
Die  weitere  Arbeit  ist  dann  rein  mathematisch:  Es  sind  diese  Olei* 
chungen  aufzulösen  und  hierdurch  die  Unbekannten  zu  bestimmen. 

Beim  Durcharbeiten  der  folgenden  Aufgaben  wird  dieser 
Gedankengang  noch  klarer  werden. 

Erste  Anfgabe. 

Ein  Punkt  m  (Fig.  70  a),  der  durch  drei  Stäbe  gestützt  ist,  ist 
durch  eine  vertiTcäle  Kraft  P  belastet.  Die  Spannhräfte  in  den 
ßtäben  sind  zu  ermitteln! 

1«  Die  Kräfte,  die  von  den  Stäben  auf  den  Punkt  ausgeübt 
werden,  nenne  ich  8^  81  und  8^.  Zusammen  mit  der  Last  P 
halten  sie  den  Punkt  m  im  Oleichgewicht.  Wir  können  also  die 
Oleichgewichtsbedingungen  anschreiben  (§  5) 

(I)  8^  •  cos«  =»  8i  •  cos«  , 

(II)  Äj .  sin«  +  8i .  sin«  +  Äg  ==  P  . 
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In  diesen  zwei  GleichuDgen  sind  drei  Unbekannte  {8i ,  81  und  8^). 
Wir  können  sie  also  noch  nicht  auflösen,  sondern  müssen  noch 
eine  weitere  Beziehung  aufsuchen.  Dieses  geschieht,  indem  wir 
auf  die  Formänderungen  der  Konstruktion  eingehen. 

2.  Infolge  der  Belastung  P  senkt  sich  der  Punkt  m.  Die 
beiden  Stäbe  1  mögen  gleichen  Querschnitt  haben.  Dann  kann 
sich  der  Punkt  m  nur  vertikal  abwärts,  nicht  schräg  zur  Seite, 
verschieben,  so  daß  die  drei  Stäbe  1 ,  1  und  2  die  in  Fig.  70b  ge- 
zeichnete Lage  einnehmen.  Die  Zusammendrückungen  der  Stäbe 
1  und  2  mögen  li  und  l^  beißen.  Aus  der  Fig.  70b  können  wir 
nun  eine  Beziehung  zwischen  den  Zusammendrückungen  X^  und  i^ 
der  Stäbe  1  und  2  ableiten.    Nämlich: 


Fig.  70. 


Bezeichnen  wir  die  Einsenkung  des  Punktes  m  mit  d ,  so  ist 
zunächst 

Ebenso  drücken  wir  die  Verkürzung  der  Stäbe  1  durch  d  aus. 
Die  Verkürzungen  sind  nämlich  nach  Fig.  70b  gleich  am  —  am\ 
worin  a  m  die  ursprüngliche  und  a  m'  die  zusammengedrückte  Stab- 
länge  bezeichnen.  Fällen  wir  noch  von  m^  auf  a  m  das  Lot  m^m^, 
so  können  wir  mit  genügender  Genauigkeit  am'^^am^  setzen; 
denn  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke,  dessen  eine  Kathete  ver- 
schwindend klein  ist  gegenüber  den  anderen  beiden  Seiten,  ist  die 
Hypot-enuse  gleich  der  anderen  Kathete;  vgl.  Aufgabe  3  in  §  30. 
(Man  muß  beachten,  daß  in  Fig.  70  b  die  Strecke  d  gegenüber  den 
Stablängen  in  viel  zu  großem  Maßstabe  dargestellt  ist.)  Wir  haben 
also  die  Verkürzung  von  Stab  i,  Ai,  gleich  am  --  am'^==  m7n\ 
Nun  ist 

folglich 

mm''  =  d'Sinoc  , 
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so  daß  sich  ergibt: 

>li  =  5 -sin«  . 

Schreiben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen 

;,  =  « 

und 

Xi  =  ^'Sina 

zusammen,  so  ergibt  sich  direkt  die  Beziehung  zwischen  den  bdden 
Zusammendrückungen 

~-  =  smÄ  , 

Da  aber  nicht  die  Zusammendrückungen  gesucht  sind,  sondern  die 
Spannkräfte,  so  müssen  wir  noch  k^  und  l^  ausdrücken  durch  8i 
und  8^.    Hierzu  dient  das  Hookesche  Oesetz.    Es  ist 


h 


worin  \  und  F^  die  Länge  und  den  Querschnitt  der  beiden  gleich- 
starken Stäbe  1,  und  l^  und  F^  die  Länge  und  den  Querschnitt 
des  Stabes  2  bedeuten.    E  ist  der  Elastizitätsmodul. 

Wir  haben  also  aus  der  Betrachtung  der  elastischen  Form« 
änderung  die  Beziehung  gefunden: 

3.   Kun  bringen  wir  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  und  die  zu- 
letzt gefundene  Gleichung  (III)  zusammen: 

(I)  iSj-cosÄ  «=  iSi-cosÄ  , 

(II)  8i .  siUÄ  +  8i .  sina  +  8^^?^ 

/TT-r\  8t»lt  8a  »la 

(HI)  -^ y-^.sm«. 

Dieses  sind  drei  Gleichungen,  aus  denen  sich  die  drei  Unbekannten 
ausrechnen  lassen  müssen.    Zunächst  ergibt  sich  aus  Gleichung  (I): 

(la)  8,  =  8[ . 
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Die  Gleichung  (III)  wollen  wir  schreiben: 


(III  a) 


Äi  =  Ä8T-jr-«Q« 


Diesen  Wert  in  Gleichung  (II)  eingesetzt,  ergibt  (da  8i  =  8i  ist) : 


(IIa) 


Ä,^^sin««  +  S,  A.^8in»«  +  8, 


&  = 


■=P, 


'2 


( 


2A|L8in»«  +  l) 


h  F, 


Entsprechend  ergibt  sich  8^  i 


(2sin«  +  ^.^J-)* 

Sobald  also  die  Längen,  Quersclinittsfläclien  und  Neigangs- 
winkel  der  Stäbe  gegeben  sind,  können  wir  die  unbekannten  Stab- 
kräfte 8i  und  8^  berechnen. 

Die  soeben  behandelte  Aufgabe,  bei  einem  durch  drei  Stäbe 
gestützten  Punkte  die  Stabkräfte  zu  bestimmen,  hat  nicht  nur 

theoretischen  Wert.  Betrachtet 
man  Fig.  71,  die  den  oberen  Teil 
eines  Dachbinders  mit  Laterne  dar- 
stellt,  so  erkennt  man,  daß  sie 
ohne  weiteres  zur  Bestimmung 
der  Kräfte  in  den  Stäben  1  und  2 
verwendet  werden  kann.  Wenn 
^"^  man  für  dieses  System  einen  zu- 
sammenhängenden Kräfteplan  für 
Binder  und  Laterne  zeichnen  will, 
80  stoßt  man  bei  der  Laterne  stets  auf  Schwierigkeiten.  Dieses 
kommt  daher,  weil  das  System  innerlich  statisch  unbestimmt  ist, 
wie  wir  später  sehen  werden.  Man  hilft  sich  dann  meistens  da- 
durch, daß  man  den  Stab  2  für  die  Eechnung  einfach  fortläßt  oder 
auch  auf  andere  Art.  Durch  die  vorigen  Untersuchungen  sind 
wir  aber  in  der  Lage,  die  Berechnung  auch  korrekt  durchzuführen. 
Ist  z.  B. 

1^^120  cm;     ?j  =  100cm;     Fi  =  F^^8ftqcm    und    ««=30% 
so  ergibt  sich 


Fig.  71. 
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»  100     8,0 

P  P 


Äi  = 


0,42  +  1,00        1,42 
0,71  P ; 

2 . 0,5  +  120  8,0     1 


100   8,0  0,5 
P  P 


1,00  +  2,40        3,40 
«0,29P. 

Man  sieht  also,  daß  der  mittlere  Stab  den  weitans  größten 
Teil  der  Last  anfzunelxmen  hat,  während  die  beiden  seitlichen  nur 
je  mit  0,29  P  beansprucht  werden.  Würde  man  bei  dieser  Bech- 
uung  noch  berücksichtigen,  daß  auch  die  Fnßpnnkte  a,  a^  b  sich 
infolge  der  Belastung  des  Binders  etwas  verschieben,  so  würde 
sich  der  auf  Stab  2  entfallende  Anteil  von  P  vielleicht  noch  größer 
ergeben  als  0,71  P .  Trotzdem  will  ich  damit  durchaus  nicht 
sagen,  daß  man  in  solchen  Fällen  die  Annäherungsmethoden  auf- 
geben und  das  soeben  entwickelte  Verfahren  verwenden  soll.  Für 
die  Spannungen  im  Binder  ist  es  ziemlich  gleichgültig,  in  welcher 
Weise  die  Laterne  die  Lasten  überträgt;  und  die  einzelnen  Stäbe 
in  der  Laterne  werden  schon  aus  Eonstruktionsgründen  genügend 
stark  genommen.  Es  sollte  nur  einmal  gezeigt  werden,  wie  man 
derartige  Fälle  behandeln  kann. 

Zweite  Aolgabe. 

Das  in  Fig.  72  dargestellte  Kra/ngerüst  ist  in  a  durch  einen 
Bolzen  und  in  h  durch  die  beiden  Stäbe  1  und  2  gestützt.  Die 
Spannhräfte  8i  und  82  dieser  beiden  Stabe  infolge  der  Last  P  sind 
zu  berechnen. 

1.  An  dem  Erangerüst  wirken  im  ganzen  vier  'Kräfte:  P, 
Si ,  S2  und  A ;  letztere  ist  schräg  gerichtet,  da  a  das  feste  Lager 
der  Konstruktion  darstellt.  Da  der  Körper  im  Oleichgewicht  sein 
soll,  so  müssen  diese  Kräfte  die  drei  Bedingungen  erfüllen: 

(I)  iSj •  cosäj  +  Sj  •  cosÄj  =  A  •  cosä  , 

(11)  Si  •  sin«!  +  S2  •  siuÄa  +  P  =  J.  •  sin«  , 

(ni)  Srqi  +  S^^q^^P'p. 
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Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  Horizontalprojektion   von  A 
mit  H  uncTdie  Vertikalprojektion  mit  F,  also 

A  •  cosä  =  jff  ;      J.  •  sin«  =  F, 


8o  lauten  die  Gleichungen: 

(I)  8^  •  cos«!  +  Sj  •  cosöCj  —  JST 

(II)  Äj  •  sinÄj  +  Ä,  •  sin«a  —  F 

(III)  i8fi-^i  +  Sa.&  =  -P-p. 


0, 


In  diesen  drei  Gleichungen  kommen  vier  Unbekannte  {8i  fS^jH  und  F) 
vor;  also  sind  sie  noch  nicht  16sbar.  Wir  müssen  deshalb  aus  dem 
elastischen  Verhalten  der  Konstruktion  noch  eine  vierte  Gleichung 
ableiten. 


Fig.  72. 

3.  Infolge  der  Last  P  bekommen  die  Stäbe  1  und  2  Zug« 
Spannungen,  sie  dehnen  sich  also  aus,  und  Stab  ab  macht  eine 
Ideine  Drehbewegung  um  sein  festes  Lager  a.  In  Fig.  72  b  ist 
Stab  ah  in  seiner  neuen  Lage  ab'  gezeichnet.  Dazu  ist  noch 
Stab  1  in  seiner  neuen  und  in  seiner  alten  Lage  dargestellt.  Seine 
Verlängerung,  A^,  ist  also  gleich  cy—ch.  Die  Verschiebung  d 
des  Punktes  b  ist  in  Wirklichkeit  ein  Kreisbogen  um  a  mit  dem 
Radius  ab.  Da  dieser  Bogen  jedoch  verschwindend  klein  ist, 
können  wir  ihn  ersetzen  durch  die  Tangente  im  Punkte  6 ,  d.  h. 
wir  nehmen  bb'  als  horizontale  Gerade  an.  Fällen  wir  jetzt  das 
Lot  b^y  auf  die  Verlängerung  von  c&,  so  können  wir  außerdem 
cb'=^cb''  setzen  (aus  demselben  Grunde  wie  in  Aufgabe  3  von 
§  30  und  im  vorigen  Beispiele).    Wir  haben  also: 

1^==  cb'  —  cb  =  cV  —  cb  ^  bV ^  ^cosä^  ; 
denn  in  dem  Dreieck  bVb''  kommt  ebenfalls  ^a^  vor. 
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In  entsprechender  Weise  ergibt  sich  für  die  Verlängerung  des 

and  durch  Division  der  beiden  Werte: 

ll  COS^i 

k^        cos  oc^ 

Hierfür  kann  man  nach  Fig.  72  a  noch  einfacher  schreiben  [da 
cosa  =  sin  (90  —  a)  ist], 

iL«  A. 

Da  wir  aber  nicht  die  Yerlängeningen  A ,  sondern  die  Stabkräfte  8 
haben  wollen,  bringen  wir  mittels  des  Hookeschen  Gesetzes  die 
X  mit  den  8  in  Verbindung: 

'^i  =■  ^r^  ;       Pi  Länge,  F^  Querschnitt  von  Stab  2), 

^  =  -w-w^  >      (^2  Länge,  F^  Querschnitt  von  Stab  2) 
und  erhalten  hierdurch  die  bisher  noch  fehlende  Gleichung 

8.   Wir  haben  also  insgesamt  vier  Gleichungen  mit  vier  Un- 
bekannten: 

(I)  81  •  cos«!  +  Sj  •  cosa,  —  JBT  =  0  , 

(II)  Bi  •  sin«!  +  Sg  •  sinöCg  —  7  =  —P, 

(HI)  Äi-5i  +  Ä2-fe=^-2^, 

Bei  der  Auflösung  verfahren  wir  so,  daß  wir  aus  Gleichung  (IV) 

Z,     F,     q, 


Äi  =  Äa 


^1      ^2      & 


bestimmen  und  diesen  Wert  in  (III)  einsetzen.    Wir  erhalten  da- 
durch 
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Entsprechend  ergibt  sieb 

8, ^-P 


Sobald  8i  und  8^  bekannt  sind,  finden  wir  weiter  [aus  (I)  und  (II)] : 

H  =  8i*  cos^i  +  82  •  coeoj , 

V  =  81'  sin«!  +  82  •  sin^j  +  P , 

und  aus  diesen  beiden  Werten  sehließlich  Größe  und  Richtung 
von  Ä : 

Ä  «  yff «  +  V^ ;       tg«  =  -J  . 

Zahlenbeispiel.     Es  mögen  nun  sein: 

die    Höhe    von  a  bis  6  gleich  3,00  m, 
der  Abstand  „     a    „    c      „      4,00  „ 

19  V         yj      ^    17    ^       11       2,50  „ 

Daraus  ergeben  sich  dann: 

?!  =  5,00  m,  Zg«  3,91m; 
qi  =  2,40  m,  ft  =»  1,92  m. 
^1  möge  gleich  1,20  JP^  sein. 

Hiermit  wird  dann 

P'P 


81- 


^'^^  +  3,91  1,20  2,40  ^'^^ 
P'P  P'P 


82 


2,40  +  1,64         4,04 
=  0,248P-p  , 

P'P 


^'^^1,20. 14? -2,40 +  1,92 


5,00      '        1,92 
P'P  P'P 


2,82  +  1,92        4,74 
=  0,211P.p, 

Entsprechend  bestimme  man  A  l 

An  dieses  Beispiel  wollen  wir  noch  eine  Bemerkung  anknüpfen, 
die  für  sämtliche  statisch  unbestimmten  Systeme  gültig  ist: 
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In  den  obigen  Gleichungen  kommen  außer  den  Maßen  lul^ji^i^ 
auch  bereite  die  Querschnitte  F^  und  F^  vor*  Die  ersteren  Maße 
sind  natürlich  gegeben;  die  Querschnitte  dagegen  sind  unbekannti 
sie  sollen  ja  erst  mit  Hilfe  der  Stabkräfte  8^  und  8^  ermittelt 
werden.  Um  also  die  Oleichungen  auflösen  zu  können ,  müssen 
wir  zunächst  F^  und  F2  oder  wenigstens  das  Verhältnis  von  F^ 
zu  JP3  schätzen,  diese  Zahl  dann  in  die  Oleichungen  einführen  und 
damit  8^  und  8^  berechnen.  Ergibt  sich  nun,  daß  diese  Spann- 
kräfte 8  ganz  andere  Querschnitte  brauchen ,  als  wir  geschätzt 
haben,  so  bleibt  nichts  anderes  übrig,  als  die  Rechnung  noch  ein* 
mal  von  vorne  anzufangen.  Bei  diesem  zweiten  Eechnungsgang  hat 
man  dann  schon  auf  Grund  der  ersten  Rechnung  einen  besseren 
Anhalt,  wie  die  Querschnitte  ungefähr  ausfallen  werden.  Man 
sieht  jedoch,  daß  die  Berechnung  von  statisch  unbestimmten 
Systemen  eigentlich  nur  eine  Eontrollrechnung  ist,  ob  die  zunächst 
geschätzten  Querschnitte  richtig  angenommen  sind,  und  daß 
namentlich  bei  größeren  Brückensystemen  die  Bechenarbeit  unter 
Umständen  recht  umfangreich  werden  kann. 

Dritte  Aufgabe* 

Ein  Körper j  auf  den  die  Kräfte  P^  und  P,  wirJcenj  ist  bei  a 
drehbar  gelagert  und  bei  1^  2  und  3  durch  horizontale  Stabe  ab- 
gestützt. Wie  groß  sind  die  spezi- 
fischen Spannungen  o  in  den 
Stäben f    (Fig.  73.) 

Die  Querschnitte  der  Stäbe 
seien  fi ,  f^  und  f^ .  Die  Rech- 
nung gestaltet  sich  ebenso  wie 
im  vorigen  Beispiel. 

1.  Nennen  wir  die  Kraft, 
die  vom  Stabe  1  auf  den  Kör- 
per ausgeübt  wird,  8^ ;  ent- 
sprechend die  Kräfte  von  den 
beiden  anderen  Stäben  82  und  8^ ,  so  haben  wir  zunächst  die 
eine  Gleichgewichtsbedingung 

oder  ^1  -yi  +  ^2  -y«  +  *8  -^3  +  Pi  -Pi  =  Pa  -p,  , 

^1  -yi  +  Äa  '^2  +  ^8  -^8  ==  -P2  -P«  -  A  -Pi  • 
Drückt  man  hierin   die  Stabkräfte   durch   die  Spannungen   aus 

1 0  =  — ;    also   8  =  a'fj ,  so  erhält  man: 

<^ifi  •  yi  +  «^«A  •  2^2  +  <^zfz  •  ys  =  A  •  P2  -  -Pi  •  Pi  • 


Fig.  73. 
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(Die  anderen  beiden  Gleichgewichtsbedingungen  könnten  zur  Be- 
rechnung des  bei  a  entstehenden  Auflagerdrucks  dienen.  Davon 
wollen  wir  aber  absehen.)  Da  diese  eine  obige  Gleichung  nicht 
£ur  Bestimmung  der  drei  Unbekannten  o^  a^  und  a,  ausreicht, 
müssen  wir  noch  andere  Beziehungen  au&uchen. 

2.  Wenn  infolge  der  Dehnbarkeit  der  Stäbe  der  Körper  sich 
etwas  um  Punkt  a  gedreht  hat,  so  daß  die  Kante  al  in  die 
punktiert  gezeichnete  Lage  a  V  kommt,  so  verhalten  sich  die  Ver- 
längerungen 

^i-^=yi'y2>     ^1:^  =  ^1:^3   oder  ^:^3  =  y2-y8* 

Man  schreibt  eine  solche  Beziehung  in  der  Form 

^:^:^=yi:y2-y3  • 

Da  die  ursprünglichen  Stablängen  einander  gleich  waren,  so 
gilt  auch  in  bezug  auf  die  Dehnungen: 

£j :  £2  •  ^3  =  2^1  •  2^2  *  ^3  * 

Da  wir  jedoch  nicht  die  Dehnungen,  sondern  die  Spannungen 
berechnen  wollen,  so  führen  wir 

ein  und  erhalten  die  Beziehung 

(II)  o^\o^:a^-=-y^:y^:y^  . 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  sich  die  Spannungen  in  den 
Stäben  verhalten  wie  deren  Entfernungen  vom  Drehpunkte  a. 

3.  Nun  haben  wir  insgesamt  die  Gleichungen 

(I)  <>iA  -^1  +  <>2/'2  '2^2  +  <^zU*yz  =  Pi'P2-Pl'Pl9 

(II)  <^i:a2:^3  =  ^1-^2:^3  • 

Da  die  zweite  insgesamt  zwei  selbständige  Gleichungen  in  sich  schließt 
(nämlich  01:02  =  ^1: yg  ^^^  0^2  =  <^3  =  ^2  •  Vz  oder  o^ : o^==y^: yj),  so 
sind  ebensoviel  Gleichungen  wie  Unbekannte  vorhanden. 

Wollen  wir  jetzt  eine  von  diesen  Spannungen,  z.  B.  o^ ,  be- 
rechnen, so  drücken  wir  zunächst  die  beiden  anderen  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (II)  durch  a^  aus: 


^1: «^2  =  ^1:^2 ; 

hieraus 

<^2  —  -^  2^2 

Vi 

<^i :  <^3  -  yi  •  3^3 ; 

?> 

^3 V3 

'            Vi        ' 

—    177    — 

Diese  Werte  für  <%  und  a,  fahren  wir  in  Gleichung  (I)  ein 
und  erhalten 

Die  Summe  in  der  Klammer  können  wir  ausrechnen,  da  die 
Quersclinitte  f  und  die  Abstände  y  gegeben  sind;  wir  wollen  sie 
cur  Abkürzung  mit  yjj'^^  bezeichnen.  Ebenso  wollen  wir  zur  Ab- 
kürzung  die  Summe  der  statischen  Momente  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  mit  y^Jlf ''  bezeichnen. 

Hierdurch  bekommt  dann  die  Gleichung  die  Form: 

Vi 
woraus  sich  die  Spannung  a^  im  Stabe  1  ergibt 

(VII)  ai  =  -^.y,. 

Ermittelt  man  in  derselben  Weise  die  Spannungen  o^  und  o, , 
öo  ergeben  sich  diese: 

M 

M 

Wir  bekommen  also  jede  Spannung,  indem  wir  zun&chst  die 
Summenwerte  M  und  J  bestimmen  und  dann  den  Quotienten  M :  J 
mit  dem  betreffenden  Abstände  y  multiplizieren.  Wir  werden 
diese  Aufgabe  später  für  den  Fall  erweitern ,  daB  an  Stelle  der 
Stäbe  die  einzelnen  Fasern  eines  auf  Biegung  beanspruchten  Balkens 
treten  und  auf  diesem  Wege  zur  Ableitung  der  Orundgleiohung  der 
BtegungsfestigJceit  gelangen. 
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Abschnitt  IV. 

Die  Biegungsfestigkeit 

7.  Vortrag: 
Die  Grundformeln  der  Biegungslehre. 

§35. 
Einleitung. 

Bei  der  Betrachtung  eines  auf  Biegung  beanspruchten  Körpers 
wollen  wir  folgende  in  Fig.  74  dargesteUte  Aufgabe  zugrunde  legen : 
Ein  Balken  sei  durch  die  vertikalen  B^räfte  P^,  P2,  P3  und  P^ 
belastet  und  in  den  Punkten  A  und  B  unterstützt.  Die  Kräfte 
im  Innern  des  Balkens  sind  zu  bestimmen! 

Infolge  der  Belastung  wird  sich  der  Balken  etwas  durchbiegen, 
so  daß  die  ursprünglich  gerade  Stabachse  in  eine  krumme  Linie 
übergeht.  Diese  Formänderung  ist  das  Kennzeichnende  für  einen 
auf  Biegung  beanspruchten  Körper.  Sie  unterscheidet  sich  hier- 
durch wesentlich  von  der  Beanspruchung  auf  Kormalfestigkeit,  bei 
der  die  Stabachse  wohl  Längenänderungen  erfuhr,  dabei  aber  ihre 
gerade  Gestalt  nach  der  Formänderung  beibehielt. 

Um  den  Umfang  der  Aufgabe,  die  Kräfte  im  Innern  des 
Balkens  zu  bestimmen,  kennen  zu  lernen,  denke  ich  mir  durch 
den  Balken  einen  beliebigen  Schnitt  (k — x  gelegt  und  auf  diesem 
Schnitte  eine  kleine  Fläche  abgeteilt.  Sobald  die  äußeren  Kräfte 
auf  den  Körper  einwirken,  müssen  die  einzelnen  Teile  desselben 
derartig  Kräfte  aufeinander  ausüben,  daß  der  Zusammenhang  des 
ganzen  Körpers  gewahrt  bleibt.  Die  Kraft,  die  in  dem  Flächen- 
element übertragen  wird,  sei  mit  Qi  bezeichnet.  Ihre  Größe  sowohl 
als  ihre  Bichtung  ist  unbekannt.  Wir  wissen  nur  das  eine,  daß 
nach  dem  Prinzip  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  die  Kraft  Q^ 
die  der  linke  Teil  auf  den  rechten  ausübt,  ebenso  groß,  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist  wie  die  Kraft  d,  die  der  rechte  Teil 
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auf  den  linken  Teil  aosäbt.  Ist  der  Inhalt  der  betrachteten  Fliehe 
gleich  fy  qcm,  so  ist  die  an  dieser  Stelle  pro  Qnadratzentimeter  über- 
.tragene  Kraft 

Wir  nennen  f  die  zu  der  Fläche  f^  gehörige  Spannung. 

Betrachten  wir  nun  auf  demselben  Querschnitte  » — a  eine 
andere  Fläche,  so  wird  die  Straft ,  die  in  dieser  Fläche  von  den 
Teilen  des  Balkens  aufeinander  ausgeübt  wird,  sowohl  in  Größe 
als  auch  in  Bichtung  yersohieden  sein  von  Qi .  Hierdurch  unter- 
scheidet  sich  die  Biegungsbeanspruchung  von  der  Beanspruchung 
auf  Normalfestigkeit.  Bei  dieser  waren  wegen  der  vollständig 
gleichmäßig  verteilten  Belastung  in  allen  Punkten  eines  Quer- 
Schnittes   die  Spannungen   gleichgroß   und   gleichgerichtet;   jetzt 


Fig.  74. 

ändern  sie  sich  bei  ein  und  demselben  Querschnitte  von  Punkt  zu 
Punkt.    Die  Berechnung  wird  dadurch  natürlich  viel  umständlicher. 

Wenn  ich  nun  andererseits  durch  einen  beliebigen  Punkt  Ä^ 
nach  verschiedenen  Bichtungen  Querschnitte  gelegt  denke,  so  wird 
natürlich  je  nach  der  Lage  dieser  Flächen  die  von  ihnen  übertragene 
Kraft  eine  andere  sein.  Der  Spannungszustand  in  diesem  Punkte  des 
Körpers  kann  erst  dann  als  bekannt  angesehen  werden,  wenn  wir  zu 
jeder  möglichen  Bichtung  die  zugehörige  Spannung  angeben  können. 

So  umständlich  brauchen  wir  uns  die  Aufgabe  allerdings  nicht  zu 
machen,  daß  wir  alle  möglichen  Schnittriehtungen  untersuchen,  um 
den  an  der  betreffenden  Stelle  herrschenden  Spannungszustand  zu 
bestimmen.  Die  Erfahrung  lehrt,  daß  bei  einem  aus  gleichmäßigem 
Material  bestehenden  Balken  die  Bruchfläche  rechtwinklig  zur 
Stabachse  steht.  Deshalb  genügt  es,,  zunächst  die  Spannungen 
nur  für  solche  Querschnitte  zu  untersuchen,  die  rechtwinklig  zur 
Stabachse  sind.  Nur  für  einige  besondere  Berechnungen  müssen 
wir  auch  anders  liegende  Schnittflächen  in  den  £[reis  unserer  Be- 
trachtungen  ziehen. 

12* 
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§36, 

AUgemeines  über  die  Formänder angen  der  einzelnen  Balkenscliieliten« 

(Neutrale  Faserschielit,  Nnllinie.) 

Wir  beschränken  unsere  Untersuchungen  zunächst  auf  solche 
Körper,  die  eine  senkrechte  Symmetrieebene  haben.  Auch  der  in 
Fig.  75  gezeichnete  Körper  sei  also  in  bezug  auf  die  vertikale 
Ebene  y — y  symmetrisch;  d.  h.  die  linke  Hälfte  sei  das  Spiegel- 
bild der  rechten  (Fig.  75  b).  Die  Folge  dieser  Symmetrie  ist  die, 
daß  der  Balken  sich  bei  vertikaler  Belastung  nur  vertikal  nach 


/^ 


UL 


^ 


1 


^ 


i 


ly 


^"^-^aj  M 


^r-T^ 


Fig.  75. 

unten  durchbiegt  und  nicht  etwa  außerdem  noch  seitlich  ausschlägt 
(wie  es  bei  unsymmetrischen  Querschnitten  vorkommen  kann). 

Durch  den  Balken  legen  wir  zwei  Querschnitte,  ah  und  ed. 
Der  Abstand  zwischen  beiden  werde  mit  u  bezeichnet.  Er  sei 
sehr  klein,  damit  die  inneren  Kräfte  aaf  der  Strecke  von  einem 
Punkte  des  Querschnittes  ab  bis  zu  dem  entsprechenden  Punkte 
des  Querschnittes  od  als  unverändert  angenommen  werden  können. 

Zwischen  den  Querschnitten  denke  ich  mir  eine  Anzahl  von 
horizontalen  Ebenen  gelegt,  so  daß  das  Balkenstück  II  in  Fig.  75  a 
in  lauter  horizontale  ,,Faserscliiehten<<  eingeteilt  wird.  In  Fig.  75  a 
sind  der  Deutlichkeit  wegen  nur  sechs  solcher  Schichten  gezeichnet; 
in  Wirklichkeit  seien  aber  unendlich  viele,  so  daß  jede  Schicht 
eine  unendlich  dünne  Faser  des  Balkens  darstellt.    Die  seitlichen 
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Ansichtsflachen  dieser  Schichten  sind  mit  i  bis  0  bezeichnet;  die 
Stirnflachen  (in  den  Querschnitten  ab  und  cd  liegend)  mit  /|  bis  /^ 
(Fig.  75  a  nnd  b). 

Infolge  der  Durchbiegung  des  Balkens  verlieren  die  Schnitte 
ah  und  cd  ihre  ursprünglich  parallele  Lage,  und  der  Teil  II  nimmt 
die  in  Fig.  75  c  dargestellte  keilförmige  Qestalt  an.  Im  allgemeinen 
wird  sich  hierbei  ein  Teil  dei^ horizontalen  Schichten,  in  die  wir 
uns  das  Balkenstück  aufgelöst  dachten,  verkürzt  und  ein  anderer 
Teil  verlängert  haben.  Zwischen  diesen  beiden  Teilen  muß  es  dann 
eine  Faserschicht  geben,  die  sich  weder  verkürzt  noch  verlängert 
hat.    Wir  nennen  diese  die 

„neutrale  Fasersehieht^'. 

Sie  sei  in  Fig.  75  a  und  o  dargestellt  durch  die  Schicht  NNi. 
Es  sei  also  dieses  diejenige  Schicht,  die  auch  nach  der  Durch- 
biegung (Fig.  75  c)  ihre  ursprüngliche  Länge  u  beibehalten  hat. 
Die  darüber  liegenden  Schichten  haben  sich  verkürzt,  die  darunter 
liegenden  verlängert. 

Die  Linie,  in  der  diese  (unendlich  dünne)  „neutrale  Faser* 
Schicht"  die  Querschnittsflächen  ab  oder  od  schneidet,  heißt  die 

„NuUinie«. 

Sie  ist  in  Fig.  75  b  mit  n — n  bezeichnet.  Die  Nullinie  ist  also 
gewissermaßen  die  Stirnfläche  der  neutralen  Faserschicht. 

Die  genaue  Lage  von  NN^  und  n — n  zu  bestimmen,  ist  Auf- 
gabe der  späteren  Untersuchungen.  Vorläufig  ist  es  wichtig,  sich 
diese  Bezeichnungen  zu  merken« 

§37. 

Allgemeines  über  die  Spannungen  in  einem  Querschnitte 
reehtwinklig  zur  Stabaehse  (Normalspannnngen  a  und  Schub-  oder 

Tangentialspannungen  r). 

Nun  wollen  wir  uns  einen  Überblick  verschaffen,  welche 
inneren  Kräfte  z.  B.  auf  den  Querschnitt  ab  einwirken. 

L  Allgemeine«  und  Begeiehnongen. 

1,  Die  i€irJclich  vorha/ndene  Spa/nnung  p . 

Der  Teil  I  des  Balkens  von  Fig.  75  c  ist  in  Fig.  76  a  noch 
einmal,  und  zwar  perspektivisch,  gezeichnet.  Da  die  Durchbiegungen 
im  Maßstabe  der  Zeichnung  sehr  klein  sind,  so  ist  er  einfach  als 
gerades  Stück  dargestellt.    Auf  der  Querschnittsfläche  wollen  wir 
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ein  kleines  Flächenteilclien  /*,  ein  sog.  ^,Flächenelefnent^%  ins  Auge 
fassen.  Zur  besseren  Orientierung  ziehen  wir  durcli  f  innerhalb 
der  Querschnittsfläche  eine  horizontale  Linie  x — x  und  eine 
vertikale  Linie  y — y ,  und  reohtwinJcUg  zur  Querschnittsfläche  eine 
Linie  z — z.  (Diese  läuft  also  in  Bichtung  der  Stabachse  und 
tritt  rechtwinklig  aus  der  Querschnittsfläche  heraus.) 

Die  innere  Kraft,  die  in  der  Fläche  f  übertragen  wird,  nenne 
ich  i.  Dieses  ist  also  die  Kraft,  die  der.  angrenzende  Balken- 
teil  II  [auf  den  betrachteten  Teil  I  innerhalb  der  Fläche  f  aus- 
übt, etwa  so,  wie  die  einzelnen  Steine  einer  gemauerten  Brücke 
aufeinander  Kräfte  ausüben.  Die  Kraft  t  steht  im  allgemeinen 
natürlich  vollständig  schief  zur  Querschnittsfläche.  Um  die  pro 
Quadratzentimeter  gerechnete  Kraft  zu  erhalten,  dividiere  ich  die 
gesamte  Kraft  t  durch  die  Anzahl  der  Quadratzentimeter,  auf  die 
sie  einwirkt,  also  durch  /*.  (Es  ist  natürlich  nebensächlich,  daß  f 
nur  der  Bruchteil  eines  Quadratzentimeters  ist.  Wir  können  trotz- 
dem angeben,  wieviel  innere  Kraft  an  dieser  Stelle  f  auf  ein 
Quadratzentimeter  entfallen  würde.)  Diesen  Wert  haben  wir  „die 
zu  der  Fläche  f  gehörige  Spannung^^   genannt.     Wir  woUen  sie 

mit  p  bezeichnen,  so  daß  ist 

i 

Der  Wert  p  ist  in  Fig.  76  a  eingezeichnet,  und  zwar  in  der 
Bichtung,  in  der  an  der  Stelle  f  die  innere  Kraft  wirken  möge. 
Die  Länge  der  stark  ausgezogenen  Linie  gebe  —  in  einem  be- 
liebigen Maßstabe  —  die  Größe  von  p  an.  Wie  bereits  hervor- 
gehoben, wird  p  im  allgemeinen  nicht  rechtwinklig,  sondern  schräg 
zum  Querschnitte  stehen.  (Hierdurch  unterscheidet  sich  dieser 
Fall  von  der  Normalfestigkeit,  bei  der  ja  die  Spannungen,  die  in 
einem  rechtwinklig  zur  Stabachse  gelegten  Querschnitt  auftreten, 
sämtlich  rechtwinMig  zum  Querschnitte  stehen.) 

2,  Zerlegung  von  p  in  Seitenkräfte  (a ,  r, ,  x^* 

Da  wir  mit  schrägen  Kräften  schlecht  arbeiten  können, 
fälle  ich  von  dem  Endpunkte  von  p  sowohl  auf  die  Querschnitts- 
fläche als  auch  auf  die  Achse  z — z  Lote.  Der  Fußpunkt  des 
ersten  Lotes  ist  mit  a,  der  des  zweiten  mit  h  bezeichnet.  Nun 
verbinde  ich  f  und  a  und  zerlege  p  in  zwei  Seitenkräfte  so,  daß 
die  eine  in  die  Verbindungslinie  fa  fällt  und  die  andere  recht- 
winklig zu  f  steht.  Diese  Seitenkräfte  ergeben  sich  also  aus  dem 
Bechteck,  dessen  Diagonale  die  angenommene  Spannung  p  ist; 
dessen  eine  Seite  die  (in  der  Querschnittsfläche  liegende)  Linie  fa 
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ist,  und  düwen  andere  Säte  das  Stock  fh  Aet  (in  der  Qneiselinitts- 
fliehe  rechtwinklig  stdioidai)  Achse  s — s  bildet  (Rechteck  pmfh 
in  Fig.  76  a). 

Xnn  wollen  wir  folgende  Betttchnnngen  anführen:  Die  Sei  ton- 
kraft  fb  hoBe 


und  die  Komponente  fa  heifie 

„S^nh-  od«  TsagMitiahpannwig  r^. 

Die  erste  Bezeichnung  rührt  natmiich  daher,  weil  o  normal  (d.  h. 
rechtwinklig  znr  Querschnittsflftche)  steht.    Die  zweite  Benennung 


Fig.  76. 

kommt  daher,  weil  derartige  innerhalb  der  Fläche  liegende  Span« 
nongen  namentlich  für  die  auf  „Schub''  beanspruchten  Körper 
wichtig  sind. 

Da  aber  die  Schubspannung  t  auch  noch  schräg,  wenn 
auch  schon  innerhalb  der  Querschnittsfläche,  verläuft,  wollen  wir 
sie  noch  weiter  zerlegen,  und  zwar  horizontal  und  vertikal.  Die-se 
Zerlegung  führen  wir  also  aus,  indem  wir  innerhalb  der  Quer- 
schnittsfläche ein  Bechteck  zeichnen,  dessen  Diagonale  die  Schub- 
spannung T,  und  dessen  Seiten  parallel  mit  der  (horizontalen) 
d? -Achse  bzw.  mit  der  (vertikalen)  y -Achse  laufen.  In  Fig.  76  a 
ist  auch  dieses  Bechteck  eingezeichnet.  Den  hierdurch  bestimmten 
Seitenkräften  t«  und  Xy,  wollen  wir  die  Bezeichnung  geben: 

T,  =  senkrechte  Schubspannung  1  ^ 

>  des  Flächenelementcs  /• 


T^  »  wagerechte 


$9 
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In  Fig.  76  b,  in  der  Ansicht  der  Querschnittsfläohe,  sind  diese 
Spannungen  eingezeichnet.  Die  Normalspannung  a  erscheint  in 
dieser  Zeichnung  natürlich  als  Punkt. 

ZuMmmenfaifiiiig. 

Im  allgemeinen  wirkt  auf  jedes  Flächenelement  f  des  Quer- 
schnittes eine  schräg  zur  Querschnittsfläche  stehende  Spannung  p  • 
Diese  haben  wir  aber  im  Interesse  einer  einfachen  Bechnung  er- 
setzt durch  drei  rechtwinklig  zueinander  stehende  Seitenkräfte, 
nämlich  durch  die 

Normalgpannung  o    (reehtwbikllg  zur  Querschniitsfl&ohe), 
senkrechte  Sohubspannung  t«  (senkrecht  Innerhalb  der  Querschnittsflftohe), 
wagerechte  »^  r»  (wagerecht       ,,  „  „  ). 

Durch  diese  Zerlegung  haben  wir  erreicht,  daß  wir  bei  jedem 
Flächenelement  nur  mit  in  bestimmten  Bichtungen  wirkenden 
Spannungen  zu  rechnen  haben,  an  Stelle  der  regellos  durchein- 
ander liegenden  Spannungen  p . 

Es  kann  natürlich  auch  vorkommen,  daß  bereits  die  ursprüng- 
liche Spannung  p  rechtwinklig  zu  ihrem  Flächenelement  f  steht. 
Dann  werden  r,  und  r^  gleich  Null,  und  die  Spannung  p  ist  be- 
reits eine  Normalspannung. 


IL  Vereintachungen  Itir  den  symmetrisehen  Querschnitt» 

Das  Bisherige  gilt  für  jeden  beliebigen  Querschnitt.  Nun 
wollen  wir  sehen,  wie  sich  die  Sache  dadurch  vereinfacht,  daß 
der  von  uns  zugrunde  gelegte  Querschnitt  in  bezug  auf  eine 
vertikale  Mittellinie  m — m  (früher,  in  Fig.  75,  mit  y — y  bezeichnet) 
symmetrisch  ist.  Da  auch  die  äußeren  Kräfte  —  Lasten  und 
Auflagerkräfte  —  in  dieser  Symmetrieebene  liegen,  befindet  sich 
also  ein  Element  f  auf  der  linken  Seite  (Fig.  76  b)  unter  genau 
den  gleichen  Umständen  wie  ein  entsprechend  liegendes  f  auf  der 
rechten  Seite.  Daraus  folgt,  daß  auch  die  in  diesen  Flächen- 
elementen auftretenden  Spannungen  sich  entsprechen  müssen.  Es 
muß  also  sein: 

1.  Normalspannung  o^  o'  (erscheinen  in  Fig.  76  b  als  Punkte) 

2.  Senkrechte  Schubspannung  r,  =  xi  {  (entweder  beide  nach  oben 

'^  o     •        •  j     ^j^Qj.  ijeide  nach  unten). 

'  G^ufen  nach    entgegen- 
gesetzten     Richtungen ; 

3.  Wagerechte  Schubspannung  t^=  —tIo  \  entweder  beide  nach  der 

Achse    m — m    zu    oder 

von  dieser  fort). 
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Teflen  wir  den  ganzen  Querschnitt  in  lauter  Fl&chenelemente 
ein,  so  haben  wir  nnendlidi  viele  dieser  kldnen  Flächen.  Zu  jeder 
dieser  gehören  drei  Spannungskomponenten  (a,  r«  und  tJ.  Um  mit 
diesen  Kräften  rechnen  zu  können,  müssen  wir  sie  xu  Besultierenden 
zusammenfassen.     Hierbei  haben   wir  folgende  Vereinfachungen: 

a)  Zugammenfassung  der  Normdlkräfte. 

Für  samtliche  Flachenelemente ,  die  in  einem  h(mgonU»len 
QuergehniUsstreifen  li^en,  wollen  wir  eine  dureksehnitüieke  Normal- 
spannung einführen. 

Im  nächsten  Paragraphen  werden  wir  nämlich  sehen,  daB 
sämtliche  Flächenelemente  (Vierecke),  die  z.  B.  den  horizontalen 
Streifen  /«  bilden,  annähernd  die  gleiche  Normalspannung  a  haben, 
so  daß  wir  recht  wohl  für  alle  Elemente  ein  und  desselben  Streifens 
einen  Durchschnittswert  für  die  Normalspannung  einführen  können. 
Wir  bezeichnen  diesen  Durchschnittswert  z.  B.  für  den  Streifen  f^ 
mit  a«  und  nennen  ihn  die  Normalspannung  des  Querschnitt- 
streifens /m  .^  Entsprechend  ist  z.  B.  a»  die  Normalspannung  von 
f^,  d.  h.  die  (durchschnittliche)  Normalspannung  sämtlicher  den 
Streifen  /»  bildenden  Flächenelemente,  usw.  Aus  den  Spannungen  o 
(den  pro  Quadratzentimeter  übertragenen  Kräften)  ergeben  sich  dann 
die  gesamten  Kräfte,  die  auf  die  Flächenstreifen  /m?  fn  ^w.  ein* 
wirken,  indem  wir  das  betreffende  o  mit  dem  Inhalte  des  Flächen- 
streifens multiplizieren.  Es  werden  demnach  folgende  Normal- 
kräfte übertragen  (Fig.  76  c): 

im  Streifen  f^:  a^ •  /*« , 

W  fy  fn'*    On'fni      HSW. 

Die  Kraft  aM'/m  z«  B.  ist  also  die  Besultierende  aus  allen  Normal- 
kräften, die  auf  die  einzelnen  Elemente  (Quadrate)  des  Streifens  fg^ 
wirken.  Sie  steht  mithin  ebenfalls  rechtwinklig  zur  Querschnitts- 
fläche und  wirkt,  da  der  Querschnitt  in  bezug  auf  die  Achse  m — m 
symmetrisch  ist,  in  der  Mitte  des  Flächenstreifens  /«,  (Fig.  76c). 
Entsprechend  stehen  auch  die  anderen  Kräfte  a««/«  usw.  sämtlich 
rechtwinklig  zur  'Querschnittsfläche  und  greifen  sämtlich  in  der 
Symmetrieachse  m — m  an. 

h)  Zusammenfassung  der  Schuhkräfte  r,  •  f. 
Die  Schubspannungen  t«  ergeben  —  ebenfalls  wegen  der 
vorhandenen  Symmetrie  —  eine  Besultierende  T,  die  in  die  Sym- 
metrieachse fällt.  Diese  Besultierende  T  kann  nach  oben  oder 
nach  unten  gehen,  ebenso  wie  die  Schubspannungen  r,  —  je  nach 
der  Bichtung  von  p  —  nach  oben  oder  nach  unten  zeigen.  In 
Fig.  76  ist  letzterer  Fall  angenommen. 
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^  ZuBammenfdssung  der  Schublcräfte  r^  •  /*• 
Die  Schnbspanniingeii  t„  heben  sieb  gegenseitig  auf  (Fig.  76  b) 
und  ergeben  also  eine  Besultierende  gleich  Null. 

Zusammenfassung« 

'  Dadurch,  daß  wir  die  zu  jedem  Flächenelemente  gehörige 
Spannung  p  in  drei  rechtwinklig  zueinander  stehende  Komponenten 
zerlegt  und  dann  die  gleichgerichteten  Komponenten  zu  Besultie- 
renden  zusammengefaßt  haben,  hat  sich  das  anscheinend  i^o  un- 
übersichtliche Spannungsbild  wesentlich  vereinfacht.  Wir  haben 
nämlich  sämtliche  auf  den  Querschnitt  wirkende  inneren  Kräfte 
auf  folgende  Ersatzkräfte  zurückgeführt: 

1.  die  Normalkräfte  a« •/*,„;    o^'fnl    usw., 

2.  die  Schubkraft  (Scheerkraft,  Tangentialkraft)  T. 

Die  einzelnen  Normalkräfte  sind  voneinander  verschieden  groß. 
Sie  stehen  aber  sämtlich  rechtwinklig  zur  Querschnittsfläche  [und 
in  der  Symmetrieebene  m — m.  Ebenfalls  in  dieser  greift  die 
Tangentialkraft  T  an. 

Natürlich  sind  diese  Ersatzkräfte  nicht  maßgebend  für  die 
Beanspruchung  der  einzelnen  Flächenelemente.  Sondern  für  jedes 
Flächenelement  f  gilt  die  betreffende  Spannung  p  »  Ist  p  zu  groß, 
so  wird  an  der  Stelle  f  eine  Zerstörung  eintreten.  Wohl  aber 
können  wir  die  Ersatzkräfte  verwenden,  wenn  wir  z.  B.  das  Gleich- 
gewicht des  ganzen  Teiles  I  untersuchen.  An  diesem  Teile  wirken 
die  Spannungen  des  Schnittes  ah  (Fig.  75  und  76)  als  Kräfte  an 
der  Oberfläche  (äußere  Kräfte)  genau  so,  wie  A  und  Pj  und  Pj. 
Wir  können  also  beim  Aufstellen  der  Gleichgewichtsbedingungen 
statt  mit  den  einzelnen  Kräften  p'f  mit  den  Ersatzkräften  arbeiten. 
Im  nächsten  Paragraphen,  dem  wichtigsten  der  ganzen]  Biegungs- 
festigkeit, werden  wir  auf  diese  Weise  die  Gleichgewichtsbedingungen 
anschreiben  und  hierdurch  zur  genaueren  Berechnung  von  o^ ,  02  usw. 
gelangen. 

§38. 

Die  B^reelinung  der  Normalspannungen  o. 

Erster  Teil:  EinzeJehnung  der  inneren  Kräfte* 

Jetzt  kehren  wir  zu  Fig.  ,75  zurück,  die  wir  in  §  36  zur 
Untersuchung  der  in  den  einzelnen  Schichten  auftretenden  Form- 
änderungen gebraucht  hatten.  Die  nächste  Arbeit  sei  die  Be- 
rechnung der  Normalspannungen  a  in  der  Querschnittsfläche  ah. 
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Zu  diefiem  Zwecke  ist  der  Teil  I  in  Fig.  75  d  noch  einmal  ge- 
zeichnet. Wir  haben  hier  also  zunächst  die  äußeren  Ejräfte  A , 
Pi  und  P2  9  wie  in  Fig.  75  a.  Außerdem  sind  aber  in  Fig.  75  d 
auch  die  in  der  Fläche  ab  von  Fig.  75a  einwirkenden  inneren 
Kräfte  angebracht  (also  a^  •  /^ ,  ag  •  /a  usw.  und  T).  Fig.  75  d  stellt 
also  den  Teil  I  mit  sämüiohen  an  ihm  angreifenden  Kräften  dar. 
Durch  Hinzufügung  auch  der  inneren  Kräfte  haben  wir  den  Teil  I , 
der  in  Fig.  75  a  nur  ein  Stück  eines  Körpers  ist,  gewissermaßen 
zu  einem  selbständigen  Körper  gemacht,  auf  den  wir  dann  die 
Gesetze  der  Statik,  z.  B.  die  Qleichgewichtsbedingungen,  anwenden 
können. 


P. 


Ui 


^ 


i 


^ 


1 


I   ^mtk^'^cc)  M 


A 


^.mk^ 


a\       Je 
U  u  4 


^Ö^ 


Sr-iC 


y-uj^ 


Fig.  75. 


Hinsichtlich  der  in  Fig..  75  d  eingezeichneten  inneren  Kräfte 
ist  zu  bemerken:  Ein  Teil  der  Kräfte  o^f  ist  nach  links,  der 
andere  nach  rechts  wirkend  gezeichnet.  Dieses  ergibt  sich  näm- 
lich aus  der  Betrachtung  der  Formänderungen  der  einzelnen 
Schichten.  Die  erste  Schicht,  1 ,  ist  durch  die  Biegung  zusammen- 
gedrückt (Fig.  75  c).  Sie  verhält  sich  wie  ein  kleiner  Stab,  der  die 
ursprüngliche  Länge  u  hatte,  und  dessen  Endflächen  gewaltsam 
(infolge  der  Einsenkung  des  Balkens)  einander  genähert  wurden. 
Die  Kraft,  die  ein  solcher  auf  Druck  beanspruchter  Stab  auf  seine 
Endflächen  (Widerlager)  ausübt,  besteht  also  in  einem  Gegendruck, 
gegen  die  Stützflächen  gerichtet.  Deshalb  übt  die  zusammen- 
gepreßte Schicht  1  auf  den  Teil  I  eine  Druckkraft  aus,  die  von 
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rechts  nach  links  zeigt  (Fig.  75  d).  Der  auf  den  Teil  III  ausge- 
übte Druck  wirkt  natürlich  von  links  nach  rechts. 

Entsprechend  ist  die  Normalkraft  o^  *  /s  eingezeichnet,  die  die 
Schicht  2  auf  den  Balkenteil  I  ausübt. 

Die  Schicht  3  sei  die  neutrale  Faserschicht.  Sie  erfährt  keine 
Längenänderungen  und  übt  also  auf  die  sie  stützenden  Flächen 
keine  Kräfte  aus.  Sie  wird  nur  der  Vollständigkeit  wegen  mit 
aufgeführt. 

Die  Schichten  4,  5  und  6  werden  verlängert.  Sie  wirken  wie 
Stäbe,  die  auf  Zug  beansprucht  sind,  und  üben  also  auf  die  an- 
grenzenden Flächen  Kräfte  aus,  die  von  den  Endflächen  nach 
dem  Stabmittelpunkte  zeigen.  Demgemäß  sind  die  von  diesen 
Schichten  auf  den  Teil  I  ausgeübten  Kräfte  in  Fig.  75  d  einge- 
zeichnet. Die  auf  den  Teil  III  ausgeübten  Elräf te  würden  gerade 
entgegengesetzt  zeigen. 

Die  Bichtung  der  Kraft  T  kann  nach  oben  oder  nach  unten 
zeigen  (vgl.  §  37,  n). 

TM* 

Zweiter  Teil:  Ableitung  der  Biegungsformel  <r^-— --y. 
«/ 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  Berechnung  der 
in  Fig.  75  d  eingezeichneten  inneren  Kräfte.  Es  möge  hierzu  im 
voraus  bemerkt  werden,  daß  der  Bechnungsgang  sich  eng  an  die 
Berechnung  statisch  unbestimmter  Aufgaben  (wiederhole  §  34, 
namentlich  3.  Aufgabe)  anschließen  wird. 

i.  Anschreiben  der  Gleichgetotchtsbedingungen. 
Die  Oesamtwirkung  sämtlicher  am  Teile  I  angreifenden 
Kräfte  besteht  darin,  daß  er  einen  Buhezustand  aufsucht  und  in 
diesem  verharrt.  Wir  können  also  die  Gleiehgewiehtsbedingungen 
anschreiben,  um  mit  deren  Hilfe  diejenigen  Elräfte,  die  in  Fig.  75  d 
noch  unbekannt  sind,  zu  berechnen.  Als  Bezugspunkt  für  die 
statischen  Momente  wollen  wir  den  Schnittpunkt  N  der  neutralen 
Faserschicht  mit  dem  Querschnitte  ah  nehmen;  also  den  Punkt, 
in  dem  in  der  Seitenansicht  die  NulUnie  erscheint.  (Die  Nullinie 
wird  zunächst  nach  Gutdünken  eingezeichnet.)  Die  Abstände  der 
Normalkräfte  sind  yi ,  V2  ^^'  genannt.  Dann  lauten  also  die 
drei  Gleichgewichtsbedingungen  (§  13, 1): 

(2)    ii  =  p,  +  p,  +  r, 

In  diesen  drei  Gleichungen  sind  sämtliche  Spannungen  o  und 
außerdem  die  Schubkraft  T  unbekannt.     Um  letztere  wollen  wir 
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nns  jetzt  aber  nicht  kümmern,  sondern  sie  in  §  41  besonders  be- 
handeln. Da  in  der  Gleichung  (2)  außer  T  keine  anderen  inneren 
Kräfte  vorkommen^  so  scheidet  diese  Oleichung  also  bei  der  Be- 
rechnung der  Normalspannungen  a  aus,  und  es  bleiben  nur  die 
Gleichungen  (1)  und  (3)  übrig. 

Diese  formen  wir  zunächst  um: 

(I)  oifi  +  02/^2  + «'s/s  =  <'4/4  +  <'6/6  +  <'e/ef 

In  Wirklichkeit  haben  wir  natürlich  nicht  nur  sechs  ver- 
schiedene Spannungen,  sondern  unendlich  viele.  Denn  die  Span- 
nung ist  ja  in  jeder  der  unendlich  dünnen  Schichten,  aus  denen 
wir  uns  den  Balken  aufgebaut  denken,  verschieden.  Die  Zahl 
von  sechs  Schichten  sollte  nur  als  Anhalt  dienen,  um  sich  die 
wirklichen  Verhältnisse  vorstellen  zu  können. 

In  diesen  zwei  Gleichungen  haben  wir  also  unendlich  viel 
Unbekannte  {oij  o^  y  o^  ^  . . .) .  Da  wir  aber  aus  zwei  Gleichungen 
nicht  unendlich  viel  Unbekannte  ausrechnen  können,  müssen  wir 
noch  weitere  Gleichungen  aufsuchen. 

2.  Unterstützung  durch  eine  Annahme. 

Deshalb  machen  wir  folgende  Annahme:  Es  mögen  sich  verhalten: 

(  OiiOi=-y^:yi 

(lU)  {  o^:o^  =  y^:yi 

<^5'<^i  =  y&'yi 

In  Worten:  Die  NormaJspannungen  Oiy02  usw.  der  einzelnen 
Flächenstreifen  f^ ,  f^  usw.  mögen  sich  verhalten  wie  deren  Abstände 
Vijy%  1^^«  '^o^  ^  Nuttinie.  Am  übersichtlichsten  schreibt  man 
diese  Annahme  in  Form  einer  fortlaufenden  Yerhältnisreihe: 

(HC)  oiia^ia^io^ia^ioQ  ^yiiy^iy^iy^iy^iy^ . 

(Man  beachte,  daß  sich  die  Spannungen,  nicht  aber  die  gesamten 
Ejr&fte  oi'fiyO^^fi  usw.,  so  verhalten  sollen;  letztere  hängen 
außerdem  von  der  Größe  der  Flächen  f  ab.) 

Durch  diese  Annahme  erhalten  wir  zu  den  bereits  vorhan- 
denen  zwei  Gleichungen  (I)  und  (II)  noch  fünf  neue  selbständige 
Gleichungen  und  haben  dann  also  sieben  Gleichungen,  aus  denen 
wir  die  unbekannten  Größen,  nämlich  die  Lage  der  Nullinie  und 
die  Spannungen  o^  bis  a« ,  ausrechnen  können. 


—     190    — 

Bevor  wir  aber  an  diese  rein  mathematische  Aufgabe  des 
Aasrechnens  gehen,  möge  erläutert  werden,  wie  man  anf  die  obige 
Annahme  wohl  kommen  kann.  In  Fig.  75  c  sind  die  Verkürzungen 
bzw.  Verlängerungen  der  einseinen  Schichten  mit  Jti,  i^  nsw.  be- 
zeichnet. Die  Abstände  y  sind  ebenfalls  eingeschrieben,  und  man 
findet  aus  der  Figur,  daß  sich  verhält: 


•  a 


oder,  gemeinsam  geschrieben: 

ii :  ^j  :  Aj  :  ^4 :  A5  :  Ae  «  yi :  y«  :  ys  :  y*  :  ys  2  ye 

(JI3  ist  gleich  Null  und  nur  der  Vollständigkeit  wegen  mitgeführt; 
ebenso  ^3). 

Nun  besteht  nach  §  28  zwischen  der  Verlängerung  (Verkürzung)  X 
eines  auf  Zug  (Druck)  beanspruchten  Stabes  und  der  auf  ihn 
einwirkenden  Kraft  P  die  Beziehung 

P'l 


i« 


E'F 


{E  =  Elastizitätsmodul;  F  «  Querschnittsfläche  des  Stabes;  I  »  ur- 
sprüngliche Stablänge). 

Für  die  Schicht  1  z.  B.  ist  P  (d.  h.  die  an  jeder  Endfläche 
wirkende  gesamte  Belastung)  gleich  ai*/*i;  für  l  ist  u  einzusetzen; 
F  ist  gleich  f^.    Also  lautet  die  Beziehung  für  die  erste  Schicht: 

Oifi'U  Oi'U  u 

Fär  die  zweite  Schicht  wird  entsprechend 


u 


X^  =  o^*  -^r  ;      usw. 


Setzen  wir  diese  für  Ai,  ij  usw.   gefundenen  Werte  in  die  obigen 
Verhältnisse  ein,  so  wird: 


u  u 


Nun  bleibt  eine  fortlaufende  Verhältnisreihe  auch  dann  be- 
stehen, wenn  man  auf  einer  Seite  jedes  Glied  durch  ein  und  die- 
selbe Zahl  dividiert.     Wir  wollen  also  in  der  obigen  linken  Seite 
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u 
jedes  Glied  durch  den  Faktor  —  dividieren,  so  dafi  dieser  fort- 
fällt, und  erhalten  dann 

Ol  i  o^  i  •  •  •  ^  Vi  »y^  •  •  •  *  j 

d.  h.  wir  kommen  anf  unsere,  zunächst  als  ganz  willkürliche  An- 
nähme  hingestellte,  Yerhältnisreihe  zurück. 

Trotzdem  darf  man  aber  nicht  glauben,  dafi  wir  diese  An- 
nahme nun  direkt  bewiesen  hätten.  Die  obige  Ableitung  würde 
z.  B.  dann  hinfällig  werden,  wenn  die  Linien  ab  und  ed  von 
Fig.  75  a  infolge  der  Durchbiegung  nicht  gerade  bleiben,  sondern 
sich  krümmen  würden.  In  der  Tat  zeigt  auch  die  genaue  Unter- 
suchung, daß  im  allgemeinen  eine  ursprünglich  gerade  Linie  a  b 
nach  der  Durchbiegung  eine  leicht  geschwungene  Kurve  bildet. 
Mit  anderen  Worten:  Ein  ursprünglich  ebener  Querschnitt  wird 
wellenförmig.  Wenn  aber  eine  derartige  Krümmung  eintritt,  so 
läßt  sich  auch  nicht  sagen,  wie  die  Verlängerungen  l^  i^  usw.  sich 
zueinander  verhalten  werden,  und  damit  werden  dann  auch  die 
weiteren  Folgerungen  zunichte. 

Der  Standpunkt,  den  man  in  dieser  Frage  einnehmen  soll, 
ist  also  folgender:  Die  Beziehung  zwischen  den  Spannungen 

ai:a2  : . . .  =  yi:y2  •  •  •• 

ist  eine  Annahme,  die  zwar  im  allgemeinen  nicht  mathematisc!i 
genau  zutreffen  wird,  die  aber  recht  plausibel  ist  und  sich  bisher 
auch  als  genügend  zutreffend  bewährt  hat.  Da  wir  in  der  tech- 
nischen Biegungstheorie  ohne  diese  Annahme  die  Normalspannungen 
o  überhaupt  nicht  ausrechnen  könnten,  müssen  wir  ihre  Unge- 
nauigkeit  —  wohl  oder  übel  —  in  den  Kauf  nehmen.  Man  nennt 
diese  Annahme  die  Naviersehe  Hypothese. 

3.  Mathematische  Auflösung  der  Gleichungen. 
Jetzt  kommt,  wie  bei  jeder  statisch  unbestimmten  Aufgabe, 
als  dritter  Schritt  der  rein  mathematische  Teil,  nämlich  die  Aut* 
lösnng  der  Oleichnngen.    Wir  haben  also  insgesamt  die  Gleicirungca 

©  Oifi  +  öj  /a  -f  a,  /'s  =  «74  /4  +  Oifs  +  ü^f^  , 

(II)    <yiA-yi+<'2/2-y2+<'8/8-y8+<'4A-y4+<'6/5-y6+ae/'6-ye===+i<*a-Pi.|)i--Pj.f»j^ 

(III)  Ol :  ^2 :  as  :  ©4 :  05 :  ae  ==  yi  :!y2  :  ys  :  y* :  y«  :  ye  • 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  kann  nun  folgendermaßen 
geschehen:  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (III)  drücken  wir  sämtliche 
Spannungen  durch  eine  Spannung,  z.  B.  durch  a^,  aus.  Dana 
erhalten  wir 
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aus  Og : Oj  =  1^2  •  Vi  ^©  Spannung  02  =  0^'—^ 

Vi 

(HI)  l  o^:oi  =  y^:yi    „  „  03  ^a^--^, 

<^A'<^i  =  yA'yi    «  V  <^A  =  <^r~        usw. 

Diese  Werte  setzen  wir  in  (I)  und  (II)  ein  und  erhalten 

Vi  Vi  Vi  t/i  Vi 

(P)  «'i  A  •  yi  +  <^i V-/2  •  ya  +  ^'i-^A  •  ys  +  öi-^/i.y*^  •  •  •  =  +-4.a-Pi  -l?! - P2-l?a 

yi  Vi  Vi 

In  der  ersten  Gleichung  dividieren  wir  jedes Olied  durch  oi,  und 
multiplizieren  ferner  jedes  Glied  mit  yi.   In  der  zweiten  Gleichung 

wollen  wir  -^  als  Faktor  herausziehen.    Somit  wird 

Vi 

©  A  •  yi  +  /« •  y2  +  /i  •  ys  =  /*  •  y4  +  /i  •  ys  +  /i  •  yo , 

Dieses  sind  also  unsere  früheren  Gleichungen  (I)  und  (II),  um- 
geformt durch  Unterstützung  der  Hypothese  (III). 

4.  Deutung  der  Resultate  (Z)  und  (11). 
(I)  Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Lage  derNuUinie  (neutralen 
Faeerschicht).  Bisher  hatten  wir  die  Fullinie  (Punkt  N  in  Fig.  75  d) 
nach  Gutdünken  eingezeichnet  und  dann  von  ihr  aus  die  Ab- 
stände y  gemessen.  Jetzt  haben  wir  aber  in  Gleichung  (I)  zur 
mathematischen  Bestimmung  der  Lage  der  KuUinie  folgende 
Aussage: 

Die  Fullinie  teilt  die  Querschnittsfläche  so  in  zwei 
Teile,  daß  die  Summe  aus  den  Produkten:  „Flächen- 
streifen X  Abstand  bis  zur  Nullinie^^  bei  dem  einen  Teile 
ebenso  groß  ist  wie  bei  dem  anderen. 

Durch  diese  Eigenschaft  ist  die  Lage  der  Nullinie  vollständig 
bestimmt:  Wir  nehmen  zunächst  eine  Linie  n—n  an,  und  sehen 
dann  nach,  ob  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist.  Allerdings  werden 
wir  auf  diese  Weise  etwas  herumprobieren  müssen,  bevor  wir  die 
richtige  Linie  n—n  finden.  Deshalb  wird  später  —  im  8.  Vortrag 
-»  das  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Kullinie  noch  systemati- 
scher ausgebaut  werden;  im  Prinzip  ist  aber  durch  die  obige  Be- 
dingung die  Lage  der  I^ullinie  vollständig  bestimmt. 
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(U)  Die  zweite  Gleichung  ergibt  die  Größe  der  einzelnen 
2forttHUspannungen  G.    Wir  finden 

Ferner  ergibt  sich  (da  a,  =-  a^  •  — J 

In  Worten : 

Die  Kormalspannnng  o  in  einem  Flächenstreifen  f  ist 
gleich  der  Summe  (bzw.  Differenz)   ans  den  Produkten: 

„Kraft  X  Abstand  bis  zur  Nnllinie^^ 

aller  seitlich  vom  Querschnitte  angreif en^n  äußeren  Kräfte, 
dividiert  durch  die  Summe  aus  den  Produkten: 

„Flächenstreifen  X  Quadrat  des  Abstandes  bis  zur  Kullinie^' 

und   multipliziert    mit    dem   Abstände    des   betreffenden 
Flächenstreifens  von  der  Nullinie. 

[Zuerst  muß  man  also  aus  Gleichung  (I)  ^e  Lage  der  Kuli- 
linie  bestimmen,  weil  deren  Abstände  bis  zu  deif  einzelnen  Streifen 
zur  Berechnung  der  Spannungen  a  gebraucht  werdenj 

Da  der  Summenausdruck 

+^-a  — Pj-pi  — Pj.p, 

ffir  alle  Spannungen  o  des  Querschnittes  vorkommt,  wollen  wir 
ihn  zur  Abkürzung 

^ßlomentensumme^^  oder  „Biegnngsmoment  JtP^ 

ffir  den  Querschnitt  ab  nennen.  Er  entsteht  also,  indem  man 
jede  äußere  Elraft  mit  ihrem  Abstände  bis  zum  Querschnitte 
multipliziert  und  dann  die  Summe  (bzw.  Differenz)  dieser  Produkte 
bildet. 

Den  Summenausdmck 

nennen  wir  das 

»»Trägheitsmoment  J^^ 

des  Querschnittes.  (Die  Bezeichnung  y,Trägheitsmoment'^  kommt 
daher,  weil  dieselbe  Summe  bei  vielen  Aufgaben  der  Mechanik 
gebraucht  wird,  bei  denen  das  sogenannte  „Trägheitsprinzip^^  eine 
Bolle  spielt.) 

Fischer,  Statik.  13 
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Mit  diesen  Abkürzungen  ergibt  sich  also  für  die  Spannung  a 
in  einer  Schicht  ff  die  um  y  von  der  Nullinie  entfernt  ist,  die 
Formel 


In  Worten: 

Für  irgendeinen  Flächenstreifen  f  eines  Ballcenquerschniües  ist  die 

^r        j  Mamentensumme f. d. Querschn. ^ ^  .,  ^     _        /...  >t  ,,.  . 

Normalsp.  a  —  -.,,., -^ — ~ r—  X  Abstand  von  fbis  NüUtnte. 

Trägheitsmoment  des  Querschn. 

Liegt  die  betreffende  Schicht  oberhalb  der  Nullinie,  so  ist  a  eine 
Druckspannung;  liegt  sie  unterhalb ,  so  ist  a  eine  Zugspannung. 
Hiermit  sind  die  Normalspannungen  vollständig  bestimmt. 


ZasammenfuBung« 

Die  Bestimmungen  der  NormaLspannungen  o  geschah  durch  An- 
Bchreibimg  der  Gleichgewichtsbedingungen  unter  Zuhilfenahme  einer 
Hypothese.    Die  Bclüießhoh  erhaltene  Formel  lautet: 

a  =  (M:  J)'y. 

Um  diese  Foimel  zu  yerwenden,  wird  man  also  folgendermaßen  vorgehen: 

a)  die  Nullinie  bestimmen  (von  der  aus  sind  die  Abstfinde  y  zu  m6S8en)| 

b)  den  Summenausdruok  «^  *=  A  *  y'  +  ^  -  yS  +  •  •  •  ausrechnen^ 

o)  den  Summenausdruok  M  »»  +Ä  •  a  —  P^  •  p^  —  ...  ausrechnen« 
Aus  diesen  Hilfswerten  ist  dann  a  an  jeder  Stelle  zu  bestimmen« 


§39. 
Beispiel  zu  %  88. 

An  einem  einfachen  Beispiele  —  Balken  mit  rechteckigem 
Querschnitt  —  möge  die  Theorie  zunächst  in  Buchstaben  und 
dann  auch  in  Zahlen  durchgeführt  werden. 

L  Durchlflhrnng  des  BeJgpieles  In  Buchstaben. 

a)  Bestimmung  der  Lage  der  Nullinie. 

Ohne  weiteres  Probieren  sieht  man,  daß  beim  rechteckigen 
Querschnitt  die  Nullinie  in  der  Höhe  A/2  einzuzeichnen  ist.  Dann 
hat  der  oberste  Flächenstreifen  den  gleichen  Abstand  y  wie  der 
unterste,  der  zweitoberste  den  gleichen  Abstand  wie  der  zweit- 
unterste usw.  Folglich  ist  auch  die  Summe  der  Produkte  aus 
Z*-^  bei  der  oberen  Hälfte  gleich  der  entsprechenden  Summe  bei 
der  unteren  Hälfte. 
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b)  Bestimmiuig  des  y^Tirngheitsmomentes^  J*« 

a)  Angenähert. 

Zonäcbst  wollen  wir  die  Qaerschmttsfläche  nur  in  sechs 
Streifen  zerlegen  und  sehen ,  welchen  Wert  wir  für  die  Summe 
fi'Vi  +ft'y2  +  •  •  •  erhalten  werden.  Um  die  Zahlenrechnung 
zu  vereinfachen,  nehmen  wir  die  Höhen  der  einzelnen  Streifen 
gleich  groß;  dann  sind  die  Inhalte  der  einzelnen  Flächenstreifen 
fii  fsf  fz  ^^^-  einander  gleich,  nämlich 


■f 


2^ 


Jjll 


^ 


.£a 


/v 


■% 


y« 


V 


h  -J. 


Fig.  77. 


Die  Aosrechanng  von  J  können  wir  dadurch  yereinfachen, 
daß  wir  die  Summe  f-y^  zunächst  tfir  eine  -  QueischnittBhSUte 
ausrechnen  und  dann  mit  2  multiplizieren: 

J  =  (/'i  •  y?  +  f,  •  y|  + r.  •  ys*)  •  2 
= /"(y?  +  y,*  +  y?)  •  2 . 

lifun  ist 

1     A  3     A  5 


y»- 


2     6  ' 


y8  =  ö-- 


2     6  ' 


V\ 


6* 


hl, 


Setzen  wir  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 

e    [(l)'(l)'+(l)*(l)*+(^'(D'l- 

".(!)■.(»)•.  (5. +  3. +  .,.2 
2.(5»  + 3».+ 1«) 


6 
&A-A* 


6-4-36 
6-2-36 


(5«  +  3«  +  1«) . 


13' 
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Der  Ausdruck  in  der  Klammer  stellt  die  Summe  der  Quadrate 
der  ungeraden  Zahlen  1,  3  und  5  dar;  er  ergibt  durch  Ausrech- 
liung  der  Werte  die  Zahl  35.     Hiermit  wird  dann 

&  fca . 35 


J  = 


6 • 2 . 36  ' 


Wegen  der  folgenden  Entwicklung  wollen  wir  diesen  Wert  in  der 

Form  schreiben: 

35     6Ä» 


J  = 


36      12 


Dieses  ist  also   nicht  der  genaue  Wert  von  J,  den  wir  in  die 

Formel 

M 

einzusetzen  haben.  Es  sollte  nur  einmal  diese  Annäherungsrech- 
nung  durchgeführt  werden,  um  zu  zeigen,  wie  einfach  sich  der 
Summenausdruck  J  —  wenigstens  in  der  Annäherung  —  be- 
rechnen läßt. 

ß)  Der  genaue  Wert  von  J  für  den  rechtecMgen  Querschnitt. 

Bei  Berechnung  des  genauen  Wertes  von  J  müssen  wir  die 
Flächenstreifen  fu  f^  usw.  unendlich  dünn  nehmen,  da  ja  auch 
die  Spannung  o  in  jeder  der  unendlich  dünnen  Fasern  eine  andere 
ist.  Eine  solche  Berechnung  für  unendlich  viele,  unendlich  dünne 
Streifen  geschieht  folgendermaßen:  Teilen  wir  den  Querschnitt  nicht 
in  sechs,  sondern  in  n  Teile,  so  ist  der  Inhalt  eines  jed^x  der 
gleichgroßen  Flächenstreifen 

(I)       f^^. 

n 

h 
Die  Höhe  eines  jeden  Streifens  ist  —  •  Der  Abstand  des  Streifens. 

n  ' 

der  zunächst  der  Nullinie  liegt,  ist  dann 

1  h 

der  Abstand  des  folgenden  Streifens  ist 

3     h 

y=2-«' 

des  darauffolgenden 

f)     h 

2  n 
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Wir  werden  nun  J  wieder  eo  berechnen,  dafi  wir  die  Summe  f*y^ 
nur  für  die  obere  Querschnittshälfte  nehmen  und  dann  mit  2 
multiplizieren : 


•'=^[(f^)'+(l4)'H-(l4)+a4r 


+  ... 


2. 


Hierbei  ist  der  Flächenstreifen,  der  zanächst  der  Nnllinie  liegt, 
zuerst  aufgeführt,  dann  der  folgende  usw.    Wir  erhalten  dann 

•'-^■[©■•(^)+(f-(f(l)'(^)+©"(^)'+-]- 

-^•©'•(^)'<''+''+'*'+'*+"-'-^ 

bh-h* 
=  ^  A  1«  >2.(l«  +  3»  +  6«  +  7«+.-.) 

(ü)  J-4^-(l»  +  3«  +  5«+7«+,..)- 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  stellt  wieder  die  Summe  der 
Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  dar.     Die  Anzahl  der  Glieder  in 

fi 

der  Klammer  ist  — ,  denn  wir  haben  die  Summe  f^y^  nur  über 

eine  Querschnittshälfte  genommen  und  dann  mit  2  multipliziert; 
ebenso,  wie  wir  vorhin  bei  sechs  Flächenstreifen  nur  drei  Glieder 
in  der  Klammer  hatten. 

Jetzt  können  wir  J  mit  jeder  gewünschten  Genauigkeit  be- 
rechnen, indem  wir  für  n  eine  entsprechend  hohe  Zahl  setzen. 
Wenn  wir  aber  die  EHammer  in  dieser  Weise  bestimmen  wollten, 
indem  wir  also  jedes  einzelne  Quadrat  ausrechneten  und  hierauf  die 
Summe  bildeten,  so  würde  es  uns  ähnlich  gehen,  wie  dem  Mathe- 
matiker lAi&ol'ph  mit  der  Zahl  n\  Er  hatte  sein  ganzes  Leben 
damit  zugebracht,  um  n  mit  genügender  Genauigkeit  nach  den 
alten  Methoden  der  Geometrie  zu  berechnen;  dann  entwickelte 
sich  die  Theorie  der  sogenannten  unendlichen  Beihen,  und  jetzt 
brauchen  wir,  um  n  genügend  genau  zu  bestimmen,  ebensoviel 
Stunden,  wie  er  Jahre  gebraucht  hatte.  Wenden  wir  diese  Lehre 
auf  unsere  Aufgabe  an,  so  werden  wir  die  Faktoren  der  obigen 
Summe  nicht  einzeln  ausrechnen,  sondern  sofort  den  gesamten 
Ausdruck  bestimmen.  Einen  ähnlichen  Fall  haben  wir  ja  auch 
schon  in  §  10,  5.  Aufgabe,  gehabt.  Ebenso  wie  dort,  benutzen 
wir  zur  Ausrechnung  der  Eeihe  die  entsprechende  Summenformel| 
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tind  xwM  lantet  die  betreffende  Fonnel  fär  den  jetzt  TOdiegended 
Fall: 

(l»  +  3»  +  5»  +  7»  +  9«+...)  =  |-«»-|--«, 

*  * 

wenn  x  die  Anzahl  der  in  der  Klammer  enthaltenen  Glieder  be- 
deutet. Die  Ableitung  dieser  Formel  braucht  an  dieser  Stelle 
wohl  nicht  durchgeführt  zu  werden;  man  überzeuge  sich  aber 
durch  Probieren,  dafi'die  Gleichung  richtig  ist.  In  unserem  Falle 
ist  nun  die  Anzahl  der  in  der  £[lammer  enthaltenen  Glieder  gleich 

-^ .    Wir  erhalten  somit  den  Wert  der  Klammer  in  Gleichung  (H) : 
(lV+3«  +  6«  +  7«+...)-|.(f)-i.(|). 


Hiermit  geht  die  Gleichung  (II)  über  in: 

^  2 

bh>      4 


^[f(f)'-f(l)] 

n»\3.8        6/ 


2n»     24 


(n'  —  n) 


J  =  ^^    a  •  (n»  —  n)  • 
12  n'    ^  ' 

Wenn  wir  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  durch  n' 
kürzen,  so  erhalten  wir 

Im  ersten  Falle  hatten  wir  den  Querschnitt  in  sechs  Streifen 
zerlegt.  Setzen  wir  n^G  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  wird, 
übereinstimmend  mit  dem  Früheren: 


•^  ="  l2"  (^  ~  36 )  ° 


6Ä»    35 
12  *  36  • 


Wollen  wif  aber  das  genaue  Besultat  haben,  so  müssen  wir  n  nn- 
endlich  grofi  nehmen.     In  diesem  Falle  ist  ferner  n*  —  oo,  also 


«*        oo 


0, 
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da  eine  endliche  Zahl,  dividiert  durch  eine  unendlich  grofie, 
Nnll  ergibt.  Ans  der  in  obiger  Gleichung  enthaltenen  Klammer 
wird  also 

l--^=l-0-l, 
nnd  wir  erhalten  ffir  J  den  Wert 


(IV) 


12 


Hiermit  ist  die  Snmme  ans  den  Produkten  f*  y^  beim  Bechteck  mit 
absoluter  Genauigkeit  bestimmt. 

Die  obige  Gleichung  (HI)  ist  auch  insofern  interessant ,  als 

das  Glied  —j   immer   den   Fehler    angibt,    der   dann    entsteht, 

wenn  man  statt  n  » oo  für  n  eine  endliche  Zahl  nimmt.  Man 
sieht,  daß  für  n  «»  10  der  Fehler  nur  noch  iVo  ist.  Daran  kann 
man  denken,  wenn  man  bei  unregelmäßigen  Querschnitten,  bei 
denen  sich  für  J  keine  Formeln  aufstellen  lassen,  die  Zerlegung 
in  eine  bestimmte  Anzahl  von  Streifen  yomimmt.  Es  genügt  dann 
immer  schon  eine  ziemlich  geringe  Zahl,  um  genügende  Genauig- 
keit zu  erzielen. 

c)  Bestimmung  der  Mornttstensumme  M* 

Das  Biegungsmoment  ist  die  Summe  (bzw.  Differenz)  aus  den 
Produkten: 

Kraft  X  Abstand  bis  zur  Nullinie  des  Querschnittes. 

In  diesem  Falle  wirken  auf  den  Balkenteil  links  vom  Schnitte  die 
beiden  Kräfte  A  und  P^ .  Den  Auflagerdruck  A  müssen  wir  zu« 
nächst  noch  bestimmen: 

P,>&,  +  P»'&2 

^  i  • 

Die  Abstände  der  Ejräfte  bis  zum  Querschnitte  oc — (k  sind: 

X  ;     bzw.     (a?  —  a^)  . 

Also  ergibt  sich  das  Biegungsmoment 

Jf  =  +  A  •  a?  —  Pj  (a?  —  a^) . 

Somit  haben  wir  für  diese  Aufgabe  für  sämtliche  erforder- 
lichen Werte  die  Formeln  aufgestellt  und  können  zur  zahlenmäßigen 
Durchrechnung  übergehen. 
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Es  sei  nun  für  Fig.  77: 

{ =  500  cm, 
Pi  =  1000kg;       Ol  =  100  cm;      ftj  «  400  cm, 
Pj  «  1500  kg;       Og  =  300  cm ;      ft,  =  200  cm, 

Ä  =  28cm;  5  =  22  cm, 

o;  »  250  cm;         a?  —  Oj  =  250  —  100  — 150  cm. 

Wie  groß  sind  die  NcrmmUpa/imungen  im  Schnitte  a — oct     (Uaa 
seichne  den  Balken  mit  diesen  Maßen  auf!) 

a)  Die  Lage  der  NuUinie. 

Wir  haben  gesehen,  daß  beim  rechteckigen  Querschnitt  die 
Nulünie  in  halber  Balkenhöhe  liegen  muß.  Bezeichnen  wir  den 
Abstand  der  Nulünie  bis  zur  Oberkante  des  Querschnittes  mit  ei 
und  bis  zur  Unterkante  mit  eg  j  so  ist  also  in  dieser  Aufgabe: 

ei  =  14,0  cm ;      «,  =  1*>0  cm. 

b)  Das  Trägheitemoment  «T« 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  ergab  sich  für  den  Summen- 
ausdruck A  •  yi  +  A  •  ya  +  .  •  •  der  Wert 

Für  diese  Aufgabe  wird  also 

J  ==  Y2  •  22,0  cm  (28,0  cm)» 

^  -^ .  22,0  cm  .  21 952  cm» 
-=  40245  cm* . 

c)  Die  Momentensnmme  Jlf  • 

Zunächst  berechnen  wir 

1000-400 +  1500-200 


Hierauf 


500 
=  1400  kg. 

M  =  1400  kg.  250cm  —  1000  kg-  150cm 
«  350000  kg  •  cm  —  150000  kg  -  cm 
—  200000 kg.  cm. 
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Ans  diesen  Angaben  finden  vir  nun  für  irgendeine  Schicht, 
die  y  cm  von  der  Nollinie  entfernt  ist,  die  Normalspannang 

_  Jf 

V  **  T  -j- '  y 

■^  200000  kgcm 
~  "^      40245  cm*     *^ 


o  =  T4,97-^.y 


kg 
cm' 


(Das  Minuszeichen  'gilt  f ür '  die  Schichten  oherhaJbj  das  Pluszeichen 
für  die  Schichten  unterhalb  der  I^uUinie.) 

Die  größten  Spannungen  entstehen  da,  wo  y  am  größten  ist; 
also  in  der  obersten  und  in  der  untersten  Faser.    Für  diese  ist 

y  =  14,0  cm. 
Setzt  man  diesen  Wert  in  die  obige  Formel  ein,  so  erhält  man 

o-  =  :p4,97  -^ .  14,0  cm 
cm* 

-'P'^O-^.cm,        a  =  4:70-^. 
cm*  cm' 

Für  eine  Faserschicht,  die  z.  B.   7,0  cm  über  der  I^ullinie  des 
Balkens  hegt,  würde  sich  ergeben 

a  =  —4,97  •  7,0  =  —  35  kg/qcm     usw. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  auch^zahlenmäßig  durchgeführt. 


in.  Die  „Dimensionen**  Yon  M  und  J*, 

In  der  vorigen  Bechnung  haben  wir  zu  jeder  Größe  gleich 
die  Bezeichnung  hinzugeschrieben,  und  zwar  sowohl  bei  den  ur- 
sprünglich gegebenen  Orößen  (Lasten  und  Abmessungen  des  Balkens), 
als  auch  bei  den  im  Laufe  der  Bechnung  neu  aufgestellten  Größen. 
Hierzu  ist  folgendes  zu  bemerken: 

Die  Momentensumme  (Biegungsmoment)  M  ist  entstanden  durch 
Multiplikation  einer  Kraft  mal  einer  Länge.  War  die  erstere  in 
kg  und  die  letztere  in  cm  gemessen,  so  werden  wir  also  dem 
Moment  den  Zusatz  kg*em  (oder  em«kg)  geben. 

Das  Trägheitsmoment  J  ist  (in  seiner  ursprünglichen  Form) 
entstanden  aus  den  Multiplikationen  von  Flächen  mal  Längen  im 
Quadrat;  also  aus  cm>  •  cm^ .    Wir  werden  deshalb  dem  Trägheits- 
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jnöment  den  Zusatz  cm^  gebto.  In  dieser  ^^DimeDsion^'  muß  es 
sich  natürlich  auch  aus  den  verschiedenen  Formeln  ergeben,  die  wir 
für  die  einzelnen  Querschnittsformen  zur  schnelleren  Berechnung  von 
J  au&tellen  werden.  (Für  das  Bechteck  haben  wir  bereits  die 
betreffende  Formel  abgeleitet.) 

Man  darf  aber  auch  nicht  versuchen,  in  diese  ^^Dimensionen'' 
der  einzelnen  Größen  mehr  Bedeutung  hineinzidegen,  als  in  ihnen 
in  Wirklichkeit  enthalten  ist.  Wenn  wir  sagen ,  J  bekommt  die 
y,Dimension''  cm^,  so  heißt  das:  in  einer  Bechnung,  in  der  die 
Längen  in  cm  angegeben  sind,  müssen  wir  zur  Berechnung  von  J 
auch  die  Abmessungen  (Höhen  und  Breiten)  des  Querschnitties  in 
cm,  und  nicht  in  einem  anderen  Mafistabe,  einführen.  Wenn  man 
für  eine  solche  Berechnung  J  aus  einer  Tabelle  entnimmt,  in  der 
alles  z.  B.  in  dm  gerechnet  ist,  und  diesen  Wert  ohne  Umrechnung 
in  die  Zahlenrechnung  einführt,  so  macht  man  einen  ähnlichen 
Fehler,  als  wenn  man  ohne  weitere  Bemerkung  in  einer  Zeichnung 
die  Längen  der  einzelnen  Konstruktionsteile  z.  B.  im  Maßstabe 
1 :  10  und  die  Breiten  derselben  1 : 1  darstellt.  Nur,  wenn  über- 
haupt kein  Zweifel  vorhanden  ist,  daß  bei  der  betreffenden  Be- 
rechnung alle  Kräfte  z.  B.  in  kg  und  alle  Abmessungen  in  cm  ge- 
messen werden,  kann  man  sich  die  Bezeichnungen  sparen.  Dann 
weiß  man  ja  auch  ohne  diese,  daß  die  Spannungen  schließlich  in 
kg  pro  qcm  herauskommen  müssen.  Dieses  ist  so  ähnlich,  wie 
man  in  einer  Zeichnung  die  Angabe  des  Maßstabes  fortlassen  kann, 
wenn  ein  für  allemal  festgesetzt  istf  daß  diese  Art  von  Zeichnungen 
nur  in  einem  ganz  bestimmten  Maßstabe  ausgeführt  wird. 


§  40. 
Oraphisdie  Darstolhmg  des  Biegimgsgesetzes. 

L  Graphische  Darstellung  der  Spannungen  c. 

Bei  der  Aufstellung  der  Biegungsgleichung  mußten  wir  eine 
Annahme  zu  HUfe  nehmen,  weil  wir  sonst  die  unendlich  vielen 
Unbekannten  o  gar  nicht  hätten  ausrechnen  können.  Diese  An- 
nahme —  die  sogenannte  ^avtersche  Hypothese  —  lautete:  „Die 
Spannungen  o  mögen  sich-  verhalten  wie  ihre  Abstände  von  der 
neutralen  Faserschicht.'^  Es  ist  nun  recht  zweckmäßig,  zu  sehen, 
welches  Bild  die  Spannungen  ergeben,  wenn  man  sie  dieser  An- 
nahme gemäß  aufträgt. 
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In  Fig.  78  a  ist  der  Balkenteil  I  von  Fig.  75  noch  einmal  ge- 
zeichnet. Die  Flächenstreif  e^n  fi...  sind  ebenfalls  (in  Seitenansicht) 
eingetragen.  Femer  ist  zu  jedem  Flächenstreifen  seine  Normal- 
Spannung  o  gezeichnet,  und  zwar  sind  wegen  des  Folgenden  die 
Zugspannungen  nach  links  über  die  Linie  ab  hinweg  verschoben 
aufgetragen.     Außerdem  ist  der  Punkt  JV,  in  dem  die  Kullinie 


kU    (dt 


_UL 


z 


b 


Fig.  78. 


in  der  Seitenansicht  erscheint,  angegeben,  und  schließlich  sind  die 
Abstände  y  von  den  Spannungen  bzw.  Fasern  bis  zur  Nullinie  ein- 
gezeichnet. 

Man  sieht  dann  direkt  aus  der  Figur,  daß  die  Naviersche 
Annahme 

^1  •  ^2  •  •  •  •  ^™  V\  •  V%  *■  •  •  • 

sich  auch  so  aussprechen  läßt:  Stellt  man  die  Spannungen  o 
graphisch  dar,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  sämtlich 
auf  einer  geraden  Linie,  die  durch  den  Punkt  K  geht.  Auf  diese 
Weise  prägt  sie  sich  leicht  dem  Oedächtnis  ein.    Sobald  man  an 
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die  Figur  denkt,  hat  man  auch  sofort  die  Beziehungen  zwischen 
den  einzelnen  Spannungen  im  Kopfe,  z.  B. 

ai :  öj  =  yi :  y, 
oder 

Wegen  dieser  Darstellung  spricht  man  auch  häufig  von  der 
jjgeradlinigen^^  oder  „linearen^^  Spannungsverteilung.  Es  ist  dieses 
also  nur  eine  andere  Bezeichnung  für  die  ^at?i€rsche  Spannungs- 
annahme. 

IL  Graphische  Darstellung  der  yormalkr&fte  <y«/, 

1.  Bisher  hat  es  sich  um  die  Spannungen,  d,  h.  die  auf  ein 
qcm  bezogenen  Kräfte,  gehandelt.  Um  die  gesamten  in  den 
einzelnen  Fasern  auftretenden  I^ormalkräfte  zu  erhalten,  müssen 
wir  jede  Spannung  mit  dem  Inhalte  des  betreffenden  Flächen- 
streifens multiplizieren.  Also  ergeben  sich  für  die  verschiedenen 
Fasern  die  I^ormalkräfte 

Die  Höhen  der  einzelnen  Streifen  sind  sämtlich  unendlich  klein 
zu  nehmen.  Die  Breiten  der  Streifen  sind  aber,  je  nach  der 
Querschnittsform,  voneinander  verschieden.  Deshalb  sind  auch 
die  Flächeninhalte  fi ,  f2  verschieden  groß.  Wenn  wir  also  die 
Spannungen  a^,  a,  usw.  mit  ihren  Flächenstreifen  f^  /,  usw. 
multiplizieren,  so  werden  die  hierdurch  berechneten  Normal- 
kräfte Oi'fi^  a^ •  f^  usw.  bei  der  graphischen  Darstellung  nicht 
mehr  eine  gerade  Linie  ergeben  (Fig.  78  b).  Ihre  Endpunkte  werden 
vielmehr,  je  nach  der  Größe  der  Flächen  fu  /*,  usw.,  auf  einer 
Kurve  liegen.  (Ist  z.  B.  fi  bedeutend  größer  als  fi ,  so  kann 
02 '  fi  größer  werden  als  a^  •  fi .)  Dieses  muß  man  sich  vor  Augen 
halten,  um  über  die  Größe  der  inneren  Kräfte  bei  den  verschiedenen 
Querschnittsformen  Klarheit  zu  haben. 

Denken  wir  uns  nun  die  oberhalb  der  Nullinie  wirkenden 
I^ormalkräfte  (Druckkräfte)  zu  einer  Besultierenden  2>  und  die 
unterhalb  der  I^ullinie  vorhandenen  I^ormalkräfte  (Zugkräfte)  zu 
einer  Besultierenden  Z  zusammengesetzt.  Die  erste  Gleichgewichts- 
bedingungung  („Summe  der  nach  links  zeigenden  Projektionen 
gleich  Summe  der  nach  rechts  zeigenden  Projektionen^')  ergibt 
dann  die  Gleichung: 
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In  Worten:  Die  in  einem  Querschnitte  auftretenden  Normalkräfte 
ergeben  bei  ihrer  Zusammensetzung  zwei  gleich  große,  aber  ent- 
g^engesetzt  gerichtete  Kräfte  2>  und  Z .  Bit  Normdtkräfie  eines 
Querschnittes  Inlden  also  ein  Kräftepaar  (§  11). 

Da  die  Kräfte  2>  und  Z  die  Besultierenden  der  Normal- 
kräfte Oi*fi  usw.  sind,  ergeben  sie  für  den  Punkt  2f  dieselbe 
Summe  der  statischen  Momente,  wie  sämtliche  Normalkräfte  zu- 
sammen.    Es  ist  also  in  Fig.  78  b 

D  •  li  +  Z  •  1?  =  Oifi  •  y^  +  a^fi  •  ^2  +  •  •  • 

(Die  bekannten  Bezeichnungen  /*|,  yi  usw.  sind  in  Fig.  78b  fort- 
gelassen.) Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Summe  ist  aber  gleich  der  Momentensumme  (Biegungsmoment)  der 
äußeren  Kräfte  in  bczug  auf  den  Querschnitt  ab  : 

Und  für  die  linke  Seite  können  wir  nach  §  11,  II  schreiben: 

I)*u  +  Z 'V  =  D*e  f 

D'U-}-  Z •v  =  Z ^e  ^ 


oder  auch 


worin  2>*a  oder  Z*e  nach  §  11,  II  das  jjMoment  des  Kräfte- 
paares  Dj  Z^^  genannt  wird.  Insgesamt  haben  wir  also  nach 
Fig.  78  b  folgendes  Besultat: 

Bei  Zusammenfassung  sämtlicher  auf  einen  Querschnitt  vnrTcenden 
Normalkräfte  o*f  ergibt  sich  ein  Kräftepaar  By  Z,  Bas  Moment 
B  •  e  bzw.  Z  •  e  dieses  Kräftepaares  ist  gleich  der  Momentensumme  M 
der  äußeren  Kräfte  in  bezug  auf  den  Querschnitt. 

Diese  Aussage  läßt  sich  ja  übrigens  auch  direkt  aus  den  Oleich- 
gewichtsbedingungen  des  Teiles  I  ableiten.  Viel  gewonnen  ist 
durch  diese  Zusammenfassung  der  inneren  Kräfte  zu  dem  Kräfte- 
paar Bf  Z  nicht,  da  wir  dieses  ja  immer  erst  aus  den  Kräften  a •  f 
bestimmen  müssen.  Man  bekommt  aber  durch  Fig.  78  b  ein  Bild, 
bis  auf  welche  einfachste  Form  sich  die  Normalkräfte  a  •  f  schließ- 
lich zurückführen  lassen. 

2.  Nur  in  einem  Falle  ergibt  die  Darstellung  der  Kräfte  o^fi , 

o^ff  usw.  ebenfalls  eine  gerade  Linie;  nämlich  beim  rechteckigen 
Querschnitt. 

Beim  Bechteck  haben  alle  Fasern  die  gleiche  Breite  und 
folglich  auch  den  gleichen  Flächeninhalt.     Es  ist  also 

/ 1  =  /  2  =  •  •  • 
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Deshalb  verhalten  sich  auch  die  Produkte  o^^f^^  0|  •  ff  usw.  zu- 
einander ebenso  wie  die  Spannungen  Oi^  a^  usw.  selber;  sie  er- 
geben also  bei  der  graphischen  Darstellung  ebenfalls  eine  gerade 
Linie  (Fig.  78  c).  Da  beim  rechteckigen  Querschnitte  die  Null- 
linie in  halber  Höhe  liegt  (Fig.  77) ,  so  ist  bei  ihm  die  größte 
Druckspannung  (in  der  obersten  Faser)  gleich  der  größten  Zug- 
spannung (in  der  untersten  Faser).  Die  inneren  Ejräfte  ö'f  er- 
geben also  bei  der  graphischen  Darstellung  zwei  verschränkt  zu- 
einander liegende  kongruente  Dreiecke. 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  wollen  wir  auch  noch  das 
innere  Kräftepaar  Dj  Z^  auf  das  sich  —  wie  wir  vorhin  gesehen 
haben  —  bei  jedem  Querschnitt  die  Kräfte  o^f  schließlich  zurück- 
führen lassen,  bestimmen.  In  §  10  (5.  Aufgabe,  am  Schluß)  hatten 
wir  zur  Ermittlung  der  Besultierenden  JB  einer  dreieckförmig  ver* 
teilten  Kräftegruppe  die  Formel  abgeleitet: 

Hierin  war  P^  die  erste  Last,  u  der  Abstand  der  Lasten  vonein- 
ander und  y  die  Belastungslänge.  Nach  dieser  Formel  ergibt  sich 
für  die  Kraft  D  in  Fig.  78  c : 

Die  Breite  des  Querschnittes  sei  b;  also  ist 

fi^h'U . 
Hiermit  ergibt  sich 

-.       1    oTj  •  6  •  u     h 

•^=2— ii 2 

1        Ä         • 
«=2-0,. -2-6. 

Denselben  Wert  bekommen  wir  für  die  Besultierende  Z  der  Zug- 
kräfte. 

Die  Lagen  der  Kräfte  D  und  Z  sind  nach  §  10  (5.  Aufgabe) 
dadurch  bestimmt,  daß 

3  2        3 
und  ebenso 

2 

ist.    Der  Oesamtabstand  zwischen  D  und  Z  ist  also  -^h. 
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Diese  für  den  rechteckigen  Querschnitt  gefundenen  Besultate 
prägen  sich  folgendermaßen  leicht  dem  Gedächtnis  ein:  Trägt  man 
die  Spannungen  Oi  der  äußersten  (obersten  und  untersten)  Fasern 
auf,  so  sind  die  Kräfte  2>  und  Z  dargestellt  durch  den  Inhalt 

eines  jjSpannungadreiecks^*  (Fig.  78 e)  multipliziert  mit  der  Breite  b 
des  Querschnittes. 

§  4L 
Die  Berechnung  der  Schnbspannnngen  r« 

L  Die  „Kraftsnmme"  Q  des  QnerBchnittes» 

Bisher  haben  wir  uns  nur  um  die  Kormalspannungen  a  der 

einzelnen  Balkenfasern  gekümmert  und  zu  deren  Berechnung  die 

M 
Biegungsformel  a'=-=-'y  aufgestellt.      Außer  den  Kormalspan- 

nungen  wirken  aber  noch  die  in  der  Querschnittsebene  liegenden 
Schubspannungen  r  •  Mit  deren  Berechnung  wollen  wir  uns  jetzt 
beschäftigen. 

Von  den  drei  Gleichgewichtsbedingungen  ^  die  in  §  38  den 
Ausgangspunkt  der  Spannungsberechnung  bildeten ,  enthalten  die 
erste  imd  die  dritte  nur  die  Normalspannungen  a  und  sind  des- 
halb auch  zu  deren  Ermittlung  bereits  benutzt  worden.  Die 
Schubspannungen  kommen  in  diesen  beiden  Gleichungen  gar  nicht 
vor.  Es  bleibt  also  zur  Berechnung  der  Schubspannungen  r  nur 
die  zweite  Gleichung  übrig,  nämlich: 

A^P^+P^  +  I    (Fig.  75d  und  76c). 

Hierin  bedeutet  T  die  Besultierende  der  in  der  Querschnittsfläche  ab 
enthaltenen  Schubkräfte;  A ,  P^  und  P^  sind  die  am  Teile  I  an- 
greifenden äußeren  Kräfte.  Wir  schreiben  die  Gleichung  zunächst 
S0|  daß  die  unbekannte  Größe  allein  auf  einer  Seite  steht: 

Auf  der  rechten  Seite  steht  die  Summe  der  seitlich  vom  Schnitte 
befindlichen  äußeren  Kräfte,  wobei  die  entgegengesetzte  Bichtung 
von  A  und  P^ ,  P,  durch  verschiedene  Vorzeichen  zum  Ausdruck 
gebracht  ist.    Wir  wollen  diese  Summe  die 

,,Kraft8umme''  oder  „Querkraft^^  Q 
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für  den  Schnitt  ah  nennen.    Hiermit  lautet  die  Formel  zur  Be- 
reöhnnng  der  Schubkraft: 

(I)  T^Q. 

In  Worten:  Die  Resultierende  aller  Schubkräfte  in  einem  Schnitte  ah 
i9t  gleich  der  Kraftsumme  (Querhraft)  für  diesen  Schnitt. 

n*  Die  Anordnung  der  Schnbspannungen  bei  den  rerschledenen 

Quersohnittsformen. 

Durch  diese  Formel  ist  nun  die  Eesultierende  aller  Schub- 
kräfte bestimmt.  Es  bleibt  aber  noch  anzugeben ,  wie  sich  die 
Schubkräfte  auf  die  einzelnen  Flächenelemente  (Fig.  76)  des  Quer- 
schnittes verteilen.  Wir  sollen  jetzt  also  für  jedes  Flächenelement 
die  Größe  der  betreffenden  Schubspannung  x  und  außerdem  deren 
Bichtung,  oder  —  was  auf  dasselbe  hinauskommt  —  die  beiden 
Seitenkräfte  t,  und  t«  von  r  bestimmen.  Leider  endet  hier  unsere 
Weisheit.  Daß  aus  der  obigen  Formel  (I)  sich  bereits  alle  Schub- 
spannungen im  einzelnen  ausrechnen  lassen  sollen,  ist  natürlich 
nicht  zu  yerlangen.  Denn  auch  bei  den  Normalspannungen  o 
mußten  wir  ja  zu  den  Gleichgewiohtsbedingungen  noch  eine  An- 
nahme (die  Navier&>che  Hypothese)  zu  Hilfe  nehmen,  um  di^ 
nötige  Anzahl  von  Gleichungen  zu  erhalten.  Der  Unterschied  be- 
steht aber  darin,  daß  die  Naviersche  Hypothese  recht  gut  mit 
der  Wirklichkeit  übereinstimmt,  während  die  zur  Berechnung  der 
Schubspannungen  üblichen  Annahmen  dieses  leider  nicht  tun. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  nicht  weiter  auf  die  Sache  ein- 
gehen.  Es  möge  jetzt  genügen,  für  einige  Falle  die  aus  derartigen 
Berechnungen  sich  ergebenden  Eesultate  zusammenzustellen.  (Es 
wird  sich  nämlich  herausstellen,  daß  die  Wirkung  der  Schub- 
spannungen gegenüber  der  Wirkung  der  Normalspannungen  im 
allgemeinen  vernachlässigt  werden  darf.) 

Diese  Besultate  sind  nun  folgende: 

a)  Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (Fig.  79  a  und  b).  Die 
Schubspannungen  laufen  sämtlich  parallel  der  y-Achse  (die  Kom- 
X>onenten  t«  sind  also  gleich  Null).  Die  größte  Schubspannung 
tritt  in  der  mittleren  Faserschicht  auf,  und  zwar  ist  bei  einer 
Querkraft  Q  und  einer  Querschnittsfläche  F  =bh  diese  maximale 
Schubspannung : 


^maz  —  "^ 


3.1 

2  F 
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Die  kleinste  Schubspannung  tritt  in  der  obersten  und  in  der 
untersten  Schicht  auf,  und  zwar  ist  sie  direkt  gleich  Null. 

Für  eine  dazwischenliegende  Schicht  mit  dem  Abstände  y  von 
der  mittelsten  Schicht  dient  zur  Berechnung  der  Schubspannung 
die  Formel 

Um  die  Verteilung  der  Schubspannungen  anschaulich  zur  Dar- 
stellung zu  bringeUi  wollen  wir  sie  rechtwinklig  zu  den  einzelnen 


[■ 


Ä  ^-^i 


i^ 


I 


I 


♦  «r 


\ 


I 


7 

~7 

"Vr 


'{aj  (b) 


I 


1/ 


Fig.  79. 


Flächenstreifen  aufgetragen  denken  (Fig.  79  b).  Dann  ergibt  sich, 
daß  die  Endpunkte  der  x  auf  einer  Kurve,  nämlich  einer  Parabel, 
liegen. 

Für  die  Praxis  ist  aus  dem  Obigen  besonders  zweierlei  zu 
merken: 

1.  Die  Schubkraft  T  verteilt  sich  also  nicht  gleichmäßig  auf 
die  einzelnen  Flächenstreifen   (denn   dann  wäre  ja  für  alle  von 

diesen  die  Schubspannung  t  =  -^ ),   sondern   die   größte  Schub- 

Spannung  ist  um  50 Vo  größer  als  bei  gleichmäßiger  Verteilung. 

2.  Die  Schubspannung  in  den  äußersten  Fasern  (also  gerade 
da,  wo  die  größten  Kormalspannungen  auftreten)  ist  gleich  KulK 

b)   Für  den  Kreisquersehnitt  (Fig.  79  c  und  d).     Nur  in  der 
mittelsten  Faserschicht  laufen  die  Schubspannungen  parallel  der 

Fischer,  StatOc  14 
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y-Acbse,  und  zwar  sind  dieses  die  größten  Schubspannungen,  die 
überhaupt  in  der  Qaerschnittsfläche  vorkommen.  Die  Formel  zu 
ihrer  Berechnung  lautet 

Tmax  •=  3    ji  • 

{Q  =  Kraftsumme  für  den  betreffenden  Schnitt;  F  =  — j-  =  Inhalt 

•der  Querschnittsfläche.) 

Für  jeden  anderen  Flächenstreifen  sind  die  Schubspannungen 
schräg  gegen  die  ^ -Achse  gerichtet.  Man  findet  diese  Eichtung 
z.  B.  für  den  Flächenstreifen  f^^,  indem  man  an  dieser  Stelle  an 

,  den  Kreisumfang  die  Tangenten  legt  und  hierdurch  den  Punkt  A 
bestimmt.  Dann  laufen  sämtliche  Schubspannungen  der  einzelnen 
Elemente  (d.  h.  der  kleinen  Quadrate)  des  Flächenstreifens  durch 
diesen  Punkt.  Die  Größe  der  Schubspannungen  in  den  einzelnen 
Elementen  ein  und  desselben  Streifens  ist  voneinander  verschieden; 
und  zwar  hat  dasjenige  Element  des  Streifens,  das  am  Kreis- 
umfange liegt,  die  größte  Schubspannung  von  allen  Elementen 
dieses  Streifens.     Die  betreffende  Formel  lautet 


-4llM^- 


'=3 

Trägt  man  die  Schubspannungen  von  einer  Geraden  aus  als  Strecken 
auf,  so  hegen  deren  Endpunkte  auf  einer  Ellipse  (Fig.  79  d). 
Zu  merken: 

1.  Die  größte  Schubspannung  ist  um  i/s  =  SSVsVo  größer  als 
die  Schubspannungen,  die  bei  gleichmäßiger  Verteilung  entstehen 
würden. 

2.  In  der  obersten  und  der  untersten  Faser  (also  da,  wo  die 
größten  Spannungen  a  auftreten)  sind  auch  bei  diesem  Querschnitt 
die  Schubspannungen  gleich  Null. 

e)  Für  einen  beliebigen  Querschnitt  Auch  für  irgendeinen 
anderen  Querschnitt  ergibt  sich  bei  den  betreffenden  Untersuchungen 
—  auf  Grund  mehr  oder  minder  unzutreffender  Annahmen  —  eine 
ähnliche  Verteilung  der  Schubspannungen:  In  den  mittleren  Flächen- 
streifen sind  die  Schubspannungen  am  größten,  und  in  den  äußersten 
Fasern  sind  sie  gleich  Null. 

in,  8chlu0toigerung> 

Bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Stabe  findet  erfahrungs- 
gemäß die  Zerstörung  entweder  in  der  untersten  Faser  (durch 
Einreißen)  oder  in  der  obersten  Faser  (durch  Zerquetschen)  statt. 
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Gerade  in  diesen  beiden  FaserscMcliten  sind  aber  die  Schubspan- 
nungen  gleich  Knll!  Daraus  folgt  mit  großer  Wahrseheinlichkeit, 
daß  die  Schnbspannungen  nur  geringen  Einfluß  auf  die  Festigkeit 
eines  gebogenen  Stabes  haben  werden.  Entscheidend  für  dessen 
Festigkeit  sind  vor  allen  Dingen  die  Normalspannungen  o,  während 
die  Schubspannungen  r  im  allgemeinen  vernachlässigt  werden 
können. 

Dieses  ist  der  Grund,  weshalb  in  Brückenberechnungen  usw. 
fast  niemals  von  den  r  die  Bede  ist.  (Ausnahme:  s.  ,,Eisenbeton'*). 


§42. 
Darstellung  der  Theorie  an  einem  Biegongsversueh. 

Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  der  Biegungsfestigkeit  sind 
wir  —  von  einer  allgemeinen  Betrachtung  der  Formänderungen 
und  der  zu  erwartenden  Spannungen  ausgehend — durch  Anwendung 
der  Gleichgewichtsbedingungen  und  Hinzuziehung  von  Annahmen 
und  verschiedenen  mathematischen  Umformungen  glücklich  zur 
Bestimmung  der  inneren  Kräfte  gelangt.  Den  naheliegendsten 
Weg  zur  Ermittlung  dieser  Ejräfte  haben  wir  aber  in  echt  deutscher 
Umständlichkeit  bisher  noch  gar  nicht  beschritten.  Dieses  wollen 
wir  jetzt  nachholen. 

Nämlich:  Wir  wollen  die  inneren  Kräfte  kennen  lernen,  die 
in  einer  Querschnittsfläche  ah  eines  Balkens  wirken.  Nun  gut, 
schneiden  wir  doch  den  Balken  einfach  an  dieser  Stelle  durch 
und  sehen  dann  mit  eigenen  Augen  nach,  was  in  dieser  Quer- 
schnittsfläche eigentlich  vorgeht! 

In  Fig.  80  a  haben  wir  einen  Balken  mit  rechteckigem  Quer- 
schnitt auf  zwei  Stützen  A  und  B ,  Um  auch  noch  etwas  Neues 
hinzuzulernen,  ist  der  Balken  über  den  einen  Stützpunkt  hinaus 
verlängert.  Auf  diese  Weise  entsteht  ein  sogenannter  ^,Über1cragender 
Bälken^^.    Die  Stützweite  des  Balkens  ist 

l  =  30,0  cm, 

die  gesamte  Länge 

L  =  36,0  cm. 

Die  Belastung  besteht  aus  den  Kräften  P^ ,  Pj  und  Pj .  Außer- 
dem müssen  wir  in  diesem  Falle  aber  auch  das  Eigengewicht  0 
des  Balkens  berücksichtigen,  da  die  anderen  Lasten  so  klein  si4d, 
daß  es  ihnen  gegenüber  wohl  in  Betracht  kommt.    Es  wurde  durch 

14* 


212    — 


(O 


—    213     — 

WäguDg  zn  0,6  kg  bestimmt.     Insgesamt  haben  wir  also  folgende 
Belastungen  des  Balkens: 

Pi  =  0,9  kg;       Pg  =  1,2  kg;       P,  -  1,4  kg;       O  =  0,6  kg. 

Diese  Belastungen  und  überhaupt  die  ganze  Versuchsanordnung 
sind  so  gewählt,  daß  jeder  Leser  den  Versuch  selber  durchführen 
kann.  Hierzu  die  Anregung  zu  geben,  ist  der  Hauptzweck  dieser 
Zeilen.  Wer  eihen  'solchen  Versuch  selber  ausführt,  wird  erstaunt 
sein,  wie  einfach  und  beinahe  selbstverständlich  ihm  vieles  er- 
scheint, was  einem  anderen  erhebliches  Kopfzerbrechen  verursacht. 
Diese  Bemerkung  gilt  namentlich  auch  für  die  später  vorzutragen- 
den Untersuchungen. 

I>  yachprtifung  der  Auliagerkräfte. 

Zunächst  berechnen  wir  die  Auflagerkräfte  A  und  B  (s.  Ab- 
schnitt n,  insbesondere  §  16).  Um  A  zu  bestimmen,  stellen  wir  die 
Gleichgewichtsbedingung:  „Summe  der  rechtsherum  zeigenden 
Momente  gleich  Summe  der  linksherum  zeigenden  Momente'^,  und 
zwar  von  sämtlichen  an  dem  Balken  angreifenden  Kräften,  auf. 
Als  Bezugspunkt  nehmen  wir  zweckmäßig  Punkt  B  •  Das  Eigen- 
gewicht ist  in  Wirklichkeit  eine  über  die  Balkenlänge  L  «  36,0  cm 
gleichmäßig  verteilte  Last.  Beim  Aufstellen  der  Momente  können 
wir  aber  diese  unendlich  vielen  kleinen  Kräfte,  die  zusammen  das 
Gewicht  des  Balkens  bilden,  ersetzen  durch  ihre  Besultierende  Oy 
die  in  halber  Balkenlänge  L  einzuzeichnen  ist.  Somit  haben  wir 
zur  Bestimmung  von  A  die  Gleichung 

A  .  30,0  +  Ps  •  6,0  =  Pj  •  25,0  +  P«  •  13,0  +  O  •  12,0 

A .  30,0  =  Pi  •  25,0  +  Pa  •  13,0  +  G  •  12,0  -  P3  •  6,0 

1 


JL  = 


2^-^(0,9.25,0  +  1,2.13,0  +  0,6.12,0-1,4.6,0) 
36,9 


30,0 
A  =  1,23  kg. 

Entsprechend  wird  B : 

B .  30,0  =  Pi .  5,0  +  Pg .  17,0  +  ö .  18,0  +  P3  •  36,0 

B  =  -^  (0,9  . 5,0  +  1,2 .  17,0  +  0,6  •  18,0  +  1,4  .  36,0) 
^       86,1 


30,0 
B  «  2,87  kg. 
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Um  diese  Werte  kontrollieren  zu  können,  wurde  in  Fig.  80  a 
der  kleine  Holzbalken  auf  zwei  gleicharmige  Hebel  gesetzt,  die 
ihrerseits  auf  einer  Tischplatte  aufruhen.  Hierdurch  werden  die 
Auflagerdrücke  A  und  B  gewissermaßen  sichtbar  vorgeführt.  Bei 
Ausführung  des  Versuches  zeigt  sich,  daß  auf  die  Hebel  tatsäch- 
lich die  Lasten  1,23  kg  und  2,87  kg  aufgebracht  werden  müssen, 
um  den  Balken  im  Gleichgewicht  zu  halten.  Allerdings  bedurfte, 
es  eigentlich  dieser  Prüfung  gar  nicht;  denn  die  Berechnung  der 
Auflagerkräfte  ist  ja  nichts  anderes  als  die  Anwendung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen, und  diese  sind  —  sofern  überhaupt  die  Grund- 
lagen der  mechanischen  Wissenschaft  zutreffen  —  mathematisch 
erwiesen.  Immerhin  ist  es  lehrreich,  die  Theorie  gewissermaßen 
greifbar  vor  Augen  zu  haben. 

n>  Nachpriilnng  der  Inneren  Kräfte, 

1.  Kun  gehen  wir  zur  Betrachtung  der  im  Innern  des  Balkens 
wirkenden  Elräfte.  Wir  schneiden  ihn  also  einfach  an  einer  Stelle  a& 
durch  (Fig.  80  a)  und  betrachten  die  hierdurch  entstehenden  Teile  I 
und  II  besonders  (Fig.  80  b).  Nach  unseren  bisherigen  Unter- 
suchungen  ist  dann  folgendes  zu  erwarten:  Im  oberen  Teile  müssen 
Druckkräfte  und  im  unteren  Teile  müssen  Zugkräfte  yorhanden 
sein.  Wenn  wir  auch  die  auf  die  einzelnen  Flächenstreifen  wirken- 
den inneren  Kräfte  o  •  f  beim  Versuch  nicht  alle  einzeln  vorführen 
können,  so  köQuen  wir  aber  doch  ganz  bequem  die  Besultierenden 
der  Druck-  und  der  Zugkräfte  darstellen.  Also  das  in  §  40  (Fig.  78) 
mit  Dj  Z  bezeichnete  innere  Kräftepaar.  Um  die  Kraft  D  hervor- 
zurufen, klemmen  wir  in  dem  oberen  Teile  zwischen  I  und  II 
einen  kleinen  Holzstab  ein  (Fig.  80b);  und  um  Z  darzustellen, 
verbinden  wir  in  dem  unteren  Teile  die  Stücke  I  und  II  durch 
einen  zwischen  zwei  Haken  gespannten  kleinen  Draht.  Somit 
haben  wir  die  Wirkung,  die  sonst  durch  die  inneren  Kräfte  a^f 
auf  die  Teile  I  und  II  hervorgerufen  wird,  durch  die  Einfügung 
des  Druckstabes  D  und  der  kleinen  Zugstange  Z  zur  Anschauung 
gebracht. 

Außer  den  Npruialspannungen  a  haben  wir  aber  in  dem  Quer- 
schnitte  noch  die  Schubspannungen  t  .  Deren  Eesultierende  hatten 
wir  mit  T  be:5eicbnet  (Fig.  76  c).  Natürlich  müssen  wir  auch  noch 
diese  an  unseren  Balkenteilen  I  und  II  in  Fig.  80  b  anbringen, 
um  sie  im  Gleichgewicht  zu  halten.  Die  Kraft  T  wirkt  inner- 
halb der  Querschnittsebene,  parallel  den  äußeren  Kräften.  Um 
sie  zur  Darstellung  zu  bringen,  verbinden  wir  die  Teile  7  und  II 
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durch  einen  Draht  T  (Fig.  80b).  Allerdings  verläuft  dieser  Draht 
nicht  genau  in  Eichtung  des  Schnittes  a  h ,  sondern  etwas  schräg. 
Die  Abweichung  kann  aber  so  gering  gemacht  werden  —  nament- 
lich, wenn  man  den  Versuch  in  etwas  größerem  Maßstabe  aus- 
führt — ,  daß  die  Schrägstellung  von  T  keinen  wesentlichen  Ein- 
fluß auf  die  Größen  der  beiden  anderen  Kräfte  D  und  Z  haben 
kann.  Auf  jeden  Fall  genügt  aber  auch  schon  die  Yersuchs- 
anordnung  von  Fig.  80b,  nm  zu  zeigen:  daß  sich  die  in  einem 
Schnitte  ah  wirkenden  inneren  Kräfte  zurückführen  lassen  auf 
zwei  horizontal  gerichtete  Ej^äfte  D  und  Z ,  und  eine  in  Sichtung 
des  Schnittes  wirkende  Kraft  T.  Übrigens  kann  man  es  durch 
Anbringung  von  Bollen  leicht  erreichen,  daß  die  Kraft  T  sowohl 
bei  I  als  auch  bei  II  genau  parallel  der  Schnittfläche  geführt  wird. 
2«  Um  nun  noch  genauer  zu  sehen,  wie  diese  Kräfte  D ,  Z  und  T 
auf  jedes  der  Balkenstücke  I  und  II  wirken,  ist  der  Versuch  nach 
Fig.  80c  und  d  weitergeführt.  Neben  I  und  II  sind  kleine,  ein- 
fache Holzböcke  gestellt,  die  unten  eine  Bolle  und  oben  einen 
Winkelhebel  tragen.  Nun  können  wir  die  Kräfte  D  und  Z  direkt 
einzeln  ausüben  und  messen.  Ebenso  stellen  wir  die  Schubkraft  T 
am  Teile  I  durch  ein  meßbares  Gewicht  I  dar.  Da  der  Balken- 
querschnitt rechteckig  gewählt  ist,  müssen  die  Kräfte  D  und  Z, 
wenn  sie  die  wirklich  yorhandenen  Normalkräfte  o^-f^^o^^f^  usw. 
ersetzen  sollen,  in  einem  Abstände 

«  =  1^  =  18,0  =  5,33  cm 

angebracht  werden  (ygl.  Fig.  78c).    Hiernach  ist  in  Fig.  80  c  und  d 
geschehen. 

Nun  soll  sich  also  nach  §  40  und  §  41  herausstellen:  Die 
Schubkraft  T  muß  gleich  der  Kraftsumme  Q  sein,  nnd  das  Moment 
des  Kräftepaares  2),  Z  muß  gleich  der  Mom^entensumme  M  der 
äußeren  Kräfte  sein.  Am  Teile  I  haben  wir  an  äußeren  Kräften  A ,  P^ 
und  das  Gewicht  Oi  des  Teiles  !•  Letzteres  ergibt  sich  aus  dem 
Gesamtgewicht  0\ 

und  zwar  greift  diese  Ejraft  in  der  Mitte  der  Länge  12,0  cm  an. 
Somit  wird  für  den  Teil  I  die 

Kraftamnme    Q  =  J.  —  Pj  —  ö^ 

=  1,23-0,90-0,20 
Q- 0,13  kg,      
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Momentensumme    M  =  A'  12,0  —  Pj  •  7,0  —  (?/ •  6,0 

«  1,23  .  12,0  —  0,90 .  7,0  -  0,20  •  6,0 
M  -=  7,26  cmkg. 

Andererseits  zeigt  nun  der  Versuch:  Es  muß  an  inneren  Kräften 
aufgebracht  werden: 

Schubkraft     T  =  0,13  kg, 

Kräfte  D  und  Z : 

D^Z  =  1,36  kg. 

Die  Kräfte  D  und  Z  stellen  sich  also  als  ein  Kräftepaar  heraus, 
und  zwar  hat  dieses  das  Moment 

M  =  1,36 . 5,33 
=  7,26  cmkg. 

Die  Gegenüberstellung  dieser  durch  den  Versuch  gefundenen  Werte 
mit  den  vorhin  berechneten  Werten  Q  und  M  zeigt,  daß  in  der  Tat 

Schubkraft  T  »  Kraftsumme  Q  , 

•  

Moment  von  D^Z^  Momentensumme  M  der  äußeren  Kräfte 

ist  —  wie  es  die  Theorie  verlangt. 

In  Fig.  80  d  ist  auch  der  rechts  vom  Schnitte  gelegene  Balken- 
teil gezeichnet.  Auf  den  müssen  natürlich  in  der  Schnittfuge  ah 
dieselben  Kräfte  D  j  Z  und  T  ausgeübt  werden,  um  ihn  im  Gleich- 
gewicht zu  halten.  Die  beiden  Kräfte  D  in  Fig.  80  c  und  d  sind 
ja  in  Wirklichkeit  ein  und  dieselbe  Kraft  —  nämlich  die  Eesul« 
tierende  der  in  der  Schnittfuge  ah  vorhandenen  Druckkräfte  — , 
nur  daß  sie  in  Fig.  80  o  in  ihrer  Wirkung  auf  Teil  I  und  in 
Fig.  80  d  in  ihrer  Wirkung  auf  Teil  II  dargestellt  ist.  Hierdurch 
kommt  es  zustande,  daß  sie  in  Fig.  80  c  nach  links  und  in  Fig.  80  d 
nach  rechts  zeigend  gezeichnet  werden  muß.  Genau  dasselbe  ist 
mit  der  Kraft  Z  von  Fig.  80b  der  Fall:  Diese  zwischen  den 
Teilen  I  und  II  wirkende  Zugkraft  muß,  wenn  man  ihre  Wirkungen 
auf  die  Teile  I  und  II  getrennt  darstellt,  einmal  nach  rechts  und 
einmal  nach  links  zeigend  dargestellt  werden.  Und  schließlieh 
muß  die  Schubkraft  T  mit  entgegengesetzten  Pfeilrichtungen  ge- 
zeichnet werden,  je  nachdem  man  ihre  Wirkung  auf  den  Teil  I 
oder  den  Teil  II  darstellen  will.  Da  sie  sich  bei  unserem  Ver- 
suche am  Teile  I  nach  unten  wirkend  ergeben  hatte,  muß  sie  am 
Teile  II  nach  oben  wirkend  angebracht  werden.  In  der  Tat  zeigt 
der  Versuch,  daß  auf  den  rechten  Teil  eine  nach  oben  zeigende 
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Kraft  T  von  0,13  kg  ausgeübt  werden  muß,  um  Gleichgewicht 
herzustellen. 

Es  ist  eigentümlich :  Daß  eine  zwischen  zwei  Körpern  I  und  II 
bestehende  Zugkraft  Z  auf  den  einen  nach  rechts  und  auf  den 
anderen  nach  links  wirkt,  sieht  man  bald  ein.  Man  braucht  hierbei 
ja  nur  eine  Oummischnur  mit  den  Händen  auseinanderzuziehen« 
Bann  merkt  wohl  jeder,  daß  die  Zugkraft  der  Gummischnur  die 
linke  Hand  nach  rechts  und  die  rechte  Hand  nach  links  zieht. 
Auch  bei  einer  Druckkraft  erkennt  man  leicht,  daß  ein  und  die- 
selbe Kraft  mit  entgegengesetzten  Bichtungen  gezeichnet  werden 
muß,  je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  der  beiden  Körper, 
zwischen  denen  diese  Kraft  wirkt,  mit  ihr  dargestellt  wird.  Kur 
bei  der  Schubkraft  T  hat  dieser  Gedankengang  für  den  Anfänger 
meistens  etwas  Befremdendes.  Trotzdem  ist  es  dasselbe:  Man 
braucht  ja  nur  eine  Gummischnur  mit  den  Händen  so  auseinander- 
zuziehen, daß  diese  vertikal  übereinander  stehen  und  die  Schnur 
in  Eichtung  der  Handflächen  läuft.  Dann  hat  man  die  Verkörperung 
der  Schubkraft  (Fig.  80b)  und  wird  wohl  dabei  merken,  daß  ein 
und  dieselbe  Kraft  auf  die  beiden  durch  sie  verbundenen  Körper 
stets  in  entgegengesetzten  Bichtungen  wirkt.  Diese  Eigenschaft 
braucht  also  weder  bewiesen  noch  auch  nur  erklärt  zu  werden, 
sie  bildet  sozusagen  das  Wesen  einer  Kraft. 

3.  Nachdem  wir  die  im  Schnitte  a  h  wirkendeü  inneren  Kräfte 
und  ihre  Darstellung  erledigt  haben,  wollen  wir  noch  einen  anderen 
Schnitt,  c  d  in  Fig.  80a,  untersuchen.  Im  Prinzip  kann  sich  natürlich 
nichts  ändern.  Im  einzelnen  ergibt  der  Versuch  aber  folgende 
Verschiedenheiten  (Fig.  80  e):  Jetzt  muß  die  zugfeste  Verbindung  Z 
in  dem  oberen  Teile  des  Querschnittes  angebracht  (eingeschraubt) 
werden,  und  der  kleine  Druckst»b  D  muß  in  dem  unteren  Teile 
zwischen  die  Balkenstücke  III  und  IV  geklemmt  werden.  Die 
Normalkräfte  sind  also  gegenüber  Fig.  80b  miteinander  vertauscht. 
Auch  die  Schubkraft  I  wirkt  jetzt  anders.  Denn  der  die  Kraft  T 
hervorrufende  Verbindungsdraht  muß  jetzt  von  links  unten  nach 
rechts  oben  laufen,  um  zusammen  mit  D  und  Z  Gleichgewicht  zu 
erzielen.  Zeichnet  man  diese  Kräfte  i>,  Z  und  T  von  Fig.  80 e 
so  auf,  wie  sie  auf  jeden  der  Balkenteile  III  und  IV  einzeln 
wirken,  so  bekommt  man  das  in  Fig.  80 f  dargestellte  Kräfte- 
bild. Vergleicht  man  diese  Darstellung  mit  der  Fig.  80  c  und  d, 
80  sieht  man,  daß  im  Prinzip  dieselben  Kräfte  auftreten,  dagegen 
die  Bichtungen  der  Kräfte  gerade  entgegengesetzt  geworden  sind. 
Im  nächsten  Paragraphen  werden  wir  nun  sehen,  wie  diese  Ver- 
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Bchiedenlieit  in  den  Eichtungen  in  Übereinstimmung  gebracht 
werden  kann  mit  dem  Wechsel  der  Vorzeichen  der  Kraftsumme  Q 
und  der  Momentensumme  M  bei  den  verschiedenen  Querschnitten. 


Zusammenfassung« 

Der  Versuch  hat  uns  dreierlei  Beachtenswertes  gezeigt: 
!•  Die  in  einem  Querschnitte  ab  eines  Balkens  vorhandenen 
inneren  Kräfte  lassen  sich  tatsächlich  auf  ein  Kräftepaar  Dj  Z 
und  auf  eine  Schubkraft  T  zurückführen.     Die  zur  Berechnung 
dieser  Kräfte  früher  abgeleiteten  Aussagen 

(I)  Schubkraft  T  =  Kraftsumme  Q  , 

(n)      Moment  von  Dj  Z  =^  Momentensumme  M 

sind  durch  den  Versuch  bestätigt. 

2.  Es  hat  sich  selbstverständlich  auch  beim  Versuch  heraus- 
gestellt, daß  jede  dieser  inneren  Kräfte  in  entgegengesetzten  Sich- 
tungen zeigt,  je  nachdem  sie  auf  den  einen  oder  auf  den  anderen 
Balkenteil  wirkend  dargestellt  wird. 

3.  Die  Normalkräfte  treten  für  die  verschiedenen  Querschnitte 
in  den  beiden  möglichen  Anordnungen  —  entweder  oben  Druck 
und  unten  Zug,  oder  umgekehrt  —  auf.  Auch  die  Schubkraft  T 
tritt  in  zweierlei  Anordnung  auf:  Entweder  wirkt  sie  auf  den 
linken  Teil  nach  unten  und  dann  also  auf  den  rechten  Teil  nach 
oben,  oder  aber  umgekehrt,  ein« 


§43. 
Vorzeichenregeln  für  Q  und  M. 

L  Vorzeichenregei  für  die  Kraftsumme  Q% 

Die  in  einem  Querschnitte  vorhandene  Schubkraft  T  kann 
also  in  zwei  verschiedenen  Anordnungen  auftreten;  entweder  nach 
Fig.  80  b  oder  nach  Fig.  80  e.  Nehmen  wir  nicht  die  gesamten 
Besultierenden  T,  sondern  die  einzelnen  Schubspannungen,  so 
werden  diese  also  entweder  nach  Fig.  81a  oder  nach  Fig.  81b  in 
den  verschiedenen  Querschnitten  eines  Balkens  wirksam  sein.  (Die 
Normalspannimgen  sind  in  Fig.  81  fortgelassen,  da  es  sich  jetzt 
nur  um  die  Schubspannungen  handelt.)  Um  sich  eine  Vorstellung 
von  dieser  Verschiedenheit  der  Wirkungen  zu  machen,  denke  man 
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an  zwei  unmittelbar  nebeneinanderstehende  vertikale  Flächen  (z.  B. 
die  Handflächen),  zwischen  deren  einzelnen  Punkten  yerbindende 
Kräfte  wirken.  Gleitet  nun  die  linke  Fläche  etwas  nach  oben 
und  die  rechte  nach  unten,  so  werden  die  Verbindungskräfte  auf 
die  beiden  Flächen  nach  Fig.  81a  wirken.  Verschiebt  sich  aber 
die  linke  Fläche  nach  unten  und  die  rechte  nach  oben,  so  wirken 
die  verbindenden  Kräfte  auf  den  linken  bzw.  rechten  Teil  so,  wie 
in  Fig.  81  b  angenommen  ist. 

Um  nun  diese  beiden  möglichen  Fälle  zu  unterscheiden,  wollen 
wir  Fig.  81a  die  „positive^^  und  Fig.  81b  die  „negative  Anordnang<< 
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9.0  cm. 


der  Schubspannungen  nennen.  Unsere  zunächst  zu  lösende  Frage 
sei  nun:  Wie  können  wir  bereits  an  der  Kraftsumme  Q  erkennen, 
ob  die  Schubspannungen  in  dem  betreffenden  Querschnitt  in 
positiver  oder  in  negativer  Anordnung  auftreten  werden  f 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  muß  man  sich  klar  werden, 
daß  die  Kraftsumme  Q  sich  aus  nach  oben  zeigenden  und  aus 
nach  unten  zeigenden  Kräften  zusammensetzt;  Dieser  Unterschied 
in  den  Bichtungen  der  äußeren  Kräfte  äußert  sich  natürlich  auch 
In  den  Schubspannungen.  Betrachten  wir  zunächst  das  Gleich* 
gewicht  des  Teiles  links  vom  Schnitte,  so  zeigt  sich  hinsichtlich 
dieser  Verschiedenheit  folgendes:  Eine  am  linken  Teile  nach  oben 
gerichtete  Kraft  (Auflagerdruck  A)  erfordert  zur  Erhaltung  des 
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Gleichgewichts  eine  auf  diesen  Teil  nach  unten  wirkende  Schub- 
kraft („Positive  Anordnung'%  Und  umgekehrt:  Zu  einer  am  linken 
Teile  nach  unten  zeigenden  Kraft  gehört  eine  aufwärtsgerichtete 
Schubkraft  („N^egative  Anordnung*').  In  Wirklichkeit  wirken  nun 
an  diesem  Teile  sowohl  nach  oben  als  auch  nach  unten  zeigende 
Kräfte.  Innerhalb  des  Querschnittes  kann  also  eine  positive  oder 
eine  negative  Anordnung  der  Schubspannungen  eintreten,  und  zwar 
richtet  sich  dieses  augenscheinlich  nach  folgender  Eegel:  Über- 
wiegen am  linken  Teile  die  nach  oben  zeigenden  Kräf  te,  so  müssen 
die  Scbub^annungen  in  positiver  Anordnung  vorhandto  sein;  über- 
wiegen aber  die  nach  unten  zeigenden  Kräfte,  so  gehört  zu  den 
betreffenden  Lasten  eine  negative  Anordnung  der  Schubspannungen. 

Beim  Aufstellen  der  Kraftsumme  Q  werden  wir  also  zweck- 
mäßig von  vornherein  die  am  linken  Teile  nach  oben  zeigenden 
Kräfte  mit  positivem  und  die  daselbst  nach  unten  zeigenden 
Kräfte  mit  negativem  Vorzeichen  einführen.  Kommt  dann  für 
Q  etwas  Positives  heraus,  so  bedeutet  dieses,  daß  die  nach  oben 
zeigenden  Kräfte  überwiegen,  und  dann  treten  auch  die  Schub- 
spannungen in  positiver  Anordnung  auf  (Fig.  81a).  Kommt 
aber  für  Q  etwas  Negatives  heraus,  so  ist  dadurch  angezeigt,  daß 
die  nach  unten  zeigenden  Kräfte  überwiegen,  und  zu  diesem 
Palle  gehört  auch  eine  negative  Anordnung  der  Schubspannungen 
(Fig.  81  b).  Auf  diese  Weise  gibt  das  endgültige  Vorzeichen  der 
Kraftsumme  Q  gleichzeitig  das  Vorzeichen  für  die  Anordnung  der 
Schubspannungen  an,  und  unsere  eingangs  gestellte  Aufgabe  ist 
gelöst. 

Bisher  haben  wir  die  Schubkraft  T  in  einem  Querschnitte 
dadurch  bestimmt,  daß  wir  die  Kraftsumme  für  den  linJcs  vom 
Schnitte  befindlichen  Trägerteil  aufstellten.  Natürlich  können  wir 
T  auch  aus  dem  Gleichgewicht  des  rechten  Trägerteiles  ableiten. 
Nur  hinsichtlich  der  Vorzeichen,  mit  denen  die  einzelnen  Kräfte  beim 
Aufstellen  der  Kraftsumme  Q  einzuführen  sind,  tritt  ein  Unter- 
schied ein.  Jetzt  gehört  nämlich  zu  einer  nach  oben  gerichteten 
Kraft  eine  „negativ*'  angeordnete  Schubkraft  T  (Fig.  81b),  und 
zu  einer  nach  unten  gerichteten  Kraft  gehören  „positive**  Schub- 
spannungen. Dieser  Unterschied  kommt  eben  daher,  weil  auch 
die  Schubspannungen  auf  den  linken  und  auf  den  rechten  Teil  in 
entgegengesetzten  Bichtungen  einwirken.  Wenn  wir  also  die  Straft- 
summe  Q  am  rechten  Teile  aufstellen,  werden  wir  die  nach  oben 
zeigenden  Ejräfte  mit  negativem  und  die  nach  unten  zeigenden 
Kräfte  mit  positivem  Vorzeichen  einführen.    Dann  stimmt  wieder 
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das  endgültige  Vorzeichen  von  Q  mit  dem  Vorzeichen  für  die  Schub - 
kraftanordnnng  überein,  so  daß  letztere  durch  das  Vorzeichen  von  Q 
bereits  mitbestimmt  ist.  Am  klarsten  wird  die  Zweckmäßigkeit 
dieser  Vorzeichenregeln  beim  Durcharbeiten  eines 

Zahlenbeispiels. 

Aufgabe.    Bei  dem  in  Fig.  80  a  gezeichneten  Balken  sollen  die 

KrafUummen  Q  für  die  Querschnitte  ah  und  od  bestimmt  werden! 

Zunächst  stellen  wir  die  äußeren  Kräfte  zusammen.    Es  war 

P,  «  0,90  kg;      P,  =  1,20  kg;       Pj  =  1,40  kg;       G  =  0,60  kg. 

Femer  hatten  wir  berechnet 

Ä  =  1,23  kg;       B  =  2,87  kg. 

Für  das  Folgende  brauchen  wir  außerdem  die  Gewichte  6/  jOu  usw. 
der  Teile  I ,  II  usw.  (Fig.  81  a  und  b).  Diese  Gewichte  sind  gleich 
dem  Gesamtgewicht  0 ,  verkleinert  im  Verhältnis  der  Längen.   Also 

12  0  24  0 

0/  -  0,60 .  ^  =  0,20  kg ;  ö„  =  0,60  •  :^  =^0,40  kg; 

Oui  =  0,60 .  1^  =  0,45  kg;  Gjy  =  0,60  •  ^  =  0,15  kg. 

Nun  können  wir  die  Eraftsummen  Q  und  die  Schubkräfte  T  be- 
rechnen. 

a)  Für  den  Querschnitt  ab  ergibt  sich  die  Kraftsumme,  unter 
Innehaltung  der  soeben  aufgestellten  Vorzeichenannahmen: 

Am  linken  Teile  abgeleitet:  Am  rechten  Teile  abgeleitet: 

C  =  +^  —  Pi  —  0/  e  =— B+  P,  +  P,  +  6?// 
=  + 1,23  —  0,90  —  0,20  =  —2,87  +  1,40  +  1,20  +  0,40 

=  +1,23  —  1,10  =  —2,87  +  3,00 

=  +0,13  kg.  =+0,13  kg. 

Dieses  Eesultat  sagt  aus:  Für  den  Querschnitt  ah  überwiegen  am 
linken  TeUe  die  nach  oben  zeigenden  und  am  rechten  Teile  die 
nach  unten  zeigenden  äußeren  Kräfte.  Innerhalb  dieses  Quer- 
schnittes muß  also  eine  Schubkraft  T  in  „positiver''  Anordnung 
herrschen  (Fig.  81a),  und  zwar  hat  T  die  Größe  von  0,13  kg. 

Die  Eechnung  hat  natürlich  denselben  Wert  Q  ergeben,  gleich- 
gültig, ob  wir  die  Kraftsumme  am  linken  oder  am  rechten  Teile 
ableiten.  Denn  der  Balken  —  als  Ganzes  betrachtet  —  ist  eben- 
falls im  Gleichgewicht,  und  es  muß  also  am  linken  Teile  ein  ebenso 
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großer  Lastenüberschuß  Dach  obea  wirken,   wie  am  i^echten  Teile 
nach  unten.    Oder,  in  Formeln  ausgedrückt,  wegen 

^  +  ^  =  Pi  +  P,  +  P,  +  6/ +  ö/j 
muß  sein 

-1  -  Pi  -  6j  =  -^  +  P^  +  P3  +  ö//  . 

b)  Für  den  Querschnitt  cd  ergibt  sich  die  Kraftsumme: 

Am  linken  Teile  aufgestellt:  Am  rechten  Teile  aufgestellt:  ,. 
(?  =  +A  — Pi  — Pa  — ö///  (?=-— B  +  P, +  G/r 

«  +1,23  —  0,90  —  1,20  —  0,45  =  —  2,87  +  1,40  +  0,15 

=  +1,23  —  2,55  s=  -  2,87  +  1,55 

=  —1,32  kg.  =  — 1,32  kg. 

Dieses  Eesultat  sagt  aus:  Im  Querschnitte  cd  herrscht  eine  Schub- 
kraft T  =»  1,32  kg,  und  zwar  in  negativer  Anordnung. 

Man  sieht,  daß  unsere  Vorzeichenfestsetzung  recht  zweckmäßig 
war:  Gleichgültig,  ob  wir  die  Kraftsumme  am  rechten  oder  am 
linken  Teile  aufstellen,  wir  erhalten  durch  den  Wert  Q  sofort  die 
Schubkraft  nach  Größe  und  Anordnung. 


n.  Yorzelchenregel  für  die  Momentensumme  üf  • 

Auch  die  Normalspannungen  o  können  in  zwei  verschiedenen 
Anordnungen  auftreten.  Entweder  haben  wir  unten  Zug  und 
oben  Druck,  oder  unten  Druck  und  oben  Zug.  In  Fig.  82  a  und  b 
sind  diese  beiden  Möglichkeiten  dargestellt.  (Die  Schubspannungen  x 
sind  jetzt  fortgelassen.)  Um  eine  Vorstellung  vx)n.  diesen  beiden 
verschiedenen  Anordnungen  zu  bekommen,  kann  man  sich  zwei 
nebeneinanderstehende  Flächen  denken,  die  durch  ein  Zwischen- 
mittel verbunden  sind.  Dreht  man  die  Flächen  so  gegeneinander, 
daß  sie  sich  unten  entfernen  und  oben  nähern,  so  wird  das  Zwischen- 
mittel auf  die  Flächen  Kräfte  ausüben,  die  nach  Fig.  82  a  wirken. 
Dreht  man  die  Flächen  aber  so,  daß  unten  ein  Zusammendrücken 
und  oben  ein  Auseinanderziehen  stattfindet,  so  treten  Kräfte  nach 
Fig.  82  b  auf. 

Um  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  wollen  wir  den  ersten 
die  „positive**  und  den  zweiten  die  „negative  Anordnung**  der  Normal- 
spannungen nennen.  Woran  erkennen  wir  nun,  ob  in  einem  Balken- 
querschnitte die  Normalspannungen  in  „positiver"  oder  in  „negativer" 
Anordnung  auftreten  werdent 

Die  Normalspannungen  sind  abgeleitet  aus  der  Momenten- 
gleichung für  den  Punkt  N.    („Summe  der  rechtsherum  zeigenden 
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Momente  gleich  Summe  der  linksherum  zeigenden  Momente/*)  Be- 
trachten wir  nun  den  linken  Teil,  so  folgt:  Eine  Kraft,  die  rechts- 
herum um  den  Punkt  N  zeigt,  erzeugt  eine  positive  Verteilung 
der  Normalspannungen;  und  eine  Kraft,  die  linksherum  um  N 
zeigt,  erzeugt  Normalspannungen  in  negativer  Anordnung.  Wenn 
wir  also  in  der  Biegungsformel 
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die  Momentensumme  M  am  linken  Teile  berechnen,  so  werden 
wir  die  rechtsherum  zeigenden  Kräfte  mit  positivem  imd  die  links- 
hemm zeigenden  Kräfte  mit  negativem  Vorzeichen  einführen.  Je 
nachdem  dann  für  M  etwas  Positives  oder  etwas  Negatives  heraus- 
kommt, ist  die  Verteilung  der  Normalspannungen  positiv  oder 
negativ. 

Am  rechten  Teile  ist  es  natürlich  umgekehrt:  Eine  linksherum 
um  'S  zeigende  Ej*aft  erzeugt  positiv  angeordnete  Normalspannungen 
und  muß  also  beim  Aufstellen  der  Momentensumme  M  mit  posi- 
tivem Vorzeichen  eingeführt  werden;  zu  einer  rechtsherum  zeigenden 
Kraft  gehört  dagegen  eine  negative  Anordnung  der  Normalspan- 
nungen. Am  rechten  Teile  gelten  also  wieder  gerade  entgegen- 
gesetzte Vorzeichenregeln,  wie  am  linken  Teile. 
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Ob  wir  die  Momentensumme  am  Teile  links  oder  am  Teile 
rechts  vom  Schnitte  aufstellen,  ist  gleichgültig.  Wir  bekommen 
denselben  Wert.  Denn  sämtliche  am  ganzen  Balken  angreifenden 
Kräfte  würden  doch,  da  sie  den  Balken  im  Gleichgewicht  halten, 
für  den  Punkt  N  die  Momentensumme  Null  ergeben.  Bezeichnen 
wir  also  die  Summe  aus  den  Momenten  der  am  linken  Teile  an- 
greifenden Kräfte  mit  Mi  und  die  Momentensumme  der  Kräfte 
am  rechten  Teile  mit  Jf,,  so  ist  eigentlich 

Jf ,  +  -Sf r  =  0 
oder 

Kun  hatten  wir  aber  vorhin  den  Kräften  am  rechten  Teile  ent- 
gegengesetzte Yorzeichenregeln  gegeben,  wie  den  Momenten  von  Mi. 
Es  muß  also  in  der  obigen  Gleichung  entweder  von  Mi  oder  von 
Mf  das  Vorzeichen  geändert  werden,  so  daß  tatsächlich  ist 

Ml  =  Mf  • 

Am  klarsten  wird  die  Einfachheit  und  Zweckmäßigkeit  dieser 
Yorzeichenregel  wieder  durch  ein 

ZahlenbelgpieL 

Aufgabe.  Bei  dem  in  Fig.  80  a  gezeichneten  Balken  sollen  für 
die  Querschnitte  ah  und  cd  die  Momentensummen  M  bestimmt 
werden! 

Mit  Beachtung  der  soeben  getroffenen  Yorzeichenvereinbarung 
erhalten  wir  die  Momentensummen: 

a)  Für  den  Querschnitt  ab  (Fig.  82a). 

Am  hnken  Teile  aufgestellt:  Am  rechten  Teile  aufgestellt: 

Jlf=+A.12,0  — Pi-7,0  — Ö/-6,0        Jtf=+^.18,0  — P,- 24,0  — P,- 5,0  — ö//.  12,0 
=  +1,23-12,0  — 0,90-7,0  — 0,20-6,0     = +2,87-18,0— 1,40-24,0  — 1,20-5,0  — 0,40-12,0 
•=+ 1 4,76  —  7,50  =+  5 1,66  —  44,40 

-=  +7,26  cmkg.  =  +7,26  cmkg. 

Aus  der  Bechnung  hat  sich  ergeben,  daß  am  linken  Teile  die  um 
den  Punkt  N  rechtsherum  und  am  rechten  Teile  die  linksherum 
zeigenden  Kräfte  überwiegen.  Daraus  folgt,  daß  innerhalb  des 
Querschnittes  ah  die  Normalspannungen  in  „positiver''  Anordnung 
auftreten  werden.  Die  Größe  irgendeiner  Normalspannung  be- 
stimmt sich  dann  mit  Hilfe  des  soeben  ausgerechneten  Momentes  M 
durch  die  Formel  j^ 


—     225     — 
b)  Für  den  Querschnitt  cd  (Fig.  82b). 

Am  linken  Teile  aufgestellt:  Am  rechten  Teile  aufgestellt: 

Jf  =  +il .  27,0  —  P,-  22,0  —  P,- 10,0  —  Giii'  13,5        if  =  +P  •  3,0  —  P,  •  9,0  —  G/r-  4,5 
=  +1,23-27,0  — 0,90-22,0  — 1,20-10,0  — 0,45-13,5     =  +2,87-3,0  —  1,40-9,0  —  0,15-4,5 
«  +33,210  —  37,875  =  +8,610  — 13,275 

-=  —  4,665  cmkg.  =  —  4,665  cmkg. 

Die  Bechnung  zeigt,  daß  in  dem  Querschnitte  cd  die  Kormal- 
spannungen  in  ,,negativer*'  Anordnung  auftreten.  Man  sieht  aber 
auch  hier,  daß  die  Yorzeichenfestsetzung  der  Natur  der  Aufgabe 
durchaus  entspricht:  Wir  finden  aus  dem  Vorzeichen  von  M  direkt 
die  Anordnung  der  Normalspannungen,  und  zwar  sind  wir  unab- 
hängig davon,  ob  wir  den  rechten  oder  den  linken  Balkenteil  be- 
trachten wollen. 

§44. 
ZasammenfassoBg  zum  7.  Tortrag. 

L  Znsammentassung« 

Am  Schlüsse  dieses  Vortrages  wollen  wir  zunächst  einen  kurzen 
Bückblick  auf  das  bisher  Durchgenommene  werfen.  Unsere  Auf- 
gabe war  die  Untersuchung  der  inneren  Kräfte  in  Querschnitten, 
die  rechtwinklig  zur  Stabachse  stehen.  Hierbei  beschränkten  wir 
uns  aber  auf  solche  Querschnitte,  die  eine  in  Bichtung  der  Kräfte 
liegende  Symmetrieehene  haben.  Für  diesen  Fall  sahen  wir  nun 
folgendes : 

1.  Im  allgemeinen  steht  eine  Spannung  p ,  die  in  einem 
solchen  Querschnitte  wirkt,  schief  zu  dem  betreffenden  Flächen- 
element. Um  nun  eine  gewisse  Übersicht  zu  erzielen  imd  über- 
haupt eine  Berechnung  zu  ermöglichen,  haben  wir  jede  Spannung  p 
zerlegt  in  eine 

Normdlspannung  a  (rechtwinklig  zur  Querschnittsfläche) 

und  eine 

Schubspannung  x  (innerhalb  der  Querschnittsfläche). 

Kach  dieser  Zerlegung  gelang  es  uns  dann  tatsächlich,  für  jede 
der  beiden  Spannungen  einfache  Formeln  zu  ihrer  Berechnung 
aufzustellen.  Will  man  dann  für  irgendein  Flächenelement  die 
wirklich  vorhandene  Spannung  p  haben,  so  muß  man  a  und  t  zu- 
aammensetzen.    (Man  führe  dieses  an  dem  Beispiele  von  §  39  voU- 

FiBcher,  Statik.  15 
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ständig  durch,  um  die  einzelnen  Spannungen  p  zu  sehen!)  Diese 
Zusammensetzung  wird  aber  nur  selten  nötig  sein,  denn  es  zeigte 
sich,  daß  die  Schubspannungen  r  gerade  in  den  Fasern  eines  Quer- 
schnittes gleich  l^ull  werden,  in  denen  die  Normalspannungen  a 
am  größten  werden.  Ferner  wird  sich  später  zeigen,  daß  in  dem 
sogenannten  „gefährlichen^'  Querschnitt  eines  Balkens  (in  dem 
voraussichtlich  der  Bruch  ^ntritt)  die  Schubspannungen  im  allge- 
meinen sehr  klein  sind.  Aus  diesen  Gründen  kommen  die  Schnb- 
spannungen  im  allgemeinen  bei  der  Beurteilung  der  Bruchgefahr 
nicht  in  Betracht.  Maßgebend  sind  die  Normalspannungen  o. 
(Man  erkennt,  wie  sehr  diese  Zerlegung  in  a  und  x  die  ganze 
Eechnung  vereinfacht  hat.) 

8.  Die  Formeln  nun,  die  wir  zur  Berechnung  der  Spannungen 
abgeleitet  hatten,  lauteten: 

(I)  Schubkraft  T  =  Kraftsumme  Q  , 

,^^,        ^^        ,  Momentensumme  M     ..  ^     , 

(II)  Normalspannung  a^  ,^^,  .    .^ -—:;r  •  Abstand  y 

^  .    .        ,  .  Trägheitsmoment  J  ,     u  i.   ä    j 

in  irgendeiner  °  der  betreffenden 

FaserBchicht  •  Schicht  bis  zur  Nullinie. 

Bei  den  Schubspannungen  begnügen  wir  uns  also,  die  Besultierende  T 
anzugeben.  Die  Normalspannungen  o  dagegen  bestimmen  wir  einzeln 
für  jede  Faserschicht. 

Bei   der  Ausrechnung  der  Hilfswerte  Q  und  M  hatten  wir 
nun  folgende  Yorzeichenfestsetzungen  zugrunde  gelegt: 

Krattsumme  Q 


am  linken  Teile: 
iie  nach  oben  zeigenden  Krftfte  + 
„      unten        -  ,       -— 


am  rechten  TeUe: 
die  nach  oben  zeigenden  Kräfte  — 
-      unten       «  »       + 


Momentensumme  M 


am  linken  Teile: 

die  rechtsherum  zeigenden  Kräfte  + 

.    linksherum  ,  ,      — 


am  rechten  Teile: 
die  linksherum  zeigenden  Kräfte  + 
,    rechtsherum       ,  ^      — 

Wenn  wir  nach  diesen  Begeln  verfahren,  erhalten  wir  die 
gleichen  Eesultate,  unabhängig  davon,  welchen  der  beiden  Teile  wir 
betrachten.  Und  das  Vorzeichen  von  Q  bzw.  M  gibt  gleichzeitig  an, 
ob  die  Schubspannungen  bzw.  die  Normalspannungen  in  dem  be- 
treffenden Querschnitt  in  positiver  oder  in  negativer  Anordnung 

n>  Unsere  nächsten  Arbeiten 

werden  nun  folgende  sein:  Zunächst  wollen  wir  die  Lage  der 
Nullinie,  von  der  aus  die  Abstände  y  der  einzelnen  Faserschichten 
gerechnet  sind  [Formel  (II)],  für  die  verschiedenen  Querschnitts« 
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formen  bestimmen.  Die  in  §  38  zur  Ermittlung  der  Lage  der 
Kullinie  abgeleitete  Bedingung  muß  noch,  etwas  bequemer  ab- 
geändert und  dann  auf  die  einzelnen  Querschnittsformen  (z.  B. 
Dreieck)  angewandt  werden.  (8.  Vortrag.) 

Dann  wollen  wir  das  Trägheitsmoment  J  für  die  verschiedenen 
Querschnittsformen  ausrechnen.  Für  den  rechteckigen  Querschnitt 
ist  die  betreffende  Formel  schon  abgeleitet  worden  (§  39).  Es 
müssen  nun  in  derselben  Weise  für  das  Dreieck,  den  Kreis  usw. 
die  entsprechenden  Formeln  für  J  aufgestellt  werden.  (9.  Vortrag.) 

Zum  Schlüsse  müssen  wir  die  Kraftsumme  Q  und  die  Momenten- 
summe Jf  für  die  verschiedenen  Belastungsarten  aufstellen.  Für 
den  einfachsten  Fall  —  Einzellasten  —  haben  wir  schon  Q  und  M 
berechnet.  Wir  müssen  aber  auch  noch  andere  Belastungsfälle, 
z.  B.  verteilte  Belastung,  usw.,  untersuchen.    (10. — 12.  Vortrag.) 

Unsere  nächsten  Arbeiten  umfassen  also  gewissermaßen  die 
Nutzbarmachung  der  bisherigen  —  das  Prinzip  darstellenden  — 
Untersuchungen  für  die  verschiedenen  Fälle  der  Praxis. 


8.  Vortrag: 

Die  Lage  der  Nullinie  bei  den  yerschiedenen  Querschnitts- 

formen.    Schwerpunktsbestimmungen. 

§45. 
Allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Nullinie. 

L  Grundprinzip* 

Die  Nullinie  ist  also  diejenige  Stelle  des  Querschnittes,  in 
der  die  Normalspannungen  a  gleich  Null  sind.  Wir  müssen  bei 
jeder  Biegungsaufgabe  zunächst  die  Lage  der  Nullinie  bestimmen, 
weil  von  ihr   aus  —  gemäß   der  Ableitung   der  Biegungsformel 

M 

o  =  -jr'y  —  die  Abstände  y  zu  messen  sind.     Das  allgemeine 

Kennzeichen,  das  sich  bei  der  Ableitung  der  Biegungsformel  im 
§  38  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Nullinie  ergab,  war  folgendes: 
„Zerlegt  man  den  oberhalb  und  den  unterhalb  der  Nullinie  liegen- 
den  Querschnittsteil  je  in  eine  Anzahl  unendlich  dünner  Flächen- 
streifen fiy  f^  usw.,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  f^y  von  den 
oberen  Flächenstreifen  gleich  der  SummQ  der  Produkte  f^y  von 
den  unteren  Flächenstreifen.'' 

15* 
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Um  mit  Hilfe  dieses  Kennzeichens  für  einen  so  unregelmäßigen 
Querschnitt  y  wie  es  z.  B.  Fig.  83  ist,  die  Nullinie  zu  bestimmen, 
würde  man  also  folgendermaßen  verfahren:  Man  nimmt  zunächst 
die  Achse  n — n  nach  Gutdünken  an,  teilt  die  Querschnittsfläche 
in  die  Streifen  f^  f^  usw.  ein,  und  sieht  dann  nach,  ob  die  obige 
Bedingung  erfüllt  ist.     Für  Fig.  83  müßte  also  sein 

(^3  ist  in  Fig.  83  gleich  Null,  jedoch  der  Vollständigkeit  wegen 
mit  aufgeführt.  Da  sich  unendlich  dünne  Streifen  natürlich  nicht 
darstellen  lassen,  sind  in  Fig.  83  zur  Yeranschaulichung  nur  sechs 
Streifen  gezeichnet.)  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  muß  eine  neue 
Achse  n — n  ausprobiert  werden,  bis  schließlich  die  richtige  ge- 
funden ist. 

Dieses  wäre  also  das  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  Kullinie  im  Prinzip.  Für  die  praktische  Ausführung  wollen 
wir  es  aber  noch  etwas  umändern,  damit  vor  allen  Dingen  das 
Herumprobieren  fortfällt.     Hierbei  gehen  wir  so  vor: 

n.  Praktische  Umformung  des  Grondprinaips. 

Da  die  Lage  der  Nullinie  n — n  noch  unbekannt  ist,  be- 
rechnen wir  die  obigen  Produkte  „Flächenstreifen  X  Abstand'^  zu- 
nächst für  eine  beliebige  Achse.  Wir  ziehen  also  an  beliebiger 
Stelle  —  außerhalb  oder  innerhalb  des  Querschnittes,  aber  parallel 
der  zu  bestimmenden  Nullinie  —  eine  Achse  x — x  und  führen  den 
Abstand  der  Kullinie  n — n  bis  zu  dieser  Achse  x — x  als  unbe- 
kannte Größe  in  die  Eechnung  ein.  Die  Abstände  der  Flächen- 
streifen /*!,  /*,  usw.  bis  zu  der  Achse  x — x  mögen  mit 

«?i ,  «2 ,  «3    usw. 

«»zeichnet  werden  (z^  ist  gleich  Null).    Der  Abstand  zwischen  den 
Achsen  x — x  und  n — n  werde 

genannt.  Dieser  Abstand  ist  natürlich  unbekannt,  denn  durch 
ihn  soll  ja  erst  die  Lage  der  Nullinie  bestimmt  werden. 

Zwischen  den  Abständen  y^ ,  ^^  ^^^-  uii<l  äen  Abständen  z^ ,  z^  usw. 
bestehen  nun  nach  Fig.  83  folgende  Beziehungen.     £s  ist 


(II) 


Vs^z^-z   (-=0) ,       Vq^z  +  Zq. 


Diese  Werte  wollen  wir  in  unsere  ursprüngliche  Gleichung  (I)  ein- 
setzen,   uih  auf  diese  Weise  den  unbekannten  Abstand  z  zu  be- 


stimmen.     Vorher  formen  vir  aber  Doch  die  Oleichnng  (I)  um, 
indem  wir  dafür  schreiben: 

(HI)     A-ff, +/■,■»,  +  /■.•», -^■J.-A-Ss-A-!'. -0- 
Drüclcen  vir  nun  in  dieser  Oleichiing  die  Abstände  y,,  y^  usw. 
mit  Hilfe  der  Glejchnngen  (n)  durch  den  Abstand  z  ans,  so  eE> 
halten  wir 

nT)«',-«)+/'.(».-«+c.(%-<)-w»-o-f.(«-«.)-r.(»+«j-o. 


m  r,-'.+f,',+f,-',+rr',+f.-',-f.-,-if,+f,+f,+r,+r,+r,)—o. 

Nun  ist 

fi+ft+ft+f<  +  fi+ft-  GeeamlUSche  F 

i 

T T 

«■    r —  1  z 


P.JL_Li^ 


Fig.  B3. 

des  QnerBctinittes.    Wir  erhalten  also 

(VI)    A-«i  +  /'i-^+/'.-^+/'i-^*  +  A-«5-A-2a--P-z-0. 

Ans  dieser  Oleicboag  folgt  zanftchst 

uod  schließlich  der  gesuchte  Abstaad 

(VIU)        %  «■  1^;^ . 

Hiermit  ist  ansere  Aufgabe  gelöst.  Um  für  einen  so  an- 
regelmäB^ea  Qnerschnitt,  wie  es  Fig.  83  ist,  die  Knllinie  za  be- 
stimmen, können  wir  also  in  folgender  systematischer  Weise  vor- 
geben: 

„Wir  zeichnen  parallel  der  zu  erwartenden  Ifnllinie  (d.  b.  reobt- 
winklig  sa  den  Lasten)  an  beliebiger  Stelle  tine  Acbse  to — tr  in 
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die  Figur  ein.  Dann  zerlegen  wir  die  Qaerschnittsfläche  parallel 
der  Achse  x — x  in  lauter  Streifen,  berechnen  deren  Elächen- 
inhalte  fi ,  f^  usw.  und  messen  deren  Abstände  Zi ,  z^  usw.  bis  zur 
0? -Achse  ab.  Hierauf  bilden  wir  die  Produkte  fi'Z^,  f^'Z^  usw., 
wobei  wir  die  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  (v -Achse  liegenden 
Streifen  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  unterscheiden  müssen, 
und  dividieren  die  Summe  dieser  Produkte  durch  den  gesamten 
Flächeninhalt  F.  Die  hierdurch  gefundene  Strecke  z  gibt  dann 
den  Abstand  an,  in  welchem  die  richtige  ^ullinie  n — n  von  der 
Achse  X — X  aus  zu  zeichnen  ist.'^ 

Diese  Produkte  A  •  ^i ,  /*>  *  %  nsw,  nennt  man  die  j,9tatisehen 
Momente  der  Flächenstreifen  f^ ,  /*,  usw.  in  hezug  auf  die  Achse  x — x  '^ 
Die  Abstände  z^  z^  usw.  sind  von  der  (v -Achse  aus  zu  messen. 
Und  zwar  versieht  man  zweckmäßig  bereits  diese  Abstände  z  mit 
Plus-  oder  mit  Minuszeichen,  je  nachdem  sie  nach  der  einen  oder 
nach  der  anderen  Seite  von  der  o? -Achse  aus  liegen.  Dann  er- 
scheinen Auch  die  entsprechenden  „statischen  Momente"  f*z  mit 
verschiedenen  Vorzeichen,  so,  wie  es  Oleichung  (VIII)  verlangt. 
Kommt  hierauf  bei  der  Ausrechnung  von  z  ein  positiver  Wert 
heraus,  so  bedeutet  dieses,  daß  die  Strecke  z  nach  der  positiven 
Seite  aus  abzutragen  ist.  Kommt  aber  aus  Gleichung  (VIII)  etwas 
Negatives  heraus,  so  muß  z  nach  der  Seite  aufgetragen  werden, 
nach  der  die  negativen  Abstände  liegen. 

in.  SchluCbetrachtung, 

Diese  Methode  führt  also  stets  zum  Ziel.  Theoretisch  muß 
man  die  Anzahl  der  Streifen  unendlich  groß  nehmen,  um  ein  voll- 
ständig genaues  Eesultat  zu  erhalten.  Ist  diei  Umrißlinie  eiri^ 
mathematisch  bekannte  Kurve  (z.  B.  Kreisbogen,  Ellipse,  Pa- 
rabel od.  dgl.),  so  läßt  sich  die  Eechnung  auch  tatsächlich  in  dieser 
Weise  durchführen  (s.  die  er^e  Aufgabe  in  §  49).  Man  bekommt 
dann  für  jede  Querschnittsform  eine  bestimmte  mathematische  For- 
mel zur  Bestimmung  der  Kullinie.  Ist  dagegen  die  Umrißlinie  nicht 
mathematisch  gegeben,  so  läßt  sich  die  Lage  der  Nullinie  natürlich 
auch  nicht  mathematisch  genau  ermitteln.  Dann  muß  man  den 
Querschnitt  maßstäblich  aufzeichnen,  in  eine  nicht  zu  kleine  Anzahl 
Streifen  teilen,  die  statischen  Momente  fi'Z^^  f%*^%  ^i^^*  &^^- 
rechnen,  und  bekommt  dann  stets  genügend  genau  die  !N'ullinic. 

Fast  immer  liegt  der  Fall  in  der  Praxis  aber  so:  Wenn  auch 
die  Umrißlinien  des  Querschnittes  unregelmäßig  sind,  so  läßt  sich 
dieser  doch  aus  regelmäßigen  Flächenstücken  (Rechtecken,  Halb- 
oder Viertelkreisen  od.  dgl.)  zusammensetzen.  Dann  aber  kann  man 
dasVerfahren  noch  weiter  vereinfachen,  wie  wir  sofort  sehen  werden. 


Die  BMÜmmong  der  Lage  der  NnUinie  bei  Qoersclmitten,  die  sieh 
ans  bekannten  Figuren  zasanunensetzea. 

1.  Im  Torigen  Paragraphen  waren  vir  auf  eine  Gleichung  (VII) 
gekommen,  die  folgendermaßen  lautete: 

In  Worten  sagt  diese  ans:  TeiU  man  eine  Fläche  F  in  ein«  Anzahl 
Flächen»treifen  /", ,  /",  vaw.,  to  ist  das  „itatiscke  Moment"  F-z  der 
Fläche  F  in  bezug  auf  eine  Äch$e  x — x  gleich  der  Summe  der  ataUachen 


-H 


(Till  1r) Z    ^'/ 
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a.  1    Z 


fj 


r 6,     H 

Fig.  84. 

Momente  der  einzelnen  Ftächenatreifen  in  beiug  auf  diese  Achte.  (Die 
Abstände  e  müssen  jedoch,  wenn  sie  auf- verschiedenen  Seiten  der 
Achse  liegen,  mit  veischiedenen  Vorzeichen  eingeführt  werden.) 

Durch  diesen  EiUssatz  läßt  sieb  die  Bestimmung  der  Lage 
der  Nnllinie  bei  vielen  Qnerachnitten  vereinfachen^  nämlich  bei 
solchen  Querschnitten,  die  sich  ans  Figuren  zusammensetzen,  für 
die  die  Lage  der  N'ulliDie  bereits  bekannt  ist. 

3.  Als  Beispiel  wollen  wir  den  in  Fig.  84  gezeichneten,  ans 
xwei  Bechtecken  bestehenden  Querschnitt  untersnchen.  SeinFlächen- 
Inhalt  sei  F.  Vm  für  diesen  Querschnitt  die  Lage  der  ITullinie 
m  bestimmen,  verfahren  wir  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  allgemeinen  Teifabren:  Wir  nehmen  eine  Achse« — x 
an,  zerlegen  den  Querschnitt  in  Flächenstreifen  und  erbalten  den 
Abstand  z  der  gesuchten  Kullinie: 

gjj  ^  „  A  -gl  +  •  ■  •  +/'m-gm  -  A-^n  -  •  ■-  -  ^,-g,  ^ 
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Wegen  des  Folgenden  schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form 
(III)         z  = 


(A  •  ^1  +  •  •  •  +  /"m  •  2Jm)  —  (/"n  •  ^n  +  »  -  -  +  /"g '  ^q^ 


F 

Nun  möge  bei  dem  oberen  Eechteck  sein  Flächeninhalt  mit  JP/ 
und  der  Abstand  seiner  Nullinie  mit  yi  bezeichnet  werden.  (Es 
ist  Vi^  \hij  da  beim  Eechteck  die  Nullinie  in  halber  Höhe  liegt; 
vgl.  §  39.)  Entsprechend  seien  beim  unteren  Rechteck  der  Flächen- 
inhalt gleich  Fji  und  sein  Nullinienabstand  gleich  yu.  Dann  be- 
stehen nach  dem  1.  Abschnitte  dieses  Paragraphen  folgende  Be- 
ziehungen :  Es  ist 

fi'Zi  +  . ..  +fni'Zm  =  Fi'yi 
und 

Setzt  man  diese  Werte  in  Oleichung  (HI)  ein,  so  erhält  man  zur 
Berechnung  des  Abstandes  z  den  einfachen  Ausdruck: 

(iV)  z  = — • 

Augenscheinlich  gilt  dieses  Verfahren  auch  dann,  wenn  der  be- 
treffende Querschnitt  sich  aus  mehr  als  zwei  Rechtecken  od.  dgl. 
zusammensetzt.    Allgemein  hat  man  also  folgende  Regel: 

Setzt  sich  ein  Querschnitt  F  aus  mehreren  Figuren  zusammen^ 
deren  Flächeninhalte  Fj,  Fjj  v^w,  und  deren  Nulliniendbstände 
Vi  9  Vii  ^^^*  "^o^  einer  Achse  x — x  bereits  bekannt  sind^  so  hat  die 
Nüüinie  des  Oesamtquerschnittes  F  von  der  Achse  den  Abstand 

ijr\               ^  «  Fi'yi  +  Fii'yn+... 
V')  **= 'j^ • 

Und  zwar  müssen  in  dieser  Gleichung  die  Abstände  yiy  y^  usw. 
mit  verschiedenen  Vorzeichen  genommen  werden  ^  wenn  sie  zu  ver- 
schiedenen Seiten  der  Achse  x — x  liegen,     (Fig.  84.) 

Diese  Beziehung  (Y)  werden  wir  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  Nullinie  bei  zusammengesetzten  Querschnitten  dauernd  ver- 
wenden. 

§47. 
Wiederholungen  und  Ergänzungen. 

1.  Die  ursprüngliche  Bedingung  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  Nullinie  lautete:  Die  Nullinie  hat  eine  solche  Lage,  daß  die 
Gleichung  erfüllt  ist 


(I) 


A  •  yi  +  •  •  •  +  /"w  •  ym  =  /"n  •  y«  +  . . .  +fz'ys' 
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Hierin  bezeichnen  /*!•••/'«»  die  Streifen  auf  der  einen  Seite  und 
fn"  *  ft  die  Streifen  auf  der  anderen  Seite  der  l^uUinie.  Ent- 
sprechend sind  die  Bezeichnungen  der  Abstände  y  der  einzehien 
Streifen  bis  zu  der  Nullinie. 

Dieses  ist  die  ursprungliche  Formel,  wie  sie  sich  bei  der  Ab- 
leitung der  Biegungsspannungen  ergeben  hat.  Aus  ihr  folgt  übrigens 
sofort  der  Satz:  Hat  der  Querschnitt  eine  horizontale  Symmetriedchsey 
so  fättt  die  Nullinie  mit  jener  zusammen.  Denn  in  diesem  Falle, 
d.  h.,  wenn  der  untere  Teil  des  Querschnittes  das  Spiegelbild  des 
obigen  Teiles  ist,  kann  man  ja  die  beiden  Teile  einfach  mitein- 
ander vertauschen,  so  daß  die  obige  Bedingung  (I)  direkt  erfüllt 
ist.    (Beispiele:  Eechteck,  Kreis  usw.) 

2.  Bei  unregelmäßigen  Querschnitten  ist  diese  Bedingung  (I) 
wenig  geeignet  zur  Au&uchung  der  Nullinie.  Deshalb  haben  wir 
sie  umgeformt  in 


(II) 


A  •  ^1  +  A  *  ^  +  *  *  - 

Z  «■ ■_  • 

F  ' 


indem  wir  den  Abstand  z  der  Nullinie  von  einer  anzunehmenden 
Achse  X — X  als  Unbekannte  einführten.  Die  Produkte  fi  •  z^  usw. 
heißen  die  j^statischen  Momente  der  Flächenstreifen^^  f^  usw.  für 
(oder  „in  bezug  auf'O  ^^  Achse  x — x.  Die  Anzahl  der  Flächen- 
streifen muß  unendlich  groß  genommen  werden,  wenn  die  Nullinie 
ToUständig  genau  ermittelt  werden  soll.  Diese  Form  (II)  eignet 
sich  besonders,  um  bei  bestimmten  Figuren  (z.  B.  Dreieck,  Halb- 
kreis usw.)  für  die  Lage  der  Nullinie  mathematische  Formeln  ab- 
zuleiten (§  49). 

3.  Hat  man  auf  diese  Weise  für  bestimmte  Grundformen  die 
Nullinien  ein  für  allemal  ermittelt,  so  lassen  sich  auch  leicht  die 
Querschnitte  untersuchen,  die  aus  mehreren  solcher  Grundformen 
zusammengesetzt  sind  (z.  B.  aus  mehreren  Bechtecken,  Kreis- 
abschnitten usw.).   Fär  diese  Fälle  haben  wir  die  Formel  abgeleitet: 


(III) 


«  = ^ 


Hier  ist  z  der  Abstand  der  Nullinie  des  Gesamtquerschnittes  JP 
von  einer  anzunehmenden  Achse  x — x.  Fiy  Fu  usw.  sind  die 
einzelnen  Flächen,  aus  denen  sich  die  Gesamtfläche  F  jEusammen- 
setzt;  und  yj,  yu  usw.  sind  die  Abstände  der  Nullinien  dieser 
einzelnen  Flächen  von  der  Achse  x — x.   Man  betrachtet  also  hier- 
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bei  zunächst  jede  Teilfläche  (Eechteck,  Kreis  usw.)  als  eine  selb- 
ständige Querschnittsfläche,  denkt  nach  Gleichung  (I)  oder  (II) 
ihre  Nullinie  ermittelt  und  gewissermaßen  als  eine  feststehende 
Hilfslinie  in  die  betreffende  Teilfläche  eingezeichnet.  Die  Pro- 
dukte Fi  •  yi  usw.  (Flächeninhalt  X  l^ullinienabstand)  heißen  die 
yjStaiischen  Momente  der  Flächen^^  F^  usw.  für  die  Achse  x — x. 

Diese  Formel  (III)  ist  die  wichtigste  für  die  Praxis,  da  wir 
ja  alle  vorkommenden  Querschnitte  entweder  genau  oder  wenig- 
stens angenähert  in  Eechtecke,  Halb-  oder  Yiertelkeise  usw.  auf- 
lösen können.  Die  Lage  der  Nullinie  bei  den  einzelnen  Grund- 
formen wird  man  z.  B.  beim  Eechteck,  Kreis,  Dreieck  oder  Trapez 
(§  49)  auswendig  lernen;  bei  anderen  Formen  —  namentlich  bei 
den  Walzeisen  —  schlägt  man  sie  in  den  Tabellen  nach. 

Zusatz:  Die  mit  den  Formeln  (11)  und  (III)  in  Zusammenhang 
stehenden  Gleichungen 

(1 )  J"  • «  =  A  •  2^1  +  /'s  •  «8  +  . .  •  1 

(2)  F*z==Fi'yt  +  Fn'yu+>.. 

werden  wir  später  auch  gelegentlich  anderer  Untersuchungen  Ter- 
wenden,  so  daß  es  gut  ist,  sie  sich  zu  merken.  In  Worten  sagen  sie  aus : 

(1)  Das  statische  Moment  einer  Fläche  F  in  hezug  auf  eine  Achse 
w — X  ist  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen 
Flächenstreifen  in  hezug  auf  diese  Achse. 

(2)  Das  statische  Moment  einer  zusammengesetzten  Fläche  F  für 
eine  Achse  x — x  ist  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der 
Sinzelfläohen  für  diese  Achse. 

§48. 
Der  ,,Sehwerpu]ikt<^ 

In  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  der  Aufgabe:  „die 
Lage  der  ITullinie  ist  zu  bestimmen'^  steht  eine  andere  Aufgabe 
aus  der  allgemeinen  Mechanik,  nämlich  die  Bestimmung  des  sog. 
jfSchwerpunJctes^^.  Allerdings  ist  dieser  Zusammenhang  mehr  äußer- 
lich, indem  nämlich  dieselben  Bechenmethoden  bei  diesen  beiden 
Aufgaben  auftreten.  An  und  für  sich  hat  der  „Schwerpunkt^^ 
nichts  mit  den  Biegungsspannungen  zu  tun. 

L  „Die  Schwerachsen". 

Auf  einen  scheibenförmigen  Körper  (Fig.  85)  mögen  Kräfte 
wirken,  die  untereinander  parallel  laufen  und  gleichmäßig  über 
dem  Körper  verteilt  sind.    Der  Betrag,  der  von  diesen  verteilten 
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Kräften  auf  ein  Qnadratzentimeter  des  Edrpeis  entfällt,  sei  g  kg. 
Denkt  man  sich  den  Körper  in  lauter  Flächendemente  von  der 
Or66e  /  eingeteilt,  so  virke  also  aof  jedes  derselben  eine  Kraft  im 
Betrage  von  ff-f^g. 

In  Fig.  85a  bis  o  sind  veischiedene  Fälle  derartiger  Kritfte- 
gmppen  dargestellt.  Der  Deatliolikeit  wegen  sind  nur  einige 
FläcbeDelemente  f  heransgegriften   and  die  zngetidrigen  Kräfte 


m 


(b) 


K  *H*iE^^  * ViS^^ 


g  •  f  eingezeichnet.  In  Wirklichkeit  folgen  diese  Kräfte  natörtich 
□nmittelbar  aufeinander.  Das  wichtigste  Beispiel  einer  solchen 
Beanspmchang  bildet  das  Eigengeieicht  eines  Körpers.  Besteht 
die  Scheibe  Fig.  85  aus  gleichmäßigem  Material,  so  wirkt  auf  jedes 
Flächenelement  derselben  infolge  der  „SchwerJeraß"  (Erdanziehung) 
eine  Kraft  von  der  Größe  g  •  f,  worin  g  das  Gewicht  eines  Qnadrat- 
zenlJmeterB  und  f  den  Flächeninhalt  des  Elements  bedeutet.  Wenn 
man  nun  den  Körper  in  Terschiedene  Lagen  dreht,  wirken  diese 
Kräfte  g-f  in  verschiedenen  Bicbtungen  zn  dem  Körper.    Auf 
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diese  Weise  kommen  die  in  Fig.  85  a  bis  c  gezeichneten  Kräftegruppen 
zustande. 

Nun  wollen  wir  uns  für  die  verschiedenen  Fälle  die  Resul- 
tierenden B  der  Kräfte  eingezeichnet  denken.  Die  Linien  8^ — «i, 
82 — ^2  tisw.,  in  denen  diese  Besul tierenden  die  Scheibe  schneiden, 
nennen  wir  die  „Sehwerlinien'^  oder  y^Sehwerachsen^^  des  Körpers. 
Die  Bezeichnung  kommt  natürlich  daher,  weil  die  ,,Schwerkraft'' 
(Erdanziehung)  bei  den  verschiedenen  Stellungen  des  Körpers  inner- 
halb der  Linien  81 — 81  usw.  auf  ihn  einwirkt.  Die  Bestimmung 
dieser  „Schwerachsen''  sei  unsere  nächste  Aufgabe. 

Um  die  Schwerachse  für  Fig.  8öa  zu  bestimmen,  teilen  wir 
die  Scheibe  in  lauter  Streifen  parallel  der  Bichtung  der  Kräfte. 
Die  Inhalte  der  Streifen  seien  (Fig.  85  d) 

Die  auf  diese  Streifen  entfallenden  Kräfte  haben  also  die  Größen 

9'fi,     9'f2y     9'fz     usw. 

Um  diese  Kräfte  in  Fig.  85  d  einzeichnen  zu  können,  müssen  wir 
die  Streifen  unendlich  schmal  machen;  dann  fallen  Kraft  und  Strei- 
fen in  eine  Linie  zusammen,  so  daß  die  Lage  der  Kräfte  genau 
bestimmt  ist.  Zur  Veranschaulichung  dieser  wirklichen  Verhält- 
nisse möge  jedoch  als  Annäherung  die  in  Fig.  85  d  gewählte  Ein- 
teilung in  sechs  Streifen  genügen.  Die  Kräfte  g^fu  g^U  i^^- 
lassen  sich  durch  die  Höhen  der  einzelnen  Streifen  darstellen,  wenn 
man  diese  gleich  breit  macht.  Auf  diese  Weise  bekommt  man 
ein  anschauliches  Bild  von  den  Größen  der  Kräfte. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  von  B  denken  wir  uns  die  Resul- 
tierende eingezeichnet  und  auf  ihr  einen  Bezugspunkt  für  die 
statischen  Momente  gewählt.  Dann  besteht  nach  dem  Satze  vom 
statischen  Moment  der  Kräfte  (§  9)  die  Beziehung: 

gfi'yi  +  gfi'y%  +  9fz'yz'-'  gfi  'y^  —  gfi-Vs-ofB-ye^^'O. 

(Der  Abstand  der  Resultierenden  vom  Bezugspunkte  ist  gleich 
Null.)  Nun  ziehen  wir  g  vor  die  Klammer,  kürzen  durch  g  und 
erhalten: 

g  ifi  •  2/1  +  /i  •  2/2  +  ^8  •  2/3  -  /"i  •  y*  -  /s  •  ^5  -  /i  •  2/6)  =  0  , 

(I)       fryi  +  fi'yi+fz-ys—fA'yA'-'fb'yi'-'fB'yB  ^o 

oder 

(II)  /i  •  yi  +  A  •  3/2  +  ^3  •  ys  =  /l  •  y 4  +  /s  •  3/5  +  /e  •  2/e  • 

Hiermit  ist  die  Lage  der  Schwerachse  8^ — 8^  bestimmt:  Sie 
muß  se  eingezeichnet  werden,  daß  die  Summe  der  „statischen  Mo- 
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mente'^  der  auf  der  einen  Seite  liegenden  Flächenstreifen  ebenso 
groß  ist  wie  die  Summe  der  ,, statischen  Momente^'  der  auf  der 
anderen  Seite  liegenden  Flächenstreifen. 

n>  Nullinie  und  Schwerachse  sind  dieselbe  Linie« 

Vergleicht  man  die  obige,  zur  Bestimmung  der  Schwerachse 
dienende  Aussage  mit  der  Lösung  der  in  §  46  und  §  47  behan- 
delten Aufgabe  der  Bestimmung  der  Nullinie,  so  erkennt  man, 
daß  die  Lösungen  miteinander  übereinstimmen.  Die  beiden  Auf- 
gaben haben  an  und  für  sich  nichts  Gemeinsames;  sie  führen  aber 
zu  denselben  Lösungen.  Hat  man  also  für  die  Fläche  F'ig.  85d 
die  Lage  der  Nullinien  n — n  bestimmt  und  braucht  zufällig  — 
für  irgendeine  andere  Untersuchung  —  die  Lage  der  Eesultieren- 
den  B  (Schwerachse  s^ — s^),  so  kann  man  ohne  weiteres  die  Lage 
von  n — n  verwenden.  Meistens  ist  es  aber  umgekehrt:  Die  Schwer- 
achsen sind  für  die  verschiedenen  Flächen  bereits  seit  langem  be- 
stimmt, da  sie  für  viele  Untersuchungen,  namentlich  in  der  Lehre 
von  den  Bewegungen  der  Körper,  gebraucht  werden.  Dieses 
machen  wir  uns  natürlich  zunutze,  wenn  wir  für  derartige  Quer- 
schnittsformen die  Lage  der  Nullinie  brauchen«  Außerdem  sei 
darauf  hingewiesen,  daß  man  die  Lagen  der  Schwerachsen  auch 
durch  einen  Versuch  bestimmen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  schnei- 
den wir  den  Körper  zum  Beispiel  in  Pappe  aus  und  hängen  ihn 
80  auf,  daß  er  im  Euhezustand  bleibt.  Der  Aufhängepunkt  muß 
dann  auf  der  Besultierenden  R  liegen,  und  wir  brauchen  also  nur 
noch  durch  ihn  eine  Linie  in  der  Kraftrichtung  (Vertikalrichtung)  zu 
ziehen,  um  die  Lage  der  Schweilinie  s^ — s^  und  somit  auch  der 
NuUinie  n — n  zu  haben. 

in«  Der  Sehwerpunkt. 

Zeichnet  man  für  alle  möglichen  Kraftrichtungen  die  Schwer- 
achsen 8i — Si,  s^ — «2  ^^^*  C^^-  8^^  ^^  ^)  ^^9  ^  zeigt  sich,  daß 
sämtliche  Schwerachsen  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser 
Punkt,  durch  den  sämtliche  Schwerachsen  hindurchgehen,  heißt  der 
Schwerpunkt  S. 

Der  Beweis  dafür,  daß  sämtliche  Schwerachsen  einen  Punkt 
gemeinsam  haben,  braucht  an  dieser  Stelle  nicht  geführt  zu  wer- 
den. (Er  ist  übrigens  sehr  einfach  aus  der  Bestimmung  der  Schwer- 
achsen zu  folgern.)  Es  möge  nur  auf  die  daraus  folgende  besondere 
Eigenschaft  des  „Schwerpunktes' '  hingewiesen  werden:  Unterstützt 
man  den  Körper  im  Schwerpunkte,  so  bleibt  er  in  jeder  Stellung 
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im  Gleichgewicht.  Denn  bei  einer  solchen  Unterstützung  geht  ja 
die  Besultierende  aus  den  Anziehungskräften  der  Erde  stets  durch 
den  Aufhängepunkt,  so  daß  keine  Bewegung  eintreten  kann. 

Für  die  Festigkeitslehre  hat  der  Schwerpunkt  folgenden  Nutzen. 
Da  die  NuUinie  stets  mit  einer  Schwerachse  8 — s  zusammenfällt^ 
gilt  der  Satz: 

Die  NulUnie  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes. 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  ist  wegen  der  vielen  anderen 
Untersuchungen,  zu  denen  er  in  der  allgemeinen  Mechanik  ge- 
braucht wird,  bereits  ffir  alle  öfters  vorkommenden  Figuren  be- 
stimmt. Von  diesen  Angaben  macht  mau  dann  natürlich  bei  der 
Au&uchung  der  NuUinien  (Gebrauch.  Auch  wenn  wir  für  Formel 
(in)  in  §  47  die  Abstände  yi ,  yn  usw.  brauchen,  die  die  Nullinien 
der  einzelnen  Querschnittsteile  F^  Fn  von  der  anzunehmenden 
Achse  X — X  haben,  werden  wir  von  der  Übereinstimmung  der 
Nullinien  mit  den  Schwerachsen  Gebrauch  machen:  Wir  zeichnen 
die  Schwerpunkte  Sj ,  Bu  usw.  der  Querschnittsteile  Fj ,  Fn  usw. 
ein,  und  deren  Abstände  von  der  Achse  x — x  sind  dann  auch 
die  gesuchten  Abstände  ^/,  yu  usw. 

Allgemein  gilt  also  jeder  für  die  Nullinien  abgeleitete  Satz 
auch  für  die  Schwerlinien  und  umgekehrt.  Unter  „statisches  Mo- 
ment einer  Fläche  bzw.  eines  Flächenstreifens'^  können  wir  also 
auch  das  Produkt  aus  dieser  Fläche  bzw.  dieses  Flächenstreifens 
mal  dem  Abstand  des  Schwerpunktes  verstehen.  Wegen  des  Fol- 
genden wollen  wir  noch  die  in  §  47  am  Schlüsse  angeführten  Sätze 
(1)  und  (2)  auch  für  den  Schwerpunkt  zusammenstellen: 

(1)  ^  •  AT  =  /i  •  «1  +  /^2  •  %  +  . . . , 

(2)  F'Z==Fi.yi  +  Fii'yn  +  ... 

Hierin  sind  z,  yjj  yu  usw.  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der 
Flächen  FjFjy  Fn  usw.  von  einer  Achse  x^x  und  z^ ,  z^  usw. 
die  Abstände  der  einzelnen  (unendlich  schmalen)  Flächenstreifen 
von  dieser  Achse. 

§49. 
Beispiele. 

Erate  Autgabe. 

Für  den  dreieckigen  Querschnitt  ist  die  horizontale  Schweraehse 
zu  bestimmen  l 

Die  Bestimmung  der  Achse  n — n  ist  nach  §  47,  Absatz  2 
durchgeführt.     Die  Achse  x — x  geht  durch  die  Spitze  B.     Be« 


J 


zeichnen  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  bis  zur  Achae  x — » 
mit  E,  so  ist  mit  den  in  Fig.  86  eingeschriebenen  Bezeichnungen: 


0) 


f,-yi  +  ft-yi+  ■•■  +fn-y:, 


Die  Inhalte  der  Flächenstreifen  fi ,  /',  usw.  und  deren  Ab- 
stände y(,  yi  usw.  bis  zur  «-Achse  ergeben  sich  leicht  ans  folgender 
Zwischenrechnimg:  Die  HShe  des  gesamten  Dreieckes  sei  A;  die 
Höhe  der  einzelnen  Schichten  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen 


1 


X 


-L.t 


i,     ^^ 

Fig.  S6. 

einander  gleich.  Haben  wir  also  n  Fläohenstreifen,  so  hat  jeder 
eine  Höhe  gleich  — .  Bezeichne  ich  noch  die  Grandlinie  von  f^ 
mit  fti,  so  ist  der  Inhalt  des  ersten  Streifens: 

Nur  verhält  sich  aber  im  Dreiecke  ABC 

\:~  =  b:h, 
n 

folglich  ist 


6, - 


b     k 


An        n 

nnd  der  fär  fi  anfgestellte  Ausdruck  erhält  die  ünfachs  Form: 
16b        bh 


h  = 


2     n     w       2n» 
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In  derselben  Weise  bestimmen  wir  den  Fläeheninhalt  von  f^  •    Die 
Mittellinie  dieses  G[?rapezes  ist  mit  &2  bezeichnet;  dann  ist 


/■j  =  6, .  —  . 
n 


fh       1     h\ 
Nun  bat  62  "^^^  ^^^  Spitze  B  den  Abstand  ( 1"  "ö" '  ~) 

folglich  verhält  sich 


2  ■  n 


^*^2"*^  =  ^  =  ^^ 


80  daß  sich 


6,  =  -^ 


&     3     ^ 


'2 


h     2     n 


AI 
2  n 


ergibt.    Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  erhält  man: 

.        3_     h     h       3bh 

"  2 


8 


n     n 


2n2  • 


Wenn  wir  nun  in  derselben  Weise  die  Flächeninhalte  der  übrigen 
Streifen,  f^  bis  /*«,  bestimmen,  bekommen  wir 

^*=^"2^     '^'^• 

In  derselben  einfachen  Weise  lassen  sich  die  Abstände  yi  j  yi  usw. 
ausdrücken: 


V  » 


?7  >> 


?)  !> 


» 


11 


19 


/  2    M       n 

/4      M  J* 


11 


11 


1       Tk      V 

Für  den  Streifen  /"^  ist  der  Abstand  2/1  =  ^r  — 

,       3  h 

'^'-2n 

,       5  h 

2^^=2n 

,       7  Ä 

"         '^*^2"n 

usw. 


(Wir  rechnen  die 
Abstände  der  un- 
endlich schmalen 
Streifen  stets  bis 
Mitte  Höhe  des 
Streifens.) 


Nun  haben  wir  alle  Hilfswerte  beisammen  und  können  den  Ab- 
stand  z  von  Gleichung  (I)  ausrechnen: 


h\ 


2  = 


2n^    2n 


Ä     ,  '3feÄ     3ä    ,    5&Ä     5Ä    , 


2n^     2n    '    2n^     2n 
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4n» 


(l«  +  3«  +  5«+  ...) 


(n)  «  =  _^^(i«  +  3«  +  5»+...). 

In  der  E^lammer  stehen  n  Glieder,  da  zu  jedem  Flftchenstreifen 
ein  Glied  gehört.  Nun  haben  wir  .schon  in  §  39  gesehen,  daS  die 
Summe  der  Quadrate  der  ersten  n  ungeraden  Zahlen  sich  schreiben 

läßt: 

l*  +  3«  +  5*+  ...  =in»  — ^n. 

Diese  Abkürzung  fär  den  Klammerausdmck  in  Gleichung  (II)  ein- 
gesetzt, ergibt 


h 


(2_    M 
\3       6n«r 


Um  ein  mathematisch  genaues  Resultat  für  den  Abstand  z  zu  er» 
halten,  müssen  wir  in  dieser  Formel  die  Anzahl  n  der  Flftchen- 
streifen  unendlich  grofi  nehmen.  Für  diesen  Fall  wird  die  Formel 
noch  einfacher,  da 

ist.    Für  z  ergibt  sich  also  der  absolut  genaue  Wert: 

Zusatz:  In  derselben  Weise,  wie  beim  Dreieck,  kann  man  nun 
für  andere  Figuren  die  mathematischen  Formeln  zur  Bestimmung 
der  Schwerachsen  bzw.  der  ^ullinien  ableiten.  Die  betreffenden 
Besultate  sind  im  §  65  zusammengestellt. 


Zweite  Aufgabe. 


Für  den  in  Fig.  84  gezeichneten  Querschnitt  ist  die  horizontale 
Schwerachse  zu  bestimmen  t 
Die  Abmessungen  sind: 

hl  =  6,0  cm,       hl  =  2,4  cm; 
&3  =  4,0  cm,       Äg  =  1,6  cm. 

Piseher,  Staük.  16 
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Wir  wenden  natürlich  Formel  (III)  aus  §  47  an,  da  ja  der  Quer- 
schnitt aus  bekannten  Figuren  (Rechtecken)  zusammengesetst  ist. 
Die  Inhalte  der  Einzelflächen  und  des  Gesamtquerschnittes  sind: 

Fi^hi-hi==  6,0 . 2,4  =  14,4  qcm, 
Jjj  =  &2  .  Ä2  =  4,0  •  1,6  =  6,4  qcm, 
F  =  Fi  +  Fu  =  14,4  +  6,4  =  20,8  qcm. 

Ihre  Schwerpunktsabstände  bis  zu  der  in  Fig.  84  angenommenen 
d? -Achse  betragen 

y/  =  iÄi«l,2cm, 

y//  =  iÄ2  =  0,8cm. 

Somit  wird  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  gesamten  Quer- 
schnittes: 

+14,4  cm^  •  1,2  cm  —  6,4  cm*  •  0,8  cm 


z  = 


20,8  cm« 
+17,3  cm«  —  5,1  cm»       +12,2  cm« 


20,8  cm« 
=  +0,59  cm. 


20,8  cm« 


Bei  den  Abständen  yi  und  yn  haben  wir  den  oberhalb  der  d? -Achse 
liegenden  mit  positivem  uhd  den  unterhalb  der  x -Achse  liegenden 
mit  negativem  Zeichen  eingeführt.  Da  nun  für  z  ein  positiver 
Wert  heraui^gekommen  ist,  liegt  es  oberhalb  der  o; -Achse. 

Zusatz:  Es  empfiehlt  sich  stets,  derartige  Schwerpunkts-  bzw. 
Nullinienbestimmungen  in  Form  yon  Tabellen  durchzuführen.  Da- 
durch wird  die  Eechnung  viel  übersichtlicher  und  namentlich  auch 
geschützter  yor  Eechenfehlem.  Für  die  obige  Aufgabe  erscheint 
dann  die  Ausrechnung  in  folgender  Form: 


Querschnittsteil 

Fl&cheninhalt  F 
(cm«) 

Schwerpunkts- 
abstand y 
bis  Achse  x — x 
(cm) 

Statisches 
Moment  J^*^ 

(cm») 

Oberes  Rechteck 

6,0  •  2,4  =  14,4 

+  1,2 

+  14,4.1,2  — +  17,3 

Unteres  Rechteck 

4,0-1,6=    6,4 

—0.8 

—6,4.0,8  — —5,1 

Gesamt  208 

Gesamt  +12,2 

Abstand  des  G^samtschwerpunktes: 

_LlO  0 

z  =  ^'  '    =  +0,59  cm  (oberhalb  x—x) . 
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Dritte  Aotgabe« 

Man  hestimme  die  NuUinie  von  Fig.  84  zur  Kontrolle  noch 
einmdlj  und  zwar  dadurch^  daß  man  die  x-Ächse  durch  den  Schwer- 
punJU  8i  des  oberen  Rechteohes  nimmt! 

Dann  wird  die  Berechnung  etwas  einfacher,  da  das  statische 
Moment  des  oberen  Bechteckes  für  diese  d? -Achse  gleich  Kuli  ist. 


Vierte  Aufgabe, 

Der  Obergurt  eines  Kranträgers  besieht  aus  2  C  ^.  P.  22  und 
darauf  genieteter  Kra^Mehiene  Bote  Erde  Nr.  2  -  {Aachener  Hütten* 
Aktien -Verein)*    Der  Schwerpunkt  ist  zu  bestimmen! 

(Man  zeichne  den  Querschnitt  selber  auf!) 

Die  Flächeninhalte  der  Qnerschnittsteile  und  die  Lage  des 
Schwerpunktes  bei  der  Eranschiene  entnehmen  wir  aus  den  Profil- 
tabellen. Die  o; -Achse  ist  durch  den  Schwerpunkt  der  C- Eisen 
gelegt. 


Querschnittsteil 

Flächenmhalt  F 
(cm») 

Schwerpunkts- 
*     abstand  y 
bis  Achse  05—0? 
(cm) 

Statisches 
.   Moment  F-y 

(cm») 

2  C  N.  P.  22 

2 .  37,4  =  74,80 

00 

0 

1  Kranschiene 
R.  E.  Nr.  2 

41,01 

m 

11,0+2,68=13,68 

41,01 -ISißS«  561 

Gesamt  115,81 

* 

Gesamt  561 

Abstand  des  Gesamtschwerpunktes: 

Rfil 

M  s=  ^    Q    ■■  4,84  cm  (oberhalb  x— x) . 

Fünfte  Autgabe, 
Ein  X  N«  B«  30  ist  im  unteren  Flansch  durch  zwei  NieUöoher 

m 

von  2j0  cm  0  geschwächt.    Der  Schwerpunkt  dieses  Querschnittes  ist 
zu  bestimmen! 

(Man  ftLhre  die  Zeichnung  selber  aus!) 

Als  Fläche  Fl  nehmen  wir  den  voUen  Querschnitt  des  Z-Eisens, 
als  Fläche  Fjj  die  INTietlöcher.  Da  letztere  abzuziehen  sind,  muß 
Fii  mit  negativem  Vorzeichen  in  die  Bechnung  eingeführt  werden. 
Im  übrigen  ist  natürlich  der  Bechnungsgang  derselbe.  Die  o?- Achse 
ist  durch  den  Schwerpunkt  des  Z- Eisens  gezogen,  und  die  Ab- 
stände nach  unten  positiVf  nach  oben  negativ  genommen. 

16* 
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Querschnitts- 
teil 

Flächeninhalt  F 
(cm«) 

Schwerpunkts- 

abstand  y 

bis  Achse  x — x 

(cm) 

Statisches 
Moment  F-y 

(cm») 

1 1  N.  P.  30 

69,0 

0,0 

0,0 

2  Nietlöcher 

2.0  0 

-2.2,0-1,62 6,5 

15,0— 0,8— +  14,2 

-6,5 -  +  14,2  =---92,3 

Gesamt  62.5                                 {          Geäamt  -92,3 

Abstand  des  Gesamtschwerpunktes: 

t  =  -^  ~-  =  —-1,48  cm  (oberhalb  x — x) , 

Sechste  Aufgabe, 

Ein  QuerschniU  bestehe  aus 

1  StehUeoh 200  •  10  , 

2  ^' Eisen 80 -80 -10, 

1  obere  Lamelle 190  •  12  , 

2  Nietlöcher  von  je  20  cm  0 . 

Die  horizontale  Schwerachse  dieses  Querschnittes  ist  zu  bestimmten! 
(Man  zeichne  den  Querschnitt  selber  anf !  Die  Nietlöcher  gehen 
durch  die  Lamelle  und  die  horizontalen  WinkelschenkeL)  Die 
ä? -Achse  ist  durch  die  obere  Kante  des  Stehbleches  genommen. 
Die  Bichtung  nach  oben  ist  negativ^  die  Bichtung  nach  unten 
positiv  genommen. 


Qyers6hnittsteil 


Flächeninhalt  F 
(cm«) 


1  Stehblech  200-10 


2<80-80-10 


1  Lamelle  190-12 


2  Nietlöcher  2,0  0 


20,0-1,0=    20,0 


2-15,1=    30,2 


19,0-1,2=    22,8 


-2-2,0-2,2  =  — 8,8 


Gesamt  64,2 


Schwerpunkts- 
abstand y 
bis  Achse  x—x 
(cm) 


Abstand  des  Gesamtschwerpunktes: 

+257,9 


+  10,0 


+  2,34 


—0,6 


-0,1 


Statisches 
Moment  F-y 

(cra») 


+20,0-10,0  =  +200,0 


+30,2-2,34  =  +  70,7 


—  22,8-0,6  =  — 13,7 


-8,8.(-0,l)=+     0,9 


Gesamt  +257,9 


z  = 


64,2 


=  +4,0  cm  (unterhalb  x  —  x). 
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§49a. 
Zasammenlassimg  zum  8.  Vortrag. 

In  diesem  Vortrage  ist  das  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Lage  der 
Nullinie  erläutert.  Das  Grundprinzip  hatte  sich  ja  direkt  bei  der  Ableitung 
der  Biegungsspannungen  (§  88)  ergeben:  Die  Nullinie  hat  die  Eigenschaft 
den  Querschnitt  so  zu  zerlegen,  dafi  (I)  fi  •  Vi  +  •••=>/«*  y«  +••  *  ist.  Da 
aber  die  direkte  Anwendung  dieses  Grundprinzips  schließlich  auf  ein 
Probieren  hinausläuft,  haben  wir  es  noch  etwas  methodiBoher  umgestaltet: 
Wir  nehmen  irgendwo  eine  Achse  x — x  an  und  bestimmen  die  Lage  der 
Nullinie  n — n  dadurch,  daß  wir  den  Abstand  g  von  n — n  bis  x — x  ausrechnen 
nach  den  Formeln: 

-p-.  /i  •  ^1  +  A  •  g,  +  - « «  (zur  Aufteilung  mathematischer  Aus- 

'  ""  F  drücke;  z.  B.  jr»}A  beim  Dreieck), 

--.«.  Pi'yi  +  Fjt  •  y//  +  •  •  -  (zur  praktischen  Ausrechnung  bei 

F  zusammengesetzten  Flächen). 

Schließlich  hatte  sich  noch  eine  interessante  Heranziehung  eines  ganz 
anderen  Grebietes  der  Mechanik  ergeben:  Die  Nullinie  geht  durch  einen 
besonderen  Punkt  hindurch,  der  aber  an  und  für  sich  nichts  mit  der 
Festigkeitslehre  zu  tun  hat,  nämlich  durch  den  Schwerpunkt  des  Quer- 
schnittes. Hierdurch  häufig  Erleichterung  beim  Aufsuchen  der  Nullinie. 
Bemerkung:  Die  Schwerachse  (Nullinie)  kann  man  auch  graphisch 
finden;  z.  B.  in  Fig.  85 d,  indem  man  zu  den  Kräften  gf^^  gf^  usw.  ein 
Seilpolygon  zeichnet  und  hierdurch  die  Lage  Ton  R  bestimmt.  (Hierbei  ist 
für  g  irgendeine  Zahl,  z.  B.  1,  einzusetzen;  die  Flächeninhalte  f^j  f^  usw. 
können  bei  gleich  breiten  Streifen  durch  die  Höhen  dargestellt  werden.) 
Das  analytische  Verfahren  ist  aber  so  einfach,  übersichtlich  und  bequem, 
daß  wirklich  kein  Grund  y erliegt,  hier  noch  Zeichenarbeit  hineinzubringen. 


9.  Vortrag: 

Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  für  die  verschiedenen 
Querschnittsformen,    Das  Widerstandsmoment. 

§50. 
Allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes. 

L  Gmndprlnilp. 

Die  Bezeichnung  „TrdgheiUmoment  J^^  haben  wir  der  Summe 

A  •  yi  +  /"s  •  yS  +  /■»  •  yi  +  •  •  • 

gegeben.     Hierin  bedeuten  fi ,  ff  usw.  die  parallel  der  Nullinie 
eingezeichneten  Flächenstreifen  und  y^ ,  ^2  ^^*  deren  Abstände 
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bis  zur  ÜNTullinie.    Diese  Summe  kommt  im  Nenner  der  Biegongs- 
gleichung 

vor  nnd  muß  al30  tui  Ermittlung  der  Normalspannungen  a  für 
die  verschiedenen  Querschnitte  ebenfalls  berechnet  werden. 

um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  wollen  wir  im  folgenden 
das  Produkt  aus  einem  Flächenstreifen /*  mal  dem  Quadrate  seines 
AbStandes  y  yon  einer  Achse  das  j^quadratische  Moment^^  dieses 
Flächenstreifens  für  die  betreffende  Achse  nennen.  Entsprechend 
bezeichnen  wir  das  Produkt  aus  einer  Fläche  F  mal  dem  Quadrate 
ihres  SohwerpunktsdbsUmdes  yon  einer  Achse  als  das  ^jquadratische 
Mom&nt^^  dieser  Fläche  für  die  betreffende  Achse.  Yon  den  ^^stati- 
sehen''  Momenten  unterscheiden  sich  die  „quadratischen"  mithin 
dadurch,  daß  die  Abstände  y  nicht  in  der  ersten,  sondern  in  der 
zweiten  Potenz  zu  nehmen  sind. 

Das  Trägheitsmoment  ist  also  die  Summe  der  quadratischen 
Momente  der  Flächenstreifen,  wobei  sämtliche  Olleder  stets  mit 
positiven  Vorzeichen  einzuführen  sind.  Augenscheinlich  haben 
Trägheitsmoment  und  statisches  Moment  eine  gewisse  Ähnlichkeit 
miteinander.     Man   bezeichnet  sie  beide  als  „Flächenmomente''. 

Um  nun  für  einen  so  unregelmäßigen  Querschnitt  wie  Fig.  83 
(in  §  45)  das  Trägheitsmoment  J  zu  ermitteln,  bleibt  nichts  anderes 
übrig,  als  einfach  jeden  Flächenstreifen  mit  dem  Quadrate  seines 
Abstandes  von  der  Nullinie  n — n  zu  multiplizieren.  (Letztere 
muß  natürlich  vorher  bestimmt  sein.)  Die  Flächenstreifen  müssen 
unendlich  schmal  genommen  werden,  damit  die  Abstände  y  genau 
angegeben  werden  können.  In  der  Tat  haben  wir  ja  auch  bereits 
in  dieser  Weise  —  unter  Annahme  unendlich  dünner  Schichten  — 
für  das  Bechteck  den  genauen  Wert  des  Trägheitsmomentes  be- 
stimmt (§  39).  Für  einige  andere  Querschnitte  werden  die  be- 
treffenden Berechnungen  im  §  53  durchgeführt  werden.  Ähnlich 
wie  bei  Bestimmung  der  Nullinie  eignet  sich  diese  allgemeine 
Methode  besonders  dazu,  um  für  bestimmte  Orundformen  (Becht- 
eck, Dreieck,  Ereis  usw.)  mathematische  Formeln  für  die  Träg- 
heitsmomente aufzustellen. 

IL  Einfühnmg  eines  HiUsbegrittes  (Trägheitsmoment  «T^, 

Mitunter  ist  es  bequemer,  die  quadratischen  Momente  der 
Flächenstreifen  nicht  direkt  für  die  Nullinie  n — w,  sondern  zu- 
nächst für  irgendeine  andere,  zu  n—n  parallele  Achse  x — x  aus- 
zurechnen (Fig.  83).    Wir  multiplizieren  dann  also  jeden  Flächen« 
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streifen  mit  dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  der  o; -Achse  und 
bilden  schließlich  die  Summe  dieser  Produkte.  Diese  Summe  möge 
das  yjTrägheitsmomeni  des  QuerschniUea  für  (oder  ,ii^  bezug  auf') 
die  W'Ächse*^  heißen  und  mit  J»  bezeichnet  werden.  Mit  Jn  da- 
gegen wollen  wir  das  Trägheitsmoment  für  die  Nullinie  bezeichnen. 
Letzteres  ist  also  gewissermaßen  das  eigentliche  G[?rägheitsmoment  Jj 
das  in  die  Biegungsgleichung  eingesetzt  werden  muß,  um  die 
Normalspannungen  o  zu  bestimmen.  Der  Wert  J»  ist  dagegen 
nur  ein  Hilfewert,  der  aber  —  wie  wir  bald  sehen  werden  — 
öfters  zur  Vereinfachung  der  Eechenarbeit  beiträgt. 

HL  Die  Bedehong  zwischen  Jn  und  J^  • 

Vorher  wollen  wir  aber  noch  feststellen,  in  welcher  mathe- 
matischen Beziehung  diese  beiden  Werte  J^  nnd  J«  zueinander 
stehen.    Für  Fig.  83  ist  das  eigentliche  Trägheitsmoment 

(I)      Jn-^fi^yl  +  U^yi  +  U^yl  +  U-yl  +  U-y^  +  U^yi 

und  der  Hilfewert 

(II)        J^-^U'zl  +  U.zl  +  U.zl  +  f^.zl  +  f^^zl-\-U^zi. 

Nun  bestehen  aber  zwischen  den  Abständen  y  und  z  die  Be- 
ziehungen (Fig.  83;  ygl.  auch  §  45): 

^2  =  «,-»,  y5  =  »-«5    («5=0), 

{z  ist  der  Abstand  zwischen  der  Nullinie  und  der  o? -Achse.)  Setzen 
wir  diese  Werte  in  Gleichung  (I)  ein,  so  wird 

Nun  multiplizieren  wir  die  Ellammern  aus  und  erhalten  drei 
Gruppen  von  Gliedern: 

Jn  =  fr^i  +  A  -«^2  +  /'s -«3  +  f 4,-^1  +  A-^l  +  A-2^6 
— 2  » (/"i .  01  +  /'s .  J2^  +  /"j  •  «3  +  jT^  •  «4  +  /*ö  •  «?ö  -  /■«  •  «e) 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Vereinfachungen: 

a)  In  der  ersten  Zeile  steht  die  Summe  der  quadratischen 
Momente  der  Flächenstreifen  in  bezug  auf  die  o? -Achse.  Diese 
Summe  haben  wir  das  ^^Trägheitsmomewt  des  QuerschniUes  für  die 
X'Aehse^^  genannt  und  mit  J»  bezeichnet.   (Hilfewert  J^.) 
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b)  In  der  zweiten  Zeile  steht  in  der  Klammer  die  Summe 

der   statischen   Momente   der  Flächenstreifen   in   bezug   auf  dio 

0? -Achse.     Diese  Summe  ist  aber  gleich   dem  Produkt  aus   der 

ganzen  Fläche  F  und  dem  Abstände  z  der  Nullinie  (Schweraohse) 

bis  zur  ü? -Achse  [vgl.  Oleichung  (1)  in  §  47].     Die  zweite  Zeile 

ergibt  also 

'-2z'Fz^'-2F^z^. 

c)  In   der  dritten  Zeile  steht  in  der  Klammer  die  Summe 
aller  Flächenstreif en,  also  die  gesamte  Fläche  F. 

Insgesamt  erhalten  wir  also  für  J^  den  Wert: 

und  hieraus  folgt: 
(HI) 


Ja^-^F'»^. 


In  Worten:  Dm  TrägheiUmoment  für  die  Schwerachse  (NuUinie) 
ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  für  eine  heliehige^  zu  der  Schwer- 
achse  paraUele  Ächse^  vermindert  um  das  Produkt  aus  der  Fläche 
mal  dem  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  Achsen. 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  (III)  können  wir  J«  bestimmen^  so- 
bald Jg  bekannt  ist.     umgekehrt  ergibt  sich 


(IV)  J^^^Jn+F'Z^* 


In  Worten:  Das  Trägheitsmoment  für  eine  zur  Schwerachse  parallele 
Achse  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  für  die  eigene  SchwerachsCj 
vermehrt  um  das  quadratische  Moment  der  Fläche  für  die  neue  Achse. 
Aus  dem  Vergleich  von  J«  und  J^  folgt :  Das  Trägheitsmoment 
für  die  NuUinie  ist  kleiner  als  das  für  irgendeine  andere  zu  n — n 
parallele  Achse. 

IV»  Anwendung. 

Wie  bereits  gesagt,  erleichtert  dieser  Hilfsbegriff  J«,  öfters 
die  Berechnung  des  eigentlichen  Trägheitsmomentes  J«.  Zum 
Beispiel  dann,  wenn  man  bei  einem  Querschnitte  Kullinie  und 
Trägheitsmoment  gemeinsam  bestimmen  will.  Dann  kann  man 
nämlich  dieselben  Abstände  Zj  die  man  bei  der  NuUinie  brauchte, 
auch  beim  Trägheitsmoment  yerwenden. 

Eine  solche  Berechnung  werde  an  dem  Querschnitte  Fig.  83 
als  Bespiel  durchgeführt.   Um  hierfür  zunächst  die  Nullinie  zu  ^- 
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mittein,  nehmen  wir  eine  Achse  x--x  an  und  berechnen  dann  für  diese 
Achse  die  Produkte  fi^z^^  f^' z^  usw.  Da  wir  also  diese  Produkte 
sowieso  ausrechnen  müssen,  ist  es  bequem,  im  Anschluß  daran 
sogleich  die  Produkte  /*!•«?,  f%*zi  usw.  zu  bestimmen,  d.  h.  zu- 
nächst das  Trägheitsmoment  J«  für  die  Achse  x — x  aufzustellen. 
Sobald  dieses  dann  berechnet  ist,  haben  wir  mit  Hilfe  der  oben 
entwickelten  Formel 

Jn  =  Jx-F^z^ 

auch  sofort  unser  eigentliches,  in  die  Biegungsformel  einzusetzendes 
Trägheitsmoment  Jn*  Die  gesamte  Ausrechnung  geschieht  also 
nach  folgendem  Schema: 


Streifen 

Flächen- 
inhalt f 

Abstand  z 
(bis  Achse  x — x) 

Statisches 

Moment  f^B 

(für  Achse  x — x) 

Quadratisches 

Moment  /*•«' 

(für  Achse  x — x) 

r. 

usw. 

•  ■  • 

•  •  • 

+  ... 
±... 

±... 

•  •  • 

•  •  • 

Gesamt  Jb 

Gesamt  5= ±...     Gesamt  J»  ==...  | 

Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  ar -Achse: 

Z         jj,         ± . . . 

• 

Trägheitsmoment  für  die  Schwerachse: 

Jfi  —  Jx  —  F '  z^  —  ... 

Zusammenfassung^. 

Die  Ausgangsformel;  wie  sie  sich  bei  der  Ableitung  der  Biegungs- 
spannung ergeben  hatte,  lautet:  (I)  ^^  =  /"^  •  y!  +-  /'j  •  yj  +  •  •  •  Diese  Formel 
ist  auch  bereits  sehr  gut  zu  verwenden,  hauptsächlich: 

a)  um  für  gewisse  Grundformen  mathematische  Ausdrücke  für  J  auf- 
zustellen (z.  B.  Rechteck,  §  39;  Kreis,  §  53); 

b)  für  ganz  unregelmäßige  Querschnitte  (z.  B.  Schienenprofil;  je  dünner 
die  Streifen,  desto  genauer  J). 

In  manchen  Fällen  (z.  B.  wenn  man  Nullinie  und  Trägheitsmoment 
gemeinsam  bestimmen  will)  empfiehlt  sich  eine  Abänderung:  Man  nimmt 
eine  beliebige  Achse  x — x  an,  mifit  von  dieser  aus  die  Abstände  txt  ^% 
usw.  und  berechnet  zunächst  den  Hilfswert  (II)  «^  =  A  *  ^i  +  /•  *  4  nsw. 
(Sog.  Trägheitsmoment  für  die  a>Achse;  hat  aber  keine  besondere  Bedeutung.) 
Von  diesem  schließt  man  dann  zurück  auf  das  eigentliche  Trägheitsmoment: 
(IH)  J.  =  J.  -  F'  s* . 

Zosati:  Für  solche  Querschnitte,  die  sich  aus  bekannten  Grundformen 
zusammensetzen,  werden  wir  in  §  51  noch  weitere  Vereinfachungen  zur  Be- 
rechnung von  J  ableiten. 
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§51. 

Das  Trägheitsmoment  yon  Qnerselmitteii,  die  ans  bekamiten 

Figuren  gebildet  werden. 

DtLrch  folgende  Sätze  können  wir  das  Trägheitsmoment  einer 
zusammengesetzten  Fläche  durch  die  Trägheitsmomente  ihrer  ein- 
zelnen Bestandteile  ausdrücken. 

I.  Satz. 

Besteht  ein  Querschnitt  aus  der  Summe  (pzw,  Differenz)  mehrerer 
Flächen y  deren  Nullinien  zusammenfallen ^  so  .ist  sein  Trägheits- 
moment Jn  gleich  der  Summe  (pzw.  Differenz)  der  Trägheitsmomente 
der  einzelnen  Flächen^  und  seine  NuUinie  faUt  mit  der  gemeinsamen 
NuUinie  der  Flächen  zusammen. 

[Der  Gesamtquerschnitt  hat  nur  eine  l^ullinie  und  ein  Träg- 
heitsmoment für  diese.  Aber  auch  zu  jeder  Teilfläche  —  für  sich 
betra^chtet  —  gehört  eine  eigene  Nullinie  und  ein  eigenes  Trägheits- 
moment, die  gewissermaßen  als  feststehende  Eigenschaften  der  be- 
treffenden Fläche  aufzufassen  sind  und  bei  Berechnung  des  eigent- 
lichen Trägheitsmomentes  (für  den  Gesamtquerschnitt)  als  Hilfs- 
größen verwendet  werden.] 

In  Formeln  lautet  der  obige  Satz: 


(I)  j^=  jj  +  j^iT  +  Jriii+ ... 


Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  Erklärung 
des  G[?rägheitsmomentes.  Legen  wir  zum  Beispiel  Fig.  87  a  zugrunde^ 
so  ist  zunächst: 

Hierin  ist  /^  =  /"^  =  jfg  =  /"^o  «=  6  • » .  Die  mittleren  Streifen  be- 
stehen jeder  aus  zwei  Teilen,  so  daß  /'s  =  /"a  =  . . .  =  /'s  =  2  •  d  • » 
ist.  Nun  läßt  sich  aber  der  Flächenstreifen  f^  darstellen  als  die 
Differenz  zweier  Streifen  mit  der  Höhe  x ,  von  denen  sich  der  eine 
über  die  ganze  Breite  b  und  der  andere  über  die  innere  Breite  b^ 
erstreckt.  Den  ersteren  wollen  wir  mit  fi  bezeichnen;  er  hat  den 
Flächeninhalt  6  •  a? .  Der  zweite  ist  in  der  Figur  mit  fi'  bezeichnet; 
er  ist  gleich  b^^x.    Wir  haben  also 

f, = n  -  fi'. 
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In  entsprechender  Weise  eisetzen  wir  nun  auch  die  folgeaden 
Streifen  f^. . .  fa  durcb  die  Differenz  zweier  Streifen  und  erhalten 
dann  die  obige  Summe  in  der  Form 

'f  =  fi-y?+f,-ymfi~fi')-yi  +  {fi~firy^+--+f,o-y?o- 
^^  i'f  =  ifi-y}+f»-yi+fi-yi+fi-yi+-+n-yi+r»-y^+fio-y?^ 
\    -(fi'-yS+fi'-yi+n'-y^  +  fi'-yi+fi'-y?+f^-yi)- 

Kon  sehen  wir  folgendes:  In  der  ersten  Klammer  dieser  Glei- 
chung stehen  die  einzelnen  Fl&cbenstreifen,  fi,ft,fi,fi---fiot 
des  Bechteckee  &  •  A ,  multipliziert  mit  dem  Quadrate  ihres  Ab- 
stanäes  von  der  Nollinie.     Der  Ansdrack  in  dieser  Klammer  ist 


rctj 


(h) 

Fig.  87. 


M 


also  nichts  anderes  als  das  Trägheitsmoment  des  Rechteckes  b  •  h . 
Entsprechend  stellt  der  in  der  zweiten  Klammer  stehende  Snmmen- 
ansdmck  das  Trägheitsmoment  des  inneren  Beohteckes  \  •  \  dar. 
Bezeichnen  wir  diese  beiden  Trägbeitemomente  mit  3i  and  Ja, 
80  geht  also  die  Gleichung  (II)  über  in 

(III)  3  =  3i-Jn- 

Somit  ist  f&r  diesen  Fall  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 
Natnrlich  gilt  der  Satz  aach  dann,  wenn  der  Querschnitt 
nicht  aus  Bechtecken,  sondern  aas  beliebigen  Flächen  zosammen- 
Immer  kdnnen  wir  in  der  Summe 


die  einzelnen  Streifen  {^ ,  f^  asw.  in  ihre  Teilstreifen  f,  f"  usw. 
zerlegen,  so  daß  schließlich  herauskommt 

J^Ji±Ju±Jm±..- 
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Bedingung  ist  nnr,  daß  die  Abstände  y^,  y^  nsw.  von  ein  nnd 
derselben  Achse  aus  zu  zählen  sind,  d.  h.  daß  all«  Flachenteile 
eine  gemeinsame  Nullinie  haben. 

n.  Satz, 

Besteht  ein  Querschnitt  aus  der  Summe  (bzw.  Differenz)  mehrerer 
beliebiger  Flächen  y  so  ist  sein  Trägheitsmoment  J,  für  irgendeine 
Achse  X — X  gleich  der  Summe  (bzw,  Differenz)  der  Trägheitsmomente 
der  BinzeLflächen  für  diese  Achse  x  —  x. 

[Jedes  der  letzteren  Trägheitsmomente  ist  bekanntlich  (nach 
§  50)  gleich  dem  Trägheitsmomente  der  betreffenden  Einzelflächo 
für  ihre  eigene  Schwerachse  vermehrt  um  das  quadratische  Mo- 
ment der  Einzelfläche  in  bezug  auf  die  Achse  x — x.] 

In  Formeln: 


(H) 


Jtxi  =  «/jr,«  +  «/jr,  08  +  •  •  • 


In  dieser  Formel  ist  also  J^  das  Trägheitsmoment  des  zu  unter- 
suchenden Querschnittes  für  irgendeine  o; -Achse.  JP/,  Fu  usw. 
sind  die  einzelnen  Flächen,  aus  denen  sich  der  Gesamtquerschnitt 
zusammensetzt.  J/,  Ju  ^i^^^*  Bind  die  Trägheitsmomente  dieser 
Flächen  für  ihre  eigenen  Nullinien,  und  yj^  yu  iisw.  sind  die  Schwer- 
punktsabstände  der  einzelnen  Flächen  von  der  o; -Achse.  (Das 
Produkt  aus  einer  Fläche  mal  dem  Quadrat  ihres  Schwerpunkts- 
abstandes von  einer  Achse  haben  wir  das  „quadratische  Moment" 
dieser  Fläche  für  die  betreffende  Achse  genannt.) 

Man  sieht  übrigens,  daß  der  vorhin  aufgestellte  Satz  I  in 
dem  obigen  Satze  II  bereits  als  Spezialfall  enthalten  ist.  Kur 
seiner  Einfachheit  wegen  wurde  er  als  besonderer  Satz  voran- 
gestellt. 

Um  nun  den  Satz  II  zu  beweisen,  greifen  wir  auf  Fig.  84 
(in  §  46)  zurück.  Für  den  daselbst  gezeichneten  Querschnitt  ist 
das  Trägheitsmoment  für  die  o; -Achse: 

D^  Ausdruck  ist  bereits  so  geschrieben,  daß  die  zu  den  Flächen 
Fi  und  Fji  gehörigen  Flächenstreifen  getrennt  erscheinen.  Nun 
stellt  mit  unseren  früheren  Bezdchnungen  die  Summ« 
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das  Trägheitsmoment  der  Fläche  Fj  in  bezug  auf  die  Achse  x — x 
dar.    Und 

ist  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  Fu  für  die  Achse  x — x. 
Zunächst  erhalten  wir  also  für  das  Trägheitsmoment  J«  des  Ge- 
samtquerschnittes die  Beziehung 

(III)  tTao  ^  eTx^ac  +  J^II,  x  • 

Nun  besteht  aber  zwischen  dem  Trägheitsmomente  J«  einer  Fläche  F 
für  ihre  eigene  Schwerachse  und  dem  Trägheitsmomente  Jg  dieser 
Fläche  für  eine  o^-Aehse  die  Beziehung  (§  50,111) 

worin  z  der  Abstand  zwischen  Schwerachse  und  «-Achse  ist. 
Wenden  wir  diese  Formel  auf  die  Trägheitsmomente  J/,«  und  J//,« 
an,  so  wird 

Jii.x^Jii  +  Fwyfj 

{Ji  ist  das  Trägheitsmoment  von  Fj  für  die  eigene  Schwerachse  n^ — n^ ; 
yi  ist  der  Abstand  zwischen  dieser  Achse  n^ — n^  und  der  Achse  dp — x. 
Entsprechend  ist  es  bei  JP// .)  Und  schließlich  erhalten  wir  für  J, 
den  Ausdruck 

(IV)  J^  =-  (Ji  +  Fj^y!)  +  {Jn+^aVh)  • 

Hiermit  ist  der  Satz  II  bewiesen. 

Spezialfall:  Besteht  ein  zusammengesetzter  Querschnitt  nur 
aus  zwei  Einzelflächen  (z.  B.  Fig.  84),  so  läßt  sich  sein  Trägheits- 
moment c7n  auch  nach  der  Formel  ausrechnen 

Ff  •  Fft  •  a* 
(IVa)  j^  =  j,  +  j,,  +  .£i-^^  «   . 

In  dieser  Formel  ist  a  der  Abstand  der  Schwerpunkte  der  beiden 
Einzelflächen  voneinander  (Fig.  84);  die  übrigen  Bezeichnungen 
sind  dieselben  wie  vorher.  Die  Formel  (IVa)  ergibt  sich  leicht 
aus  der  Formel  (lY),  indem  man  yj  und  yu  durch  den  Abstand  a 
und  die  Flächen  JPj  und  Fu  ausdrückt.  Sie  gilt  aber  nur  bei 
zwei  Einzelflächen,  und  auch  nur  zur  Berechnung  des  Trägheits- 
momentes für  die  Nullinie  («7^)  tmd  nicht  für  jede  beliebige  Achse. 
(Vgl.  auch  die  vierte  Aufgabe  von  §  54.) 
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in.  Satt. 

Veraehi^t  man  die  einzelnen  FlächenaU^eifen  einer  Figur  inner- 
halb ihrer  Richtungen,  so  bleibt  das  Trägheitimoment  des  Qtierachnitte* 
unverändert. 

Durch  diesen  Satz  Verden  die  Trägheitsmomente  verschiedener 
Figuren  zueinander  in  Beziehung  gebracht,  so  dafi  ei  hier,  zu- 
sammen mit  den  S&tzei;  I  und  II,  erwähnt  werden  möge. 

Vergleichen  wir  in  Fig.  88  die  Trägheitsmomente  des  Recht- 
ecks und  des  Parallelogramms,  so  erhalten  wir  zunächst  für  das 
Bechteck: 

J  =  Ay?  +  /'jys  +  •••  +/'6»«- 

Dieselbe  Formel  gilt  aber  auch  fflr  das  Parallelogramm.  Denn 
bei  gleicher  Höhe  and  Breite  beider  Figuren  sind  sowohl  die  Inhalte 


t 


Fig.  88. 

der  Flächenstreifen  f^ ,  f^  usw.  als  auch  deren  Abstftnde  y, ,  y^  usw. 
beim  Bechteck  ebenso  groß  wie  beim  Pan^elogramm.  Allgemein 
kann  man  also  s^en: 

Wenn  eine  Figur  JPf  (das  Parallelogramm)  ans  einer  Figur  JP^ 
(dem  Bechteck)  dadurch  entstanden  ist,  daß  die  Flächeuteile  der- 
selben parallel  zueinander  Tersohoben  sind,  so  sind  die  Trägheits- 
momente dieser  beiden  Figuren  einander  gleich. 

Zusatz:  Vorläufig  hat  allerdings  das  Trägheitsmoment  des 
ParaUelogramms  für  ans  keinen  Wert.  Bei  der  Ableitung  der 
BiegDDgsformel 


wurde  ausdrücklich  vorausgesetzt,  daß  der  Querschnitt  eine  vertikale 
Symmetrieebene  besitze,  itfur  in  diesem  Falle  konnten  wir  an- 
nehmen, daß  die  einzelnen  horizontalen  Schichten,  in  die  der 
Balken  im    unbelasteten  Znstande  geteilt  war,   auch   nach   der 
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Durchbiegang  horizontal  bleiben.  Anf  diese  Weise  konnten  wir 
dann  die  Delinnngen  nnd  Spannungen  der  einzelnen  Schichten 
miteinander  in  Beziehung  bringen.  Ist  der  Balken  nicht  symme- 
trisch zur  Yertikalebene,  oder,  allgemein  gesagt,  nicht  symmetrisch 
zu  der  Ebene,  in  der  die  Kräfte  wirken,  so  wird  sich  bei  der  Be- 
lastung der  Träger  nicht  nur  in  Bichtung  der  Kräfte  durchbiegen, 
sondern  er  wird  auch  seitlich  ausweichen.  Dieses  kann  man  sehr 
gut  wahrnehmen,  wenn  man  ein  an  einem  Ende  eingemauertes 
Winkeleisen  durch  eine  vertikale  Kraft  P  belastet  (Fig.  88  c).  Hier 
zeigt  sich  dann,  daß  der  Träger  nach  unten  und  gleichzeitig  seitlich 
ausweicht.  Die  einzelnen  Schichten  des  Eisens  erfahren  hierbei 
naturlich  ganz  andere  Beanspruchungen,  als  die  obige  Formel  an- 
gibt. Wir  werden  uns  später  genauer  mit  diesen  Untersuchungen 
beschäftigen  (17.  Vortrag). 

Zusammentassung. 
Ist  ein  Querschnitt  F  aus  bekannten  Teilfl&chen  Fj  usw.  zusammen- 
gesetzt, so  berechnen  wir  sein  Trftgheitsmoment  (für  seine  Nullinie  n — n 
oder  auch  für  irgendeine  andere  Achse  x — o;),  indem  wir  von  jeder  Teil- 
fläche das  Trftgheitsmoment  fOr  die  betreffende  Achse  (n — n  oder  x — x)  auf- 
stellen und  schließlich  alle  diese  Beiträge  zusammenzählen.  Hierbei  ist 
jeder  dieser  Beitrlikge  nach  Formel  (IV)  Ton  §  50  zu  bestimmen:  TrSgheits- 
moment  der  betreffenden  Teilfläche  Fj  für  ihre  eigene  Schwerachse  nj — »/• 
vermehrt  um  das  Produkt  ^/  •  yj ,  wobei  y/  der  Abstand  von  tij — n/  bis  n — n, 
bzw.  05— X  ist.  In  Formel:  J  =  (J/  +  J^/  •  yj)  +  (^n  +  ^//  •  yi/)  +  •  •  ••  [Man  be- 
achte, daß  außer  den  Produkten  Fj  •  y}  usw.  auch  noch  die  Trägheitsmomente 
Jj  usw.  einzuführen  sind;  Gegensatz  der  obigen  Formel  zu  Formel  XU  in 
§  49  a.]   Beispiele  zu  §  51  s.  §  54. 

§52. 

Das  Widerstandsmoment. 
I.  Die  „Maximalspannnngen**  c^  nnd  tf,  eines  Qoerschnitte«. 

1.  Aus  der  Biegongsformel 

M 

folgt,  daß  die  größte  Normalspannung  eines  Querschnittes  in  dem 
Streifen  auftritt,  der  den  größten  Abstand  y  von  der  Nullinie  hat. 
Diese  Aussage  ist  ja  auch  direkt  mit  der  Navier^chen  Hypothese 
verknüpft,  wie  namentlich  aus  deren  graphischer  Darstellung 
(Fig.  78  a)  deutlich  hervorgeht. 

Im  allgemeinen  müssen  wir  aber  bei  einem  auf  Biegung  be- 
anspruchten Balken  zwei  größte  Normalspannungen  berücksichtigen. 
Nämlich  die  größte  Zug-  und  die  größte  Druckspannung.  Die 
eine  tritt  in  der  obersten  und  die  andere  in  der  untersten  Faser- 
schicht auf.     Die  obige  Aussage  werden  wir  deshalb  in  der  Form 
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aussprechen :  Die  gröBten  Normalspaiiniiiigen  treten  in  den  ».äußersten^^ 
Fasersehiehten  anf. 

2.  Die  Abstände  dieser  ,,äTißersten'^  Streifen  eines  Querschnittes 
werden  wir  im  folgenden  stets  mit 

«1     und    e, 

bezeichnen  (Fig.  89).     Die  dazugehörigen  Spannungen  nennen  wir 
die  ^^Maxinidlspannungen^^ 

Ol     und    a^  • 

Eine  von  ihnen  ist  also  die  größte  Zug-  und  die  andere  die  größte 
Druckspannung,  die  in  dem- betreffenden  Querschnitt  überhaupt 


I 


i 


h^-4 


i 


T 


c^^m 


n.  1 

r 


1 


(CL) 


Co) 


Fig.  89. 


auftritt.    Setzen  wir  für  die  Abstände  die  Bezeichnungen  e^  und  e^ 
in  die  Biegungsformel  ein,  so  ergibt  sich  die  Größe  der 

(I)     Haximalspannungen: 


M 


öa 


M 


e2 


Da  es  nun  hauptsächlich  nur  auf  diese  beiden  Spannungen  a^  und  o^ 
ankommt  y  wollen  wir  ihre  Berechnung  noch  etwas  vereinfachen. 


II,  Das  Widerstandsmoment» 

Sobald  das  Trägheitsmoment  J  des  betreffenden  Querschnittes 
ermittelt  ist,  dividieren  wir  es  sofort  durch  die  Abstände  e^  und  e^ 
der  äußersten  Schichten.     Wir  berechnen  also  die  Brüche 


(II) 


w,--. 
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Diese  Werte  Wi  und  W^   heißen   die   ffWiderstanäsmomenU^'  des 
Querschnittes. 

Wenn  wir  dann  die  Spannungen  o^  und  o^  zu  berechnen  haben, 
so  ist  direkt 


(ffl) 


Denn  aus  der  Ableitung  des  Widerstandsmomentes  folgt,  daß  tat* 

sächlich 

M         M         M 


=  -=r-  -ei  =  ai 


ist,  und  ebenso  ist 

MM        M       _ 
TT,  -  J/^- J  '^-''" 

Mit  den  Formeln  (III)  arbeitet  es  sich  bequemer  als  mit  den 
ursprünglichen  Formeln  (I).  Deshalb  werden  in  der  Praxis  die 
größten  Spannungen  Oi  und  cFg  eines  Querschnittes  stets  mit  Hilfe 
des  Widerstandsmomentes  bestimmt.  Diese  Art  der  Berechnung 
ist  besonders  deshalb  so  bequem,  weil  in  den  Tabellen  neben  den 
Trägheitsmomenten  auch  sofort  die  Widerstandsmomente  angegeben 
sind.  Dann  braucht  man  sich  gar  nicht  mehr  um  die  Abstände 
61  und  62  zu  kümmern,  da  diese  ja  bereits  in  dem  Widerstands- 
momente enthalten  sind.  Auch  die  mathematischen  Formeln  der 
Trägheitsmomente  entwickelt  man  —  durch  Division  mite^  und^j  — 
so,  daß  sich  die  Widerstandsmomente  ergeben. 

Zusatz:  Ist  der  Querschnitt  symmetrisch  in  bezug  auf  die 
Nullinie  (Fig.  89  a),  so  ist 


und  es  wird 


_  h 

e^  —  ög  —  --- , 


Tr,  =  Tr,  =  ^=2'^ 


h/2         h 


Für  symmetrische  Querschnitte  braucht  also  nur  ein  Widerstands- 
moment 

J         2J 


Tr  = 


Ä/2 


angegeben  zu  werden.     Dieses  gilt  dann  sowohl  für  die  oberste 
wie  auch  für  die  unterste  Faser. 

Fischer,  Statik.  17 
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IIL  Die  Bestimmung  des  ertorderHchen  Widerstandsmomentes^ 

Bisher  sind  wir  stets  von  der  Aufgabe  ausgegangen,  daß  der 
Querschnitt  des  Balkens  gegeben  sei  und  die  in  diesem  Querschnitte 
auftretenden  Spannungen  ermittelt  werden  sollten.  Nun  wollen  wir 
den  umgekehrten  Fall  betrachten:  Vorgeschrieben  sei' die  größte 
Normalspannung,  die  nicht  überschritten  werden  darf;  gesucht  ist 
der  erforderliche  Querschnitt. 

Diese  erlaubte  größte  Spannung  heißt  die 

,,znlä8sige  Biegungsspannong^^  U  (oder  kb). 

Sie  wird  gewöhnlich  gleich  der  zulässigen  Spannung  für  Zug,  bzw. 
Druck  genommen  (§  33).  Ist  das  betreffende  Material  gegen  Zug 
und  gegen  Druck  verschieden  widerstandsfähig  (z.  B.  Gußeisen),  so 
muß  eine  besondere  zulässige  Spannung  für  die  gedrückten  und 
für  die  gezogenen  Fasern  eingeführt  werden. 

Um  nun  auf  Grund  dieser  zuläßsigen  Spannung  die  erforder- 
liche Querschnittsfläche  des  Balkens  zu  bestimmen,  setzen  wir  in 
der  Gleichung 

„     .      ,  Momentensumme 

Maximalspannung  =  ==7^ — - — -z 

Widerstandsmoment 

für  die  Maximalspannung  die  zulässige  Biegungsspannung  ein  und 
erhalten  durch  Umformung: 

.     ,    ,   -rrr. ,      .      ,  ^        Momeutensumme 

erfordert.  Widerstandsmoment  =  — rr; — : — ^^ . 

zulassige  Spannung 

In  Formeln: 


(H) 


erforderliches  TT  =  V  • 

k 


Sobald  hiermit  das  erforderliche  Widerstandsmoment  berechnet  ist, 
schlagen  wir  zum  Beispiel  bei  den  Walzprofilen  direkt  in  den  Tabellen 
denjenigen  Querschnitt  auf,  der  dieses  erforderliche  Widerstands- 
moment besitzt.  Handelt  es  sich  jedoch  um  eine  Querschnittsform, 
deren  Widerstandsmomente  nicht  in  Tabellen  enthalten  sind,  so 
muß  man  die  Abmessungen  des  Querschnittes  zunächst  annehmen 
und  sein  vorhandenes  Widerstandsmoment  berechnen.  Dann  sieht 
man  mit  Hilfe  der  obigen  Formeln  nach,  ob  die  Maximalspannungen 
nicht  die  zulässige  Spannung  überschreiten,  bzw.  ob  das  vorhandene 
Widerstandsmoment  mindestens  ebenso  groß  ist  wie  das  erforderliche. 
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ZosammenlaMUiig : 

Bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Träger  treten  die  größten 
Normalspannungen  in  der  obersten  und  in  der  untersten  Schicht 
auf.  Diese  Maximalspannungen  eines  Querschnittes  berechnen  sich 
nach  der  Formel: 

,^.  »    .     1  Momentensnmme  M 

(I)  Maxunalspannung  c^„  -  widerrtandsmoment  W  ' 

Hierin  ist  das  „Widerstandsmoment''  W  ein  aus  dem  Trägheits- 
moment abzuleitender  Wert.  Er  entsteht,  indem  man  das  Träg- 
heitsmoment durch  die  Abstände  e^  und  e^  der  äußersten  Fasern 
dividiert.  Bei  unsymmetrischen  Querschnitten  gehören  zu  der 
obersten  und  zu  der  untersten  Faser  je  ein  besonderes  Wider- 
standsmoment. Bei  symmetrischen  Querschnitten  haben  beide 
Fasern  das  gleiche  Widerstandsmoment.  Je  kleiner  der  Wert  W 
ist,  um  so  größer  ist  die  Spannung  amax  • 

Ist  die  größte  Spannung  vorgeschrieben,  so  berechnet  sich  aus 
der  obigen  Formel  das  erforderliche  Widerstandsmoment: 

,„.  __.  -     ^     ,  ^  -^  Momentensumme  M 

(H)  Widerstandsmoment  W^rt,  =  — rr— : — 5 r  • 

^    '  zulassige  Spannung  k 

Da  das  Widerstandsmoment  aus  dem  Trägheitsmoment  (cm^)  mittels 
Division  durch  eine  Länge  (cm)  entstanden  ist,  geben  wir  ihm  die 
Bezeichnung  em^  (bisweilen  auch  dem'  oder  m'). 


§53. 

Beispiele   zu  §50:  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  tür  die 

einfachen  Grundformen. 

I.  Das  Rechteck  (Breite  b,  Höhe  h). 

Für  das  Trägheitsmoment  des  Bechteckes  haben  wir  bereits  in 
§  39  die  Formel  abgeleitet 

Hieraus  ergibt  sich  für  das  Widerstandsmoment 


W  = 


^-    6 


12  .  Ä/2         12  h 


IT 
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IL  Das  Parallelogramm  (Grundlinie  6,  Höhe  h). 

Wie  in  §51,111  gezeigt  wurde,  haben  Bechteck  und  Paxallelo- 
gramm  gleiche  Werte  für  das  Trägheitsmoment.  Es  ist  also  auch 
für  das  Parallelogramm 


W 


12   » 

&Ä8 


[Man  beachte  jedoch  die  SchluJSbemerkung  von  §  51.  Das  Träg- 
heits-  und  Widerstandsmoment  des  Parallelogrammes  ist  hier  nur 
für  spätere  Zwecke  mit  aufgeführt.] 

HL  Das  Quadrat  (Seitenl&nge  a). 
Setzt  man  in  die  obigen  Formeln  ft  =  ^  =  a  ein,  so  wird 

a* 

IV,  Das  Dreieck  (Grundlinie  6,  Höhe  h). 

Die  Formel  für  das  Trägheitsmoment  werde  an  Hand  von 
Fig.  86  abgeleitet  (diese  Figur  ist  aus  §  49  hierher  übernommen). 
Das  Dreieck  ist  schiefwinklig  angenommen,  damit  die  Untersuchung 
auch  für  den  allgemeinen  Fall  gültig  sei.  Man  beachte  jedoch, 
daß  die  Gültigkeit  der  bisher  aufgestellten  Biegungsformel  sich 
nur  auf  Dreiecke  mit  vertikaler  Symmetrieachse,  d.  h.  auf  gleich- 
schenklige Dreiecke,  erstreckt. 

Die  Lage  der  Nullinie  ist  bereits  in  §  49  bestimmt.  Sie  liegt 
in  der  Entfernung  ^h  von  der  Spitze.  Wenn  wir  nun  für  diese 
Nullinie  das  Trägheitsmoment 

Jn'=fr  Vi  +  A  •  ya  +  . . . 

bestimmen  wollen,  so  wird  die  Ausrechnung  dadurch  etwas  un- 
übersichtlich, daß  die  Abstände  der  einzelnen  Streifen  von  f^  aus 
zunächst  kleiner  werden  und  dann  wieder  anwachsen.  Bequemer 
bestimmt  sich  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse  x — x ,  weil  sich 
für  diese  Achse  die  Abstände  ^i,  yi  usw.  übersichtlich  anschreiben 
lassen.  (Die  früher  mit  z^ ,  Z2  usw.  bezeichneten  Abstände  sind  in 
Fig.  86  yi ,  yi  genannt.)    Wir  werden  also  im  Interesse  einer  ein- 
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fachen   Ansrechnnng   mnächst   das   TrägheitstDoment  J,   föi   die 
X-Achse  bestimmen  nnd  dann,  mittels  der  Formel 

auf  das  eigentliche  Trägheitemoment  J»  zarückkommen. 

Um  nun  <7,  zu  berechnen,  stellen  wir  zunächst  die  FUlclien- 
streifen  and  ihre  Abst&nde  von  der  z-Achae  zusammen.    Wie  be- 


"T 


J, 


-^C 


reits  in 
Werte: 


Fig.  86. 
}  49,  erste  Aufgabe  ermittelt  ist,  ergeben  sich  folgende 


A-i 


/; - 


56» 
2«"  ' 


y»  = 


2>i 


(Wir  recboen  die  Abstände  der  onendücli  Bolmialen  Streifen  stets 
bis  Itlitte  HOiie  des  Streifens.)    Aiso  wird 

•~2n>\2«i  +2iin2iij  '^  2n'\2n] 


Ih- 


bh' 

's»'' 


8n' 
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In  der  Klammer  steht  die  Summe  der  dritten  Potenzen  der 
ungeraden  Zahlen.  Die  Anzahl  der  Glieder  ist  n ,  da  wir  das  ganze 
Dreieck  in  n  Streifen  geteilt  haben.  Nun  läßt  sich  mit  Hilfe  der 
Theorie  der  algebraischen  Beihen  leicht  zeigen,  daß  die  Summe 
der  dritten  Potenzen  der  ersten  n  ungeraden  Zahlen 

1»  + 3»+ 5»+  ...  =2n*-n2 

ist.  [Z.  B.  bei  der  Eeihe  1»  +  3»  +  6»  +  7»  +  9Mst  n  =  5 ;  folg- 
lich ist  die  Summe  dieser  Beihe  gleich  2  •  5*  --  5*  =  1225.]  Setzen 
wir  nun  für  die  obige  Klammer  den  Wert  2  n*  —  n*  ein,  so  wird 

Wenn  wir  nun  die  Streifen  unendlich  schmal  nehmen,  so  daß  die 
Anzahl  n  der  Glieder  unendlich  groß  ist,  so  wird  der  Bruch 

-L  =  i  =  o 

und  es  ergibt  sich  das  Schlußresultat 

8 


Jx  =  ~^^~  •  2 


Dieses  ist  also  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse  x — x .  Für  die 
Nullinie  folgt  hieraus  das  (eigentliche)  Trägheitsmoment,  wie  ein^ 
gangs  abgeleitet: 

Aus  dem  Trägheitsmomente  ergeben  sich  die  Widerstandsmomente 

*  ^  ^fi.  jL*  ^  "oT     ^^^  ^'^  oberste  Faser), 

^  bh^  bh^ 

Ty  2  =  -^B — TT  "*  To"     ff*^"*  ^^®  unterste  Paser). 
ob.-J-Ä        1ä 

Man  sieht,  daß  auch  beim  Dreieck  der  Wert  J  leicht  zu  be- 
stimmen ist.  Die  einzige  Schwierigkeit  liegt  wohl  darin,  daß  die 
Formel  für  die  Summe  l^+3'  +  5*  +  73+  . . .  ziemlich  unbekannt 
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sein  wird.  Man  muß  aber  beachten,  daß  dieses  eine  rein  mathe- 
matische Angelegenheit  ist,  die  mit  dem  Wesen  der  Theorie  der 
Trägheitsmomente  nichts  zu  tun  hat.  Das  Prinzip  der  Unter- 
suchung dürfte  aber  durch  den  oben  eingeschlagenen  Weg  am 
klarsten  zur  Geltung  kommen.  Man  kann  ja  die  Trägheitsmomente 
auf  verschiedene  andere  Weisen,  z.  B.  durch  räumliche  Darstellun- 
gen, ableiten.  Aber  gerade  diese  Methoden  haben  es  verschuldet, 
daß  für  viele  Ingenieure  das  „Trägheitsmoment"  ein  in  der  vierten 
Dimension  umheriirender  Begriff  ist. 

V#  Der  Kreis  (Durchmesser  d,  Halbmesser  r). 

Zunächst  zerlegen  wir  den  Querschnitt  in  eine  Anzahl  Streifen 
parallel  der  Achse  n — n.  In  Fig.  90  a  wurde  der  obere  HaJhkreis  in 
n  ==  6  Flächenstreifen  geteilt,  und  zwar  so,  daß  die  Bögen  ab  ^  b  c, 
€ dj  dßj  ey ,  f  g  einander  gleich  werden.  Wenn  wir  dann  von 
diesen  sechs  Streifen  die  Summe  der  quadratischen  Momente  bilden, 
bekommen  wir  also  die  Hälfte  des  Trägheitsmomentes  vom  ganzen 
Kreisquerschnitt : 

■g  =  A  -y?  +  A  -yl  +  ^3  •  ys  +  •  •  • 

Um  die  Inhalte  der  Streifen  d ,  f^  usw.  zu  berechnen,  wurde 
folgendermaßen  verfahren :  Da  die  Streifen  in  Wirklichkeit  unendlich 
dünn  sind,  kann  man  ihre  Flächeninhalte  wie  die  kleiner  Trapeze 
von  der  gleichen  Höhe  ermitteln.  Ziehen  wir  also  b^pielsweise 
bei  dem  Flächenstreifen  f^  in  halber  Streifenhöhe  die  Linie  Im 
(Mittellinie),  so  ist  zunächst 


/*g  =  Z  w  •  Äj 


Um  nun  Im  zu  bestimmen,  verbinden  wir  den  Punkt  m  mit  dem 
Mittelpunkte  M  durch  den  Badius  r  (dessen  Winkel  gegen  die 
Horizontale  mit  a^  bezeichnet  ist)  und  ziehen  durch  m  die  Verti- 
kale mm\    Dann  ist  die  Strecke 

jf  tn'=r-cos«3  , 
folglich  ist 

Im  =  2r '  cos^Xj  . 

Um  ferner  die  Höhe  \  auszurechnen,  beachten  wir,  daß  der 
Kreisbogen  cd  gleich  —  des  Viertelkreises  ag  ist,  also 

n      2 
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Da  nun  die  Streifen  in  Wirklichkeit  nnendlich  schmal  zu  nehmen 

Bind,  können  wir  die  Strecke  dm  als  eine  gerade  Linie  betrachten. 

Die  Figur  dd^m  ist  also  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypo- 

1     1     rji 
tenuse  md  =  —  •  —  •  —^ .     Der  Winkel  dmd'  ist  gleich  dem  Win- 

kel  «8  9  folglich  ist  die  Kathete 

wd'=  md'  cos«3 
\     \     rn 

IsTun  ist  ^3  =  2  •  m  d\  also  folgt  schließhch 

_         \     rn 

Äo  =  —  •  -77-  •  cos^s  • 

^       n      2  ' 


Setzen  wir  diese  Werte  für  Im  und  \  ein,  ^0  wird 

^       o  \     rn 

f^^2r*  cosÄg  •  -—  •  -^  •  cos(X3  ^ 

f^^  —  ^r^^n*  cos^Ä,  . 

Hiermit  ist  der  Inhalt  des  Streifens  fi  ermittelt. 

Nun  wollen  wir  sogleich  c(en  Abstand  y^  dieses  Flächenstreifenß 
von  der  Nidlinie  bestimmen.    Dieser  ist  (aus  dem  Dreieck  M  m  mO 

y^  =  r«sinÄ3  . 
Somit  ergibt  sich  für  das  Produkt  f^^yl  der  Wert: 

/s  •  ^3*  =  —  •  ^* '  ^  •  cos^Äg  •  (r  •  sin  A3)* 
n" 

r-  __ .  f4 .  ^ .  cos^ötg  •  sin^Äj  . 

Um  diesen  Ausdruck  noch  weiter  zu  vereinfachen,  wollen  wir 
Zähler  und  Nenner  mit  4  multiplizieren: 

fz'Vi  ^  -T'  —  *^^'^'^'  cos^ötg  •  sin-Äj 

=  —  •  —  •r*-:rr(2sina3  cosa,)*  , 
4     n 

fz'Vz^-r r*  •  TT .  sin22  «3 

(denn  es  ist  bekanntlich  sin2  «  =»  2  sin«  •  cos«). 
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Wir  haben  also  für  das  Produkt  f^  •  yl  eine  sehr  einfache 
Formel  abgeleitet.  Man  sieht  nun  ohne  weiteres  ein,  daß  sich  die 
Produkte  für  die  anderen  Streifen,  z.  B.  fy^ ,  aus  der  obigen  Formel 
ergeben,  indem  man  statt  a,  den  entsprechenden  Neigungswinkel,  (x^ , 
einsetzt,  da  die  übrigen  in  dem  Ausdrucke  vorkommenden  Werte 
für  alle  Streifen  dieselben  sind.  Wir  können  also  für  alle  quadra- 
tischen Momente  die  betreffenden  Ausdrücke  einsetzen  und  er- 
halten für  das  halbe  Trägheitsmoment: 

IT  =  -j r*  ^  •  8in*2  «i  -h  -7 r* 5r  •  sin'2  ««  +  -; »^  ^i  •  8in"2  «.  +  ... 

^  4    fl  4    91  4     W 


72. 


A^. 


;  /  //<x:'\c 


xi-./LJCßk-t.i,a.^äftebi- 


>f 


{b) 


Fig.  oa 


Im  vorliegenden  Falle  hatten  wir  n  =  6  Streifen  angenommen. 
Wir  wollen  zunächst  für  diese  Zahl  die  Rechnung  durchführen 
and  sie  dann  später  für  n  "=  oo  yerallgemeinem.    Ziehen  wir  noch 

-7-  •  —  •  r*  •  wi 

4     n 

vor  die  Klammer,  so  wird 

-—  =  —-.-—.  r*  •  -T  •  (sin*2  äj  +  sin*2  ä,  +  sin'2  ofj  +  8in*2  (x^  +  sin"2  «j  +  sin*2  «J . 
2  4       6 

Hierin  bedeuten  also  a^ ,  <x, ,  ft,  usw.  die  Neigungswinkel  der 
Badien,  die  nach  der  Mitte  der  Kreisbögen  a & ,  6  0 ,  od  usw.  ge- 
zogen sind.     Die  in  der  Klammer  stehende  Summe  läßt  sich  nun 
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sehr  einfach  bestimmen.  Ziehen  wir  nämlich  durch  Punkt  M  in 
Fig.  90b  (die  den  oberen,  rechten  Quadranten  der  Deutlichkeit 
wegen  noch  einmal  darstellt)  unter  45°  die  strichpunktierte  Linie, 
so  ist 

<oc^-^<oCi  +45"*, 

wie  man  ohne  weiteres  aus  der  Figur  ablesen  kann.    Daraus  folgt 

2a^  =  2ai  +  90°, 
also 

sin2  A4  =  sin (90  +  2  «i) . 

Nun  besteht  bekanntlich  für  jeden  beliebigen  Winkel  q)  die  Glei- 
chung sin(90  +  9?)  =  COS9?  •  Dementsprechend  bekommen  wir  aus 
der  obigen  Gleichung 

sin2a4  =  coa2<Ki  . 

In  derselben  Weise  vergleichen  wir  die  Winkel  a,  und  «5 .  Wir 
finden,  daß 

«5   =   «2   +  ^ö""» 

also 

2  Ä5  «  2  «2  +  90° 

ist.     Daraus  folgt  dann  weiter 

sin2  «5  =  sin(90  +  2  Äg)  =  cos2  oc^  . 

Zuletzt  stellen  wir  a^  und  a^  nebeneinander  und  finden 

sin2  Äg  =  8in(90  +  2  «j)  =  cos2  a,  . 

Diese  Werte  für  sin  2  ^4,  sin  2  0(5  und  sin2a^Q  setzen  wir  nun  in 
den  Ausdruck  für  J/2  ein  und  erhalten: 

■—■=-—•—•  r*  •  jr  •  (sin*2  «^  +  8in*2  «,  +  sin*2  a,  +  cos' 2  «j  -f  cos" 2  «,  +  cos' 2  «,) 

M  4        0 

=  4-  •  4-  •  »^  •  ^  •  [(sin*  2  «1  +  cos*  2  «J  +  (sin*  2  «,  +  cos*  2  «,)  +  (sin'  2  ä,  +  cos*  2  «,)]  . 
4       o 

Da  nun  aber  für  jeden  beliebigen  Winkel  9?  die  Beziehung  be- 
steht : 

8in*9?  +  cos*9?  =  1  , 

80  ergibt  sich  als  Schlußresultat: 

J        1      1    4  o 

2       4     6 
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Dieses  ist  also  die  Summe  aus  den  Produkten: 

Fläcbenstreifen  der  einen  Ereishälfte  mal  den  Quadraten 

der  Abstände  von  n — w. 

Um  die  Summe,  die  den  Flächenstreifen  des  gesamten  Querschnittes 
entspricht,  zu  erhalten,  müssen  wir  den  obigen  Ausdruck  verdoppeln 
und  finden  somit  das  Trägheitsmoment  des  Kreises 

4 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  daß  sich  dasselbe  Besultat  ergibt,  wenn 
die  Anzahl  n  der  Streifen  eine  beliebige  Zahl  ist.  Dann  ist  die 
Anzahl  der  in  der  Klammer  enthaltenen  Glieder  nicht  6,  sondern  n . 
Man  bringt  aber  wieder  das  1.  Glied  am  Anfang  der  Klammer  mit 
dem  1.  Glied  hinter  der  Mittei  zusammen  usw.  (z.  B.  bei  n  =  30 
das  1.  Glied  mit  dem  16.,   das  2.  mit  dem  17.  usw.)  und  erhält 

als  Inhalt  der  Klammer  den  Wert  — .    Da  jetzt  vor  der  Klammer 

dt 

im  Nenner  statt  „6^'  die  Zahl  n  steht,  so  hebt  sich  n  gegen  n, 
und  es  erscheint  das  vorige  Eesultat.  Auch  wenn  n  »  00  ist,  be- 
kommen wir  also  für  die  Summe  f^y"^  den  Ausdruck 

4 

Will  man  hierin  noch  den  Eadius  durch  den  Durchmesser  aus- 
drücken, so  ist 

d 

*^""16' 
also 

o4 

Aus  dem  Trägheitsmoment  ergibt  sich  das  Widerstandsmoment 

1  r^n 


TF  = 


4     r 


1      s 
4 

bzw. 

32 
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Somit  sind  für  den  Kreisqucrschnitt  Trägheits-  und  Widerstands- 
moment ermittelt.  Für  einige  weitere  Flächen  sind  Trägheits-  und 
Widerstandsmomente  in  §  55  zusammengestellt. 

§54. 

Beispiele  zu  §  51 :  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  yon  zn- 

sammengesetzten  Querschnitten. 

Erste  Aufgabe. 

Für  den  in  Fig.  87  a  (in  §  51)  gezeichneten  Quereclmiü  sind 
Trägheits-  und  Widerstandsmoment  zu  bestimmen ! 
Die  Abmessungen  seien: 

&  =  20,0  cm ;         &  =  25,0  cm, 
&!  =  14,0  cm;       \=^  15,0  cm. 

Da  der  Querschnitt  aus  der  Differenz  zweier  Figuren  besteht,  deren 
Trägheitsmomente  bekannt  sind,  berechnen  wir  ihn  nach  den  in 
§  51  entwickelten  Methoden.  Die  beiden  Einzelflächen  (Eechtecke) 
haben  eine  gemeinsame  horizontale  Schwerlinie.  Folglich  können 
wir  den  I.  Satz  von  §  51  anwenden  und  erhalten  für  das  Träg- 
heitsmoment den  Ausdruck: 

d  =  «/ /  —  Oll  • 

Das  Trägheitsmoment  des  ersten  (größeren)  Eechteckes  ergibt  sich 
nach  der  für  Eechtecke  aufgestellten  Formel: 

Ji  =  ^fcÄ3  =  ^20,0.25,0«. 

Für  das  zweite  (innere)  Eechteck  ergibt  sich  entsprechend: 

J//  =  ^6i-Af  = -^14,0. 15,0». 

Somit  wird  für  den  Gesamtquerschnitt  das  Trägheitsmoment 

J  =  Ji  —  Jii 

=-  ^  20,0 .  25,0«  -  ^  14,0 .  15,0» 

=  -^  (20,0 .  25,0»  -  14,0 .  15,0») 

=  ^(312500-47250) 

=  ^265250, 
J  =  22104  cm*. 
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Aus  dem  Trägheitsmoment  J  ergibt  sich  das  Widerstandsmoment  W, 
indem  wir  J  durch  den  Abstand  der  äußersten  Fasern, 

6=2-  =  12,5  cm, 
dividieren.     Somit  wird 

w  =  l 

e 


22104       ,^^^       , 
=  1768  cm'. 


12,5 

Zusatz  1 :  In  vielen  Tabellenwerken  sind  die  Trägheitsmomente 
für  Eechtecke  von  den  verschiedenartigsten  Abmessungen  bereits 
ausgerechnet.    So  findet  man  angegeben:  Für  ein  Eechteck 

von  20,0  cm  Breite  und  25,0  cm  Höhe  ist  J  =  26042  cm*, 
„     14,0  „        „         „     15,0  „       „       M    «^  =    3938    „  . 

Mit  Benutzung  dieser  Werte  wird 

J  =  «7/  —  Jjj 
=  26042  -  3938 
=  22104  cm*, 

wie  sich  auch  oben  ergeben  hatte. 

Zusatz  2:    Aus  dem  Ausdrucke  für  das  Widerstandsmoment, 

folgt  nach  Einsetzung  der  Werte  für  J: 


e 

Jl 

Jn 

e 

e 

Jl 

Jii 

h/2       Ä/2  ' 

Man  kann  also  das  Widerstandsmoment  W  bei  solchen  zusammen- 
gesetzten Querschnitten  auch  dadurch  bestimmen,  daß  man  sofort 
jedes  der  Trägheitsmomente  Jj,  Jjj  usw.  durch  den  Abstand  e 
der  äußersten  Faser  des  Gesamtquerschnittes  dividiert  und  dann 
diese  Brüche  addiert  bzw.  subtrahiert.     Man  beachte  aber  wohl, 
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daß   beispielsweise   der   in   dem  obigen  Ausdrucke  vorkommende 
Bruch 

nicht  etwa  das  Widerstandsmoment  des  inneren  Eechteckes  dar- 
stellt!    Denn  dassen  Widerstandsmoment  wäre 


TF„  = 


Äi/2 


//  =*  T~777  —  — I f 


so  daß  der  obige  Bruch  -^  im  Verhältnis  h :  h^  kleiner  ist  als  das 

Widerstandsmoment  W//.  Man  hüte  sich  also  vor  dem  Fehfer, 
das  Widerstandsmoment  einer  zusammengesetzten  Figur  einfach 
gleich  der  Summe  (bzw.  Differenz)  der  Widerstandsmomente  TT/,  W^ 
asw.  der  Einzelflächen  zu  setzen! 

Zweite  Aufgabe« 

Für  den  in  Fig.  91  gezeichneten  Querschnitt  ist  das  Widerstands^ 
moment  zu  berechnen  I 

Die  Bestandteile  dieses  genieteten  Querschnittes  sind 

1  Stehblech 800-10 

2  obere  Gurtwinkel    .    .     100  •  100  •  10 
2  untere  Gurtwinkel .    .     100  •  100  •  10 

2  obere  Lamellen 250  •  10 

2  untere  Lamellen 250  •  10 

4  Niete  von  je  23  mm  0 

Die  Nullinie  kann  man  sofort  angeben:  Da  die  Fläche  eine 
horizontale  Symmetrieachse  hat,  liegt  die  Nullinie  in  halber 
Trägerhöhe. 

Für  diesen  Fall  können  wir  dann  zur  Berechnung  des  Träg- 
heits-  und  Widerstandsmomentes  verschiedene  Wege  einschlagen: 

Erste  Methode:  Wir  zerlegen  den  Querschnitt  in  lauter  Eecht- 
ecke  mit  gemeinsamer  Nulhnie.  Die  Abrundungen  bei  den  Winkel- 
eisen (Fig.  91b)  lassen  wir  hierbei  unberücksichtigt-.  Dann  ergeben 
sich  folgende  Einzelflächen  (Fig.  91a): 

I.  Ein  großes  Rechteck  von  der  Höhe  84,0  cm  und  der  Breite 
25,0  cm.  Von  dieser  Fläche  wollen  wir  aber  sogleich  die  beiden 
Streifen  84,0  •  2,3  cm,  in  denen  die  Nietlöcher  liegen,  abziehen.  Dann 
bleibt  also  von  dem  großen  Eechteck  eine  Fläche  84,0(25,0  — 2*2,3) 
=  84,0  •  20,4  übrig. 


—     271     — 

U.  Die  beiden  äußeren  achmaJen  Bechtecke  von  je  80,0  cm 
Höhe  und  2,0  cm  Breite. 

III.  Die  beiden  Rechtecke  zwischen  den  horizontalen  Winkel- 
scbenkelD,  von  je  78,0  cm  Höbe  and  9,0  —  2,3  =  6,7  cm  Breite. 
(Die  2,3  cm  breiten  Streifen,  in  denen  die  Nietlöcher  liegen,  sind 
bereits  bei  dem  großen  Beohtecke  beräokgiiditigt.) 


(^/L 


Fig.  Ol. 

IV.  Die  beiden  schmalen  Bechtecke  zwischen  den  Tertikalea 
Winkelschenkeln,  von  je  60,0  cm  Höbe  nnd  1,0  cm  Breite. 

Man  ersieht  aus  Fig.  91a,  daß  der  Gesamtquerschnitt  gleich 
dem  Bechtecke  I,  vermindert  um  die  Bechtecke  II,  III  und  IV 
ist.    Da  diese  Flächen  eine  gemeinsame  horizontale  Scbwerachse 
haben,  ao  ist  also  das  Oesarntträgheitsmoment 
J  =  Jj  —  Jji  —  Jjjj  —  Jjp 


12 


20,4-84,0 


2,0-80,0»-2-pj6,7-78,03-2--^l,0-60,0». 
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Diesen  Ausdruck  schreiben  wir  in  der  Form: 

J  =  ^  [20,4  •  84,0»  -  2(2,0  •  80,0»  +  6,7  •  78,0»  +  1,0  •  60,0»)] , 

nnd  erhalten 

J  =  ^[12091160  -  2(1024000  +  3179500  +  216000)] 

=  :^  [12091160  -  8839000] 

XU 

=  :^- 3252160 

-=  271013  cm* . 
Hieraus  folgt  das  Widerstandsmoment 

TT  =. -?^  =.  6453  cm» . 

Zweite  Methode:  Wir  zerlegen  die  Querschnittsfläche  in  die 
einzelnen  Profile  (Stehblecli,  Winkeleisen,  Lamellen),  ans  denen  sie 
aufgebaut  ist  (Fig.  91b).  Da  die  horizontalen  Schwerachsen  dieser 
Einzelflächen  nicht  in  eine  gemeinsame  Linie  fallen,  müssen  wir 
das  Gesamtträgheitsmoment  nach  Satz  II  in  §  51  berechnen: 

Bei  der  Ausrechnung  dieser  Summe  wird  man  diejenigen  Flächen, 
die  den  gleichen  Abstand  y  bis  zur  I^ullinie  haben,  zusammenfassen. 
Auf  die  Lage  des  Abstandes  —  ob  oberhalb  oder  unterhalb  der 
Nullachse  —  kommt  es  hierbei  nicht  an,  da  das  Quadrat  einer 
Zahl  stets  positiv  ist. 

Die  Lamellen  im  Ober-  und  im  Untergurt  kann  man  zu  Eecht- 
ecken  25,0  •  2,0  vereinen,  da  man  deren  Schwerpunkte  auch  sofort 
angeben  kann.  Bei  den  Winkeleisen  müssen  Flächeninhalt,  Lage 
der  Schwerachse  und  Trägheitsmoment  für  diese  Achse  natürlich 
aus  den  Profiltabellen  entnommen  werden. 

Die  Ausrechnung  geschieht  am  übersichtlichsten  in  Form  einer 
Tabelle.  In  diese  wird  jeder  Querschnittsteil,  ferner  sein  Flächen- 
inhalt F,  der  Abstand^  seines  Schwerpunktes  bis  zur  Nullinie  des 
Gesamtquerschnittes  und  schließlich  sein  Beitrag  zum  Gesamtträg- 
heitsmoment J  eingetragen.  Dieser  Beitrag  setzt  sich  zusammen 
aus  dem  Trägheitsmoment  für  die  eigene  Schwerachse  des  betreffen- 
den Querschnittsteiles,  vermehrt  um  das  Produkt  F^y^.  Deshalb 
sind  in  der  folgenden  Tabelle  unter  „Träghei tsmoment'^  zwei  Vertikal- 
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reihen  eingerichtet:  Die  erste  enthält  die  Werte  Jj,  Ju  usw.,  die 
zweite  die  Produkte  Fj-yf,  Fn •  y]f  usw. 

Zum  Schlüsse   bilden   wir  die    Summe  {Ji  +  Jn+  •..)   und 
(Fi  •  y}  +  Fij  •  y//  +  . . . )  und  erhalten 

jr  =  (J,  +  J„+  . . .)  +  {Fi^yj  +  Fn'yh+  . . .) . 


Querschnitts- 
teil 


Flächen- 
inhalt F 

(cm«) 


Schwer- 
punkts- 
abstand  y 
(bis  zur 
NuUinie) 

(cm)    . 


Trägheitsmoment 
(f  Or  die  Nullinie) 

(cm<) 


1  stehblech 
800- 10 


80,0.1,0  s    80,0 


4^100*  100   10 


2  *  2  Lamellen 
:=2*  25,0 -2,0 


4  Nietlöcher 
»4-2,8*8,0 


4 .  19,2  =     78,8 


2.60.0=  100,0 


-4.6,9  =  -27,6 


0,00 


87,18 


41,00 


40,60 


1,0 '80,0« 
12 


r=  42670 


4 .  177  =      710 

4. 19,2 '87,18*  = 



106160 

^26,0^2.0«^       30 

2>60,0«41,00«- 

168100 

-42'8-«'^=    -20 
12 

-4. 6,9-40,60*» 

-46Sr70 

Gesamt:    48890 

228990 

Trägheitsmoment  7  =  43390  +  228990» 272 880 cni^ 


272880 
Widerstandsmoment  W  =  — joa—  =  6486  cm». 


Die  Ausrechnung  in  solchen  Tabellen  hat  den  Vorteil,  daß 
jede  Zahl,  die  zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  gebraucht 
wird,  deutlich  vor  Augen  steht.  Auf  diese  Weise  wird  nament- 
lich die  Kontrolle  sehr  erleichtert.  Außerdem  sind  in  dieser  Be- 
rechnung auch  die  Abrundungen  der  Ecken  der  Winkeleisen  be- 
rücksichtigt, so  daß  man  die  genauen  Werte  für  Trägheits-  und 
Widerstandsmoment  erhält.  Die  geringen  Trägheitsmomente  der 
Lamellen  und  Nietlöcher  für  ihre  eigenen  Schwerachsen  (30  cm^ 
und  —20  cm^  in  der  obigen  Tabelle)  schreibt  man  meistens  gar 
nicht  hin,  da  sie  gegenüber  den  anderen  Beträgen  nichts  ausmachen. 

Dritte  Aufgabe« 

Für  den  in  Fig.  84  (in  §  46)  dargesteltten  Querschnitt  sind  J 
und  W  zu  berechnen  I 

Die  Abmessungen  seien 

bi  =  6,0  cm,       hl  =«  2,4  cm, 
h  =  4,0    „  ,       Äj  =  1,6    „  . 
[Hiernach  zeichne  man  die  Figur  auf!] 

Die  Lage  der  Nullinie  für  diesen  Querschnitt  ist  bereits  in  §  49 

ermittelt.     Sie  ergab  sich 

z  =  0,69  cm 

Fischer,  Statik.  18 
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oberhalb   der  Achse  a> — x.    Nun  bereclinen   wir   das   Trägheits- 
moment für  die  Nullinie  nach  der  Formel 

J  =  J/  +  JP/ •  y/'  +  Jn  +  Fii'yii+  '•'  j 

und  zwar  der  Übersichtlichkeit  wegen  wiederum  in  Form  einer 
Tabelle: 


Quer- 
schnitts- 
teil 


FlÄchen- 
inhalt  F 

(cm«) 


Schwerpunkts- 

abst&nd  y 

(biszurNullinie)! 

(cm) 


Trfigheitsmoment 
(für  die  Nullinie) 

(cm*) 


Oberes 
Rechteck 


Unteres 
Rechteck 


6,0-2,4=14,4 


4,0-1,6=  6,4 


1,20  -  0,59  =  0,61 


6,0-2.4« 
12 


=  6,9 


14,4.0,61*=  5,3 


0,80  +  0,59  =  1,39 


4,0-1,6' 
12 


1,4 


6,4-1,89*=  12,4 


Gesamt:  8,3 


17,7 


TrUgheitsmoment  J  =  8,3  +  17,7  =  26,0  cm*. 


Widerstandsmomente : 
^^  =  2,40  -  0,59  =  ^^'*  ^"^  ' 


w;  = 


26,0 


1,60  +  0,59 


=  11,9  cm«. 


Znsatz:  Für  derartige  Querschnitte,  deren  NuUinie  man  nicht 
ohne  weiteres  angeben  kann,  wird  man  zweckmäßig  die  Ermittlung 
der  Kullinie  und  die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  in  einer 
gemeinsamen  Tabelle  durchführen.  Zur  Bestimmung  der  Lage  der 
Nullinie  müssen  wir  die  statischen  Momente  für  eine  anzunehmende 
o^-Achse  aufstellen.  Deshalb  empfiehlt  es  sich  —  um  dieselben  Ab- 
stände benutzen  zu  können  —  auch  das  Trägheitsmoment  zunächst 
für  diese  Achse  auszurechnen  und  erst  am  Schlüsse  der  Berechnung 
mittels  der  Formel  Jn  =  J«  —  -^  •  «*  a^  das  eigentliche  Trägheits- 
moment Jn  zurückzukommen.  (Will  man  direkt  Jn  berechnen,  so 
muß  man  nach  Ermittlung  der  Lage  der  Nullinie  die  Abstände  der 
Einzelflächen  bis  zur  Nullinie  bestimmen  und  mit  diesen  Abständen 
weiterrechnen;  so,  wie  es  in  der  obigen  Tabelle  geschehen  ist.) 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  deshalb  das  Trägheitsmoment  zu- 
nächst für  die  o;- Achse  ausgerechnet.  Dann  konnten  die  Ab- 
stände yi  und  yu  (Fig.  84),  die  bereits  zur  Bestimmung  der  Null- 
linie gebraucht  wurden,  wieder  verwandt  werden.  Hierbei  ergibt 
sich  noch  eine  kleine  Eechenvereinfachung:  Da  das  Produkt  F*y^ 
auch  in  der  Form  Fy^y  geschrieben  werden  kann,  braucht  man  nur 
die  Zahlen  der  vierten  Vertikalreihe  —  d.  s.  die  Produkte  J?  •  y  — 
noch  einmal  mit  y  zu  multiplizieren,  und  erhält  hierdurch  sofort 
die  Produkte  F  •  y*  der  letzten  Eeihe.   Auch  beim  Ausrechnen  des 
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Produktes  F-z^  kann  man  eine  Multiplikation  ersparen,  da  das 
Produkt  F'Z  bereits  durch  die  Summe  der  statischen  Momente 
—  in  der  vierten  Eeihe  —  gegeben.  Diese  kleinen  Kunstgriffe, 
auf  die  man  beim  praktischen  Eechnen  ja  von  selber  kommt,  sind 
in  Klammern  []  angedeutet. 


Quer- 

Schnitts- 

teU 


Flächen- 
inhalt F 

(cm«) 


Schwer- 
pnnkts- 
abstand  y 
bis  zur 
X-Achse 

(cm) 


Statisches 

Moment  F  •  y 

für  die  «-Achse 

(cm«) 


Trftgheitsmoment 
fOr  die  X-Achse 


(cm*) 


Oberes 
Rechteck 


6,0  •2,4  »14,4         +1^ 


+14,4.i;2a-hl7^ 


6,0.2,4« 


12 


^ 


14,4  •  1,2«  =  203 

[=+17,8.1,2] 


Unteres 
Rechteck 


4,0-1,6=»   6,4 


-03 


-6,4*03»    -6>1 


4,0 -l^" 


12 


=  M 


6,4(-03)««   44 
(=-5,l-(-03)] 


Gesamtwert:! 


203 


+  12,2 


8,8 


24,9 


Schwerpunktsabstand  s  s 


+12,2 

203 


s  +0,69  cm  (oberhalb  der  x- Achse). 


Trftgheitsmoment  fCLr  die  x- Achse: 

Jf  s  83  +  243  -  88,2  cm«. 


Trftgheitsmoment  fOr  die  NuUinie: 

J„bJ^-^.2|»883-  203*038«  =  883 -  7,2 s  ^fi  cm« 

[aJ;B.P2.zs883- 123.039  =883 -73 »26,0  cm«]. 


Widerstandsmomente : 


W^ 


26,0 


2^-039 


14,4  cm«; 


IT, 


26,0 


1,60  +  039 


11,9  cm«. 


TIerte  Aufgabe, 

Der  Obergurt  eines  Kranträgers  bestehe  aus  zwei  LN»P*22  wnd 
einer  Kranschiene  Bote  Erde  Nr.  2.  Die  Widersta/ndsmomente  dieses 
Querschnittes  sind  zu  bestimmen! 

(Vgl.  vierte  Aufgabe  von  §  49.  Die  Figur  zeichne  man  selber  auf !) 

Wir  wollen  wiederum  Nullinie  und  Trägheitsmoment  durch 
eine  gemeinsame  Tabelle  ermitteln.  Die  o; -Achse  ist  durch  den 
Schwerpunkt  der  Schiene  genommen.  Von  den  in  der  letzten 
Aufgabe  erwähnten  Eechenvereinf achungen ,  J?  •  y *  =  JP  y  •  y  und 
F'Z^  =  Fz'Zj  ist  jetzt  bereits  Gebrauch  gemacht.  Außerdem  sind 
die  beiden  letzten  Vertikalreihen  von  vorhin  zu  einer  Eeihe  zu- 
sammengezogen. 

Zusatz  1 :  Will  man  bei  einer  solchen  Berechnung  eine  sichere 
Kontrolle  haben,  so  führt  man  die  Untersuchung  für  zwei  ver- 
schiedene d? -Achsen  durch  und  sieht  nach,  ob  man  bei  beiden 
Achsen  zu  demselben  Wert  Jn  gelangt. 

Znsatz  2:  Wenn  der  Querschnitt  —  wie  es  hier  der  Fall  ist  — 
sich  nur  aus  zwei  Teilflächen  zusammensetzen  läßt,  kann  man  die 

18* 
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Querschnittsteil 

Flächen- 
inhalt F 

(cm«) 

Schwerpunkts- 
abstand y  bis 
zur  a;*Achse 

(cm) 

Statisches  Moment 

fOr  die  x-Achse 
(cm«) 

Trägheitsmoment 
fQr  die  »-Achse 

(cm«) 

1  Kranschiene 
R.  E.  Nr.  2 

41,01 

0,00 

0 

180 

2CN.P.22 

74,80 

13,68 

74,80-13,68  —  1023 

2-2690—   5380 
1023  •  13,68  —  14000 

Gesamt: 

115,81 

1023 

Jx  — 19560 

Schwerpunktsabstand    i 

r  _  —rrT^T  —  8,84  cm  (unterhalb  der 

110,öl 

or-Achse). 

Trägheitsmoment  Jn  -— 

19560  —  1023  •  8,84  -  19560  —  9043 

-  10517  cm*. 

W  iderstandsmomente : 
_          10517       _ 

=  831  cm'; 

w              10517 

=  664  cm». 

*        3.82  +  8,84  ~ 

•        24,68  —  8,84 

Eechnung  wohl  auch  etwas  abgekürzt  hinschreiben,  ohne  daß  sie 
sogleich  unübersichtlich  wird.  Zunächst  hat  man  den  Schwer- 
punktsabstand von  der  angenommenen  o; -Achse: 


z  = 


74,80  •  13,68 


(74,80  +  41,01) 


=  3,84  cm. 


Ferner  läßt  sich  bei  zwei  Teilflächen  das  Trägheitsmoment  J„  durch 
die  Formel  bestimmen: 


«'n  =  «^/  +  J^ii  + 


Fi  » Fii '  g^ 
Fi  +  Fii 


(s.  §  51,  II.  Satz,  Spezialfall).    Für  die  vorliegende  Aufgabe  ergibt 
sich  hiernach 

41,01.74,80.13,68« 


Jn  =  180  +  5380  + 
=  5560  +  4957 
-=10517  cm*. 


41,01  +  74,80 


Fünfte  Aufgabe. 

Der  Querbalken  bei  einer  schweren  Werkzeugmaschine  war  ein 
Eohlgußkörper  von  rechteckigem  Querschnitt  mitfolgenden  Abmessungen: 

Außen 50,0  cm  breit,  80,0  cm  hoch, 

Innenraum    ....     44,0  „       ,,  ,  72,5  „ 


» 
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Unterfläche  4,5  cm  stark;  oben  und  seitlich  je  3,0  cm  stark.  Äußer- 
deftp  trug  die  untere  Fläche  zwei  in  den  Hohlraum  hineinragende 
Verstärkungsrippen  von  je  4,5  •  20,0  cm  (hochkant  stehend). 

Die  Widerstandsmomente  sind  zu  berechnen! 

(Die  Figur  zeichne  man  selber  auf!)  Da  Gußeisen  auf  Zug 
ungefähr  nur  halb  soviel  aushält  wie  auf  Druck,  bildet  man  einen 
gußeisernen  Querschnitt  zweckmäßig  so  aus,  daß  das  Widerstands- 
moment für  die  Zugseite  bedeutend  größer  ist  als  für  die  Druck- 
seite. Dann  ist  die  auftretende  größte  Zugspannung  entsprechend 
kleiner  als  die  größte  Druckspannung,  so  daß  das  Material  seiner 
Festigkeitseigenschaft  gemäß  ausgenutzt  ist. 

Für  die  Ausrechnung  der  Trägheits-  und  Widerstandsmomente 
ist  der  Querschnitt  in  folgende  Teilflächen  zerlegt: 

zwei  seitliche  Eechtecke  je  3,0  •  80,0 , 

zwei  die  Kippen  enthaltende  Eechtecke  je  4,5  (20,0  +  4,5) , 

den  Best  der  Unterfläche  4,5  (44,0  —  2  •  4,5) , 

das  obere  Eechteck  3,0*44,0. 


Querschnittsteil 


Fl&chen- 
inbalt  F 

(cm*) 


Schwerpunkts- i     Statisches 


abstand  y 
bis  zur  «-Achse 

(cm) 


Moment  F*y 
für  die  x- Achse 

(cm«) 


Trägheitsmoment 
fOr  die  x-Achse 

(cm«) 


Seitliche  Eechtecke 
2  •  80.0  •  3,0 


480,0 


40,00 


19200 


2.|3,0-80,0»  =  1024000 


Rippen 
2 .  24,5 .  4,5 


220,5 


12,25 


2700       2. 1 4,5 -24,5»=      44100 


Unterfläche 
35,0  •  4.5 


157,5 


2,25 


350 


1 35,0-4,5' 


=        1100 


Deckfläche 
44,0  •  8,0 


1 


132,0 


78,50 


10360 


12 


44,0-3,0«  = 


10360-78,5  = 


100 
813800 


Gesamt : 


990,0 


32610 


J:r=  1882600 


Schwerpunktsabstand  z  =  -r^^^tft  =  32,94  cm  (oberhalb  der  cc- Achse. 


Trägheitsmoment : 

Jn  =  1882600  —  32610-32,94  =  1882600  —  1074200  =  808400  cm^ 


Widerstandsmomente : 

808400 


^'        80,0  —  32,94 


=  17200  cm»; 


^        803400        ^_^       , 
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Die  X  -Achse  wollen  wir  diirch  die  Grandlinie  des  Querschnittes 
legen.  Das  Trägheitsmoment  eines  Bechteckes  von  der  Breite  h 
and  der  Höhe  h  in  bezug  auf  seine  Grundlinie  ist: 

J^-^Jn  +  F-y* 

Nach  dieser  Formel  kann  man  den  Beitrag  eines  Eechteckes, 
dessen  Grundlinie  mit  der  angenommenen  o; -Achse  zusammenfällt, 
direkt  hinschreiben. 

Sechste  Aufgabe» 

Für  den  in  §  49^  sechste  Aufgabe  angegebenen  Querschnitt  sind 
die  Widerstandsmomente  zu  berechnen! 

Wir  ermitteln  gemeinsam  Nullinie  und  Trägheitsmoment.  Die 
o; -Achse  wollen  wir  wieder  in  die  untere  Kante  der  Lamelle  legen. 
(Die  Figur  zeichne  man  selber  auf!) 

Das  Trägheitsmoment  der  Winkeleisen  für  die  d? -Achse  kann 
direkt  aus  den  Profiltabellen  entnommen  werden,  da  in  diesen  die 
betreffenden  Trägheitsmomente  -^  gewöhnlich  mit  Jj,  bezeichnet  — 
bereits  enthalten  sind.  Das  Trägheitsmoment  eines  Bechteckes  für 
eine  durch  seine  Grundlinie  gehende  o; -Achse  ist  (vgl.  fünfte  Auf- 
gabe) : 

Nach  dieser  Formel  sind  in  der  folgenden  Tabelle  die  Beiträge  der 
Eechtecke,  falls  deren  Grundlinien  in  die  angenommene  o; -Achse 
fallen,  ermittelt. 

SchloObemerkung. 

Auch  zur  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  hat  man 
zeichnerische  Verfahren  ausgearbeitet,  ähnlich  denjenigen,  die  zur 
Ermittlung  dei  Nullinie  dienen.  Einen  praktischen  Wert  kann  ich 
auf  Grund  vielfacher  Erfahrungen  diesen  zeichnerischen  Methoden 
nicht  zubilligen.  Sie  sind  niemals  genauer  und  stets  langwieriger 
als  das  rechnerische  Verfahren.  Sie  haben  wohl  einen  historischen 
Wert.     Da  dieser  aber  nicht  maßgebend  sein  kann  —   denn  es 
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gibt  noch  sehr  viele  andere  schöne,  aber  der  Vergangenheit  an 
gehörige  Untersuchungen  — ,  so  kann  auf  die  Wiedergabe  dieser 
graphischen  Methoden  verzichtet  werden. 


Quenehnlttsteil 


Flächen- 
inhalt F 

(cm«) 


Schwerpunkts- 

abfltand  y 
bis  zur  s- Achse 

(cm) 


Statisches 
Moment  F*y 


Trägheitsmoment 


für  die  »-Achse         ^^^  ^^^  «-Achse 
(cm»)         I  (cm*) 


1  Stehblech 
200-10 


20,0 


+10,00 


+200,0 


2  <  80  •  80  •  10 


30,2 


+2,34 


+  70,7 


1 


1,0  •  20,0»  =  2670 


2-170=    340 


1  Lamelle 
190-12 


22,8 


-0,60 


—  13,7      1^19,0-1,2»  = 


10 


2  Nietlöcher  20  0  I  —  8,8 


-0,10 


+    0,9 


0,9  -  0,1  =       0 


Gesamt : 


64,2 


+257,9 


Jx  =  3020 


+257  9 
Schwerpunktsabstand  z  =  ~ß  rö  ~  ==  +^'^  ^^^  (unterhalb  der  x- Achse). 


Trägheitsmoment  J„  =  3020  —  257,9  -  4,0  =  1989  cm*. 


Widerstandsmomente : 
1989 


W,= 


1,2  +  4,0 


=  384  cm»; 


W.= 


1989 


20,0  —  4,0 


124  cm». 


§55. 

Zusammenfassung  zum  9.  Vortrag  und  Formeln  für  Flächeninhalte, 

Schwerpunkte  und  Trägheitsmoment«. 

L  Zusammenfassung« 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  von  Träg- 
heitsmomenten beschäftigt.  Das  Grundprinzip  zur  Berechnung  eines  Träg- 
heitsmomentes ist:  jeden  Flächenstreifen  mit  dem  Quadrate  seines  Abstandes 
von  der  NuUinie  multiplizieren  und  dann  alle  diese  Produkte  summieren. 
Für  die  Praxis  ergaben  sich  hiernach  folgende  Regeln: 

a)  Um  fUr  die  Grundformen  (Rechteck,  Kreis  usw.)  mathematische 
Ausdrücke  für  J  aufzustellen,  haben  wir  direkt  die  Ausgangsformel  benutzt. 
Mitunter  (z.  B.  beim  Dreieck)  ist  es  allerdings  bequemer,  zunächst  einen 
Hilfswert  J^  zu  berechnen  und  dann  erst  zu  J,  zu  gelangen. 

b)  Für  zusammengesetzte  Querschnitte  ergibt  sich  die  Zerlegung  in 
einzelne  Grundformen.  Zum  Schlüsse  hatten  wir  noch  das  „Widerstands- 
moment TT"  abgeleitet,  das  gebraucht  wird,  um  die  Maximalspannungen 
eines  Querschnittes  direkt  hinschreiben  zu  können. 

IL  Erläuterung  zu  den  folgenden  TabeUen. 
1.  Zunächst  mögen  einige  rein  mathematische  Angaben  über  die 
für  die  Statik  wichtigsten  Kurven,  den  Kreis  und  die  Parabel, 
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gemacht  werden:  Schneidet  man  einen  Kegel  mit  kreisförmiger 
Basis  parallel  der  Grundfläche,  also  horizontal,  so  ist  die  Schnitt- 
figur bekanntlich  ein  Kreis.  Schneidet  man  ihn  aber  parallel 
einer  Mantellinie,  so  nennt  man  die  entstehende  Schnittfigur  eine 
Parabel.  Dieses  ist  die  gemeinsame  Entstehung  von  Kreis  und 
Parabel.  Jede  dieser  beiden  Figuren  hat  nun  eine  Eeihe  be- 
merkenswerter mathematischer  Eigenschaften.  Beim  Kreis  besteht 
z.  B.  zwischen  der  Horizontalentfernung  x  und  dem  Vertikal- 
abstand y  irgendeines  Kreispunktes  P  die  Beziehung  (s.  Fig.  V 
der  Tabelle) 

a?2  -|-  y8  =  fi 

oder  • 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  dann  auch  für  den  Kreisbogen 
(Fig.  VI)  leicht  die  entsprechende  Formel 


2/s  yr*  —  wi^  ^^-^ 

ableiten,  nach  der  die  Höhen  y  der  einzelnen  Bogenpunkte  über 
der  Basis  zu  berechnen  sind.  Bei  der  Parabel  (Fig.  IX  der  Tabelle) 
ist  eine  der  wichtigsten  Beziehungen  folgende: 

Z*:  w*  ==  f:g  , 

In  Worten:  Die  Quadrate  zweier  rechtwinklig  zur  Symmetrieachse 
stehenden  Sehnen  l  und  m  verhalten  sich  wie  deren  Abstände  f 
und  g  vom  Scheitelpunkte  A.  Aus  dieser  Beziehung  folgt  dann 
die  weitere: 

die  namentlich  gebraucht  wird,  um  aus  den  Horizontalentfernungen  x 
der  einzelnen  Parabelpunkte  deren  Höhenordinaten  y  zu  berechnen. 
Diese  Gleichung  wird  später  so  häufig  benutzt  werden,  daß  man 
gut  tut,  sie  auswendig  zu  merken. 

2.  In  der  dritten  Vertikalreihe  befinden  sich  die  zur  Schwer- 
punktsbestimmung dienenden  Angaben.  Bei  der  Schwerpunkts- 
bestimmung zusammengesetzter  Figuren  wird  häufig  der  Satz  gute 
Dienste  leisten :  Haben  zwei  Flächen  Fi  und  Fu  die  SchwerpunJcte  Si 
und  Sil ,  80  liegt  der  Schwerpunkt  8  der  Oesamtfigur  (Fi  +  Fu)  auf 
der  Verbindungslinie  von  Si  und  Su,  und  die  Abstände  von  8  bis 
8i  und  8ii  verhalten  sich  umgeTcehrt  %oie  die  Flächeninhalte  von  Fi 
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und  Fii.  (Der  Schwerpunkt  S  liegt  zunächst  der  größeren  der 
beiden  Flächen  Ff  und  Fn .)  Hier,  in  der  Festigkeitslehre,  möge 
dieser  Satz  ohne  Beweis  gegeben  werden.  Letzteren  kann  man 
sich  ja  aus  der  Entstehung  des  „Schwerpunktes^^  auch  leicht  selber 
ableiten.  Sobald  wir  dann  den  Schwerpunkt  S  kennen,  haben 
wir  den  Punkt  des  Querschnittes,  durch  den  die  Nullinie  hindurch- 
gehen muß. 

3.  In  der  letzten  Vertikalreihe  sind  die  Trägheits-  und  Wider- 
standsmomente zusammengestellt.  Wenn  hier  z.  B.  beim  Dreieck 
das  Trägheitsmoment  J«  für  eine  beliebig  eingezeichnete  2; -Achse 
angegeben  ist,  so  bedeutet  dieses  nach  der  Erklärung  des  „Trag- 
heitsmomentes^'  also  folgendes:  Teilt  man  die  Dreieckfläche  F 
parallel  der  2; -Achse  in  eine  Anzahl  unendlich  schmaler  Flächen- 
streifen, multipliziert  dann  jeden  derselben  mit  dem  Quadrate 
seines  Abstandes  von  der  2; -Achse  und  addiert  schließlich  alle 
diese  Produkte,  so  kommt  der  angegebene  Wert  J^  =-  . . .  heraus. 
Auf  diese  Weise  kann  man  für  jede  beliebige  Achse  das  zugehörige 
Trägheitsmoment  der  betreffenden  Figur  ermitteln.  Hat  man 
dann  einen  Querschnitt,  der  sich  aus  mehreren  Teilflächen  zu- 
sammensetzt, so  ist  sein  Trägheitsmoment  für  irgendeine  Achse 
gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  Teilflächen  für  diese 
Achse.  Die  letzteren  Trägheitsmomente  muß  man  ja  im  allgemeinen 
nach  der  Formel  J-^  =  J„  +  JP  •  a?*  bestimmen.  Häufig  wird  man 
aber  auch  die  bereits  ausgerechneten  Werte  der  folgenden  Tabellen 
benutzen  können.  (Namentlich  die  Formel  Jx'=  \hh^  für  das 
Eechteck,  wenn  die  ä? -Achse  durch  die  Grundlinie  h  geht.)  Zum 
Schlüsse  muß  man  stets  auf  das  Trägheitsmoment  für  die  Kull- 
linie  kommen,  da  von  dieser  aus  die  Abständie  der  äußersten  Fasern 
und  hierauf  die  Widerstandsmomente  aufgestellt  werden.  Letztere 
beziehen  sich  also  stets  auf  die  Nullinie  und  haben  für  eine  andere 
Achse  gar  keinen  Sinn. 

Nach  diesen  Erläuterungen  dürften  die  folgenden  Tabellen 
verständlich  sein.  Wer  sich  zum  „flotten  Statiker^'  ausbilden  will, 
wird  nicht  umhin  können,  außer  den  bereits  bekannten  geo- 
metrischen Formeln  auch  die  wichtigsten  Ausdrücke  zur  Bestim- 
mung von  Ä,  J  und  W  auswendig  zu  lernen. 


Tabelle  A. 


Figur 


/. 


^"^TK^      TT 


J!-J—.Ji. 


X-31 


\% 


h-A' 


M, 


Ti'    "•    «iT 


(Geometrische  Angaben 
(F=r  Flächeninhalt) 


Zur  Schwerpunkts- 
bestlmmung: 


Tragheita-  und 
Widerstandsmoment 


Dreieck: 

{l\r,Z'  Mittelpunkte 
aer  Seiten; 

l-i',«-2',3-3' Mittel- 
linien). 


Parallelogramm: 

Reehteck : 

Quadrat  (Seite  a): 
F  =  a«. 


Trapez : 

J^  =  |-(«  +  ft). 

(m  und  n  Mittelpunkte 
der  Seiten  a  und  6 ; 
Linie  fMi  „TnnBYer- 
sale".) 

Fie,  a  und  b  schief- 
winklige, Fig.  c  recht- 
winkliges Trapez. 


8  =  Schnittpunkt  der  Mit- 
tellinien (letztere  wer- 
den durch  8  gedrittelt). 

YertikalabBtftnde    von 
Spitze  und  Grundlinie : 

«1  =  }*» 

Abstand  ron  irgendeiner 
anderen  Achse  s-z  zu 
bestimmen  durch: 

f  =  |(M  +  «  +  ir). 

[Also  z.B.  9^i(d  +  b).] 
y orzeichen  v.  •« , » ,  ir  s.  J, . 


F 

^^Q-K« +  »  +  »)• 

-{ut  +  uw  +  ptc)] . 

Hierin,  falls  2- Achse  das 
Dreieck  schneidet,  ent- 
gegengesetzt liegende 
Abstände  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  ein- 
fahren. 

fTi  s  ^  6  fta(f.obere  Faser), 

TF,  =s  -j^ft  A«  (f.  unt  Paser). 


8  =  Schnittpunkt  der  Dia- 
gonalen. 

8  =  Schnittpunkt  der  Mit- 
tellinien. 

Abstände  « = ö"  »  r '  ~  "ö" )  * 

Far  Quadrat: 
a 
•=2- 


Fflr  Quadrat  setze 
A  =  6  =  a . 


8  liegt  auf  der  Transver- 
salen mn , 

außerdem  auf  Linie  xy 
bzw.  «'y' 

und  auf  Linie  5iiSf 

[xy  und  zV  nach  Fig.ja), 
5iiSa  nach  Fig.  (b)  zu  fin- 
den. 8i  und  St  sind  die 
Schwerpunkte  der  Drei- 
ecke 1,2,3  und  2, 3,  4.] 

Hierdurch  8  zeichne- 
risch zu  finden. 

Yertikalabstände 
h   2a  +  b 

h    a  +  2b 


«1  = 


8     a  +  6    • 

.,    ,      .    ,    a« -1-06  +  6« 
Abstand  «'=  —^, — — :t—  . 
3(a  +  6) 


Durch  Zerlegung  in  die 
beiden  Dreiecke  1,  t,  3 
und  2,3f4: 

J^  =  ^aÄ«  +  J6A« 

Far  das  rechtwinklige 
Trapez  ist  das  Trägheits- 
moment fQr  die  Achse 
z-z: 

J,^^{a  +  b){aß  +  b*) 
«_(a«  +  6t). 


Beliebiges  Yieleek : 

Nach  Zerlegung  in 
Dreiecke  ergibt  sich 

F^Fi  +  Ft  +  Ff, 

(^1...  Flächeninhalte 
dereinzelnen  Dreiecke.) 

Oder  nach  Fällen  von 
Loten  auf  beliebige  t- 
Achse  FalsSummebzw. 
Differenz  von  recht- 
winkligen Trapezen 
darstellen. 


Zunächst  die  Schwer- 
punkte 5i ,  5t,  5i  der  Drei- 
ecke bestimmen.  Dann 
Schwerpunkt  ^i,  g  von 
{Fl  +  Ft)  dmch 

F,  Fl 

'^"•*JVfF,''^"Vi+F,- 

Schlieftlich       Ctesamt- 
schwerptmkt  3: 
F, 

*''"""  (Fi  +  F,)  +  F,  ' 

^""(Fx  +  FO-J-F,  • 

Oder  Abstand  von  8  bis 
z-Achse  durch  Zerlegung 
in  Trapeze  bestimmen 
(wie  bei  J). 


Trägheitsmomente  für 
beliebige  s- Achse: 

Jg  =  Summe  der  Träg- 
heitsmomente '^l^Mt  J%» 
usw.  der  Dreiecke  Fx^Ft 
usw.  fOr  die  s- Achse. 

Oder:  Von  den  Ecken 
auf  die  s- Achse  Lote  fäl* 
len.  Dann  ist  Jg  gleich 
Summe  bzw.  Differenz  der 
Trägheitsmomente  «//,#, 
Jll^x  U8W.  der  entstande- 
nen rechtwinkligen  Tra- 
peze. 


Tabelle  B. 


Figur 


1- 


•^    1" ß — <! 


i.iT. .\kl...i JRX. 


M 


t— 


\ Jjp'  y^    l\-U / 


Geometrische  Angaben 
(J^  s  FUcheninhalt) 


Zur  Schwerpunkts- 
bestimmung: 


Tragbeits-  und 
Widerstandsmoment 


Kreis: 


Kreisrlng : 

■  ^m  •  ^  •  ^  ■ 
(8  -  Wandstärke, 

d,n  =  mittL  Durchm.) 


Kreis: 

Schwerpunkt  8  im  Mittel- 
punkt M. 

Ereisring: 

Schwerpunkt  S  im  Mittel- 
punkt M . 


Kreis: 
Kreisring: 


Krelflabsehnitt : 


Abstand    des   Schwer- 
punktes: 

t*      4       r  8in*a 


r« 


12F    8    aP 


jr~sin2a( 


•t-8Ln4(x| . 


Zur  geometrischen  Bestimmung  eines  Kreisbogens: 
1.  Gegeben  Länge  l;  PfeilhOhe  /.    Dann  ist: 

fi      f  l 

Radius  r« 5-7 +  -5- 5       sin«  =  -5 — ,       «  =  .,.,       2aa...; 


«• 


8/  '   2 


2.f' 


Bogenlänge  6  =  f^jr;       Abschnitt  f'^r-f;       Ordinate  y  =  Vr«- m« -/', 

(Durch  die  Ordinaten  y  alle  Punkte  des  Bogens  rechnerisch  zu  bestimmen.) 
2.  Gegeben  Radius  r ;  Zentriwinkel  2a.    Dann  ist: 

<»2*f8ina;   /'afcosa;   /^f-/';    usw. 

8.  Gegeben  Radius  r;  Länge  t.  Dann  ist:  sinas-^ — usw. 


4.  Gegeben  Radius  r;  Pfeilhöhe/.   Dann  ist:  i  =  2>A2f-/);  usw. 


Krelsausselmltt : 


F  =  f»n 


180       2 


Halbkreis : 

Yiertelkrels  : 

Quadrat  weniger 
Viertelkreis : 


Kreisausschnitt : 
2    /     2     ,        1800 

8     6     8  a^-n 

Halbkreis: 
4   f 

8     3t 

Yiertelkreis: 
4    r 

Quadrat  —  Yiertelkreis: 
2f 

''*"'8(4-«)* 


Kreisausschnitt : 
T*(aP 


-f- 
8\« 


:7r  +  sin2a 


). 


•^r  =  5(^^-8^°2«). 


Halbkreis: 


•'X  =  «7y  SS  "ä"^* 


Yiertelkreis: 
Quadrat  —  Yiertelkreis: 

•''='^.=''(t-is)- 


Fxr 


Krelsrlngstttek : 


= 3t  •  O  •  f. 

900  ' 


m 


{Tjff  r=  mittlerer  Radius, 
3  =  Stärke  des  Ringes.) 


Abstand  d.  Schwerpunkt. : 

2  Ä»  -  r»  ,         1800 

3  iP  -  r«  a^'3t 

6Ä.r  +  2<5«   ,        1800 

~  — M/r>  ■ — ^ —  Sin cc  — T — . 

8(Ä  +  f)  «0.^ 

Falls  ^  =  0  (Kreisbogen): 

,        1800 
©ssf  sin«— - — . 
ao.jt 

r '  =  rd.  i/  (für  jed.  flachen 
Bogen  brauchbar;  ^  =  0) . 


J«  = 


l^^«-hsin2aj, 


8 


V900 
W 


Parabelstück : 
F  =  |a/. 


hO 


[Geg.  Länge  /,  Pfeil- 
me  /.    Dann  ist: 


y=:^«(/-«) 


Hierdurch     Parabel- 
punkte zu  bestimmen.] 

Rechteck  weniger 
Parabel : 


Parabelstflck: 
Rechteck  —  Parabel: 


Parabelstück : 
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10.  Vortrag: 

Kraft-  und  Momentensummen  des  Balkens  zwischen  zwei 

Stützen  bei  ständiger  Belastung. 

Um  die  SchubspannuDgen  t  und  die  Normalspannungen  a 
eines  auf  Biegung  beanspruchten  Balkens  zu  berechnen,  brauchen 
wir  außer  der  Nullinie  und  dem  Trägheitsmomente  noch  die 
,yKraftsumme''  (Querkraft)  Q  und  die  ^^Momentensumme''  (das 
,,Moment'')  M .     Gemäß  der  Entstehung  dieser  Summenausdrücke 

bei  der  Ableitung  der  Biegungsformeln  T  =  Q  und  a  =  -^y  dient 

zur  Aufstellung  von  Q  und  M  allgemein  die  Begeh   Um  für  eine 


^^055^^5^^  5<ÄJ5fi55^^;;Ä;;55^555«i5' -^j^^j^^ö^^ii^« 


Ji 


ja) 


'H —  1.«*'"*-i     ^-^o'     p. 


ZOm. ^^-^ 

Fig.  92. 

Stelle  (X — (X  (Fig.  92a)  Kraft-  und  Momentensumme  zu  berechnen, 
denken  wir  uns  den  Balken  an  dieser  Stelle  durchschnitten  und 
betrachten  nun  entweder  den  linken  (Fig.  92  b)  oder  den  rechten 
Balkenteil  (Fig.  92  c).  Dann  ist  die  „Querkraft  Q"  die  Summe 
aller  E^räfte,  die  an  dem  betrachteten  Balkenteüe  vorhanden  sind. 
Und  das  ,,Moment  M^^  entsteht,  indem  wir  jede  Kraft  des  he- 
trachteten  BälJcenteiles  mit  ihrem  Abstände  bis  zu  dem  Schnitte 
multiplizieren  und  von  diesen  Produkten  (statischen  Momenten) 
die  Summe  bilden.  Bei  der  Summierung  ist  sowohl  bei  Q  als 
auch  bei  M  darauf  zu  achten,  daß  entgegengesetzt  gerichtete 
Kräfte  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  unterschieden  werden. 
Nach  dieser  Erklärung  können  wir  für  jede  Stelle  eines  Balkens 
und  für  jede  beliebige  Belastung  desselben  die  Werte  Q  und  Jl/ 
ermitteln.  Wir  wollen  nun  für  die  verschiedenen  Belastungsarten 
die  Kraft-  und  Momentensummen  aufstellen.  In  diesem  Vortrage 
möge  zunächst  der  Fall  untersucht  werden,  daß  es  sich  um  einen 
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Balken  zwischen  zwei  Stützen  (ohne  überkragende  Enden)  handle,  der 
eine  ständige  (d.  h.  unbeweglich  stehende)  vertikale  Belastung  trägt. 
Wir  ordnen  alle  Aufgaben  in  die  folgenden  Belastungsfälle  I — VIII. 

§56. 
I.  Belastungstall:  Direkt  wirkende  Einzellasten. 

Auf  diesen  Belastungsfall  lassen  sich  alle  anderen  Belastungs- 
fälle zurückführen,  da  ja  auch  eine  verteilte  Belastung  nichts 
anderes  ist  als  eine  Aufeinanderfolge  von  sehr  kleinen  Einzellasten. 
Wir  wollen  nun  an  einem  Beispiele  die  Summenausdrücke  Q  und  M 
zunächst  noch  einmal  in  der  besprochenen  rechnerischen  Weise 
aufstellen  und  dann  die  Ermittlung  auch  zeichnerisch  durchführen. 

I.  Analytlsehe  Bestimmung  yon  Q  und  If  • 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Auflagerdrücke  A  und  B.  Zu 
diesem  Zwecke  betrachten  wir  den  Balken  als  Ganzes  und  stellen 
für  die  Bezugspunkte  B  und  A  die  Gleichgewichtsbedingung  UM  =  0 
auf.    Dann  ergibt  sich  (vgl.  Fig.  92  a): 

^--^  (4,0 .  11,0  +  2,0 . 9,0  +  7,0 . 5,0  +  5,5  •  2,0) 

-  9,0  t, 

D  =  -^  (4,0 . 1,0  +  2,0  •  3,0  +  7,0  •  7,0  +  5,5  •  10,0) 

*=  9,5  t. 

(Kontrolle:   A  +  5  =  4,0  +  2,0  +  7,0  +  5,5.) 

Um  nun  für  den  Querschnitt  a — a  die  Werte  Q  und  M  aus- 
zurechnen, betrachten  wir  entweder  den  Teil  links  oder  den  Teil 
rechts  vom  Schnitte  (Fig.  92  b).  Mit  Beachtung  der  für  Q  und  M 
aufgestellten  Yorzeichenregeln  (§  43  und  44)  finden  wir  bei  Be- 
trachtung des  linken  Teiles: 

g  = +9,0 -4,0 -2,0 

=  +3,0t, 

M  =  +9,0 .  5,0  -  4,0 . 4,0  -  2,0  -  2,0 

=  +25,0  mt. 

Bei  Betrachtung  des  rechten  Teiles  würde  sich  ergeben: 

Q  =  -9,5  +  5,5  +  7,0 

=  +3,0t, 
M  =  +9,5  .  7,0  -  5,5  -  5,0  -  7,0  •  2,0 
=  +25,0mt. 
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Wenn  wir  nun  auf  Grund  dieser  Eesultate  die  inneren  Kräfte  der 
Querschnittsfläche  einzeichnen  würden,  so  bekämen  wir  folgende 
Darstellung:  Auf  dem  linken  Teil  zeigen  die  Schubspannungen 
nach  unten,  und  die  Normalspannungen  zeigen  in  den  oberen 
Fasern  nach  links  und  in  den  unteren  nach  rechts  (d.  h.  oben  ist 
Druck,  unten  ist  Zug).  Am  rechten  Teile  zeigen  dementsprechend 
die  Schubspannungen  nach  oben,  und  die  Normalspannungen 
wirken  auf  die  oberen  Fasern  nach  rechts  und  auf  die  unteren 
nach  links  ein. 

n*  Graphische  Bestimmung  Ton  Q  und  3f  • 

A«  Die  Krattsmnmen  Q.  Um  Querkräfte  und  Momente  zeichne- 
risch zu  bestimmen,  müssen  wir  zunächst  auf  diese  Weise  die 
Auflagerdrücke  A  und  B  ermitteln.  Hierbei  verfahren  wir  nach 
§  16:  Wir  reihen  in  Fig.  93b  die  Kräfte  P^^ah^  P^^^^hCy  P^^cd^ 
P^  =  de  zu  einem  Kräftepolygon  aneinander  (Kräftemaßstab : 
1  t»  0,2  cm),  ziehen  vom  beliebigen  Pole  0  die  Polstrahlen  77, 
777,  77,  7,  77  und  parallel  hierzu  in  Fig.  93  d  die  Seilstrahlen  77 
nach  der  Kraft  P^ ,  777  zwischen  P^  und  P, ,  77  usw.  [Man  be- 
achte unsere  alte  Begel,  daß  drei  Linien  (z.  B.  77,  P^  und  777), 
die  in  Fig.  93b  ein  Dreieck  bilden,  sich  in  Fig.  93 d  in  einem 
Punkte  schneiden!]  Um  nun  den  ersten  Seilstrahl,  7,  und  den 
letzten,  777,  zu  finden,  verbinden  wir  den  Schnittpunkt  8  von 
Strahl  77  und  Ä  mit  dem  Schnittpunkte  8  von  Strahl  77  und  B . 
Parallel  zu  dieser  „Schlußlinie^'  ziehen  wir  dann  in  Fig.  93  b  durch 
O  die  beiden  (zusammenfallenden)  Polstrahlen  7  und  777  und 
finden  A^fa  und  B'^ef. 

Wir  wollen  jetzt  die  Kraftsummen  für  eine  Eeihe  von  Schnitten 
bestimmen.  Betrachten  wir  z.  B.  Schnitt  1  und  untersuchen  den 
links  von  diesem  Schnitte  liegenden  Teil,  so  haben  wir  als  einzige 
äußere  Kraft  den  Auflagerdruck  A.     Also  ist 

Um  diese  Querkraft  zeichnerisch  darzustellen,  tragen  wir  sie 
von  einer  Nullachse  A'B'  auf.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir 
durch  Anfangspunkt  f  und  Endpunkt  a  von  A  in  Fig.  93  b  horizon- 
tale Linien  und  finden  A'A"=^fa=*A  und  durch  Hinunterloten 
von  Punkt  1  die  zu  diesem  Querschnitte  gehörige  Querkraft  Q^, 
Man  sieht  hierbei,  daß  es  gleichgültig  ist,  an  welcher  Stelle  zwischen 
A  und  Pi  der  Schnitt  1  gelegt  ist;  die  Kraftsumme  hat  für  alle 
Schnitte  zwischen  A  und  Pj  den  Wert  +  A . 
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Geben  wir  jetzt  zu  Quersclinitt  2  tod  Fig.  93a,  so  ist  die  zn 
diesem  Schnitte  gehörige  Kraftsumme 

<?,  -  +  J  -  Pi . 

Der  Vergleich  mit  der  Eraftsumme  des  Schnittes  1  ergibt,  dal} 
man  Q^  auch  schreiben  kann: 

Um  also  Qi  zu  erhalten,  brauchen  vir  von  Q,  cur  die  Kraft  P] 
abzuziehen.     Dieses  geschieht  am  einfachBten,  indem  wir  durch 


(aj 

Fig.  93. 

(Längenmaßetab  1  cm  =  2,0  m;  KräftemaßBteb  1  cm  =  6,0  t.) 

Punkt  6  die  horizontale  Linie  ziehen.  Dadurch  wird  Pj  horizon- 
tal übertragen,  und  die  unter  2  gemessene  Strecke  ist  gleich 
Ol  -  ^1  —  +^  —  Pi  =  Ps .  Diese  Querkraft  Q,  ist  die  gleiche  für 
alle  Querschnitte  zwischen  P,  und  P, ;  denn  die  Summe  der  links 
von  einem  solchen  Schnitte  liegenden  Kräfte  ist  stets  -^-A  —  P, . 
Beim  Querschnitte  3  haben  wir  entsprechend 


=  +^- 


-Pt 
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d.  h.  wir  haben  von  Q2  noch  die  Kraft  P^  abzuziehen.  Dieses 
geschieht,  indem  wir  aus  dem  Kräftepolygon  Fig.  93  b  durch  die 
Endpunkte  von  P^  die  horizontalen  Linien  ziehen,  hierdurch  Pg 
übertragen  und  durch  Hinunterloten  von  3  die  Strecke  O3  =  Ö2  —  P2 
=  +il  —  Pj  —  Pj  erhalten. 

Für  die  Querkraft  Q^  ergibt  sich: 

(2,  =  +A-Pi-P,-P3 

Wir  sehen,  daß  P,  (das  wieder  durch  Hinüberprojizieren  aus 
dem  Kräftepolygon  gefunden  wird)  größer  ist  als  Q,  ?  so  daß  die 
Summe  Q4  negativ  wird.  Im  Querschnitte  4  treten  die  Schub- 
spannungen also  so  auf,  daß  sie  auf  den  linken  Teil  nach  oben 
und  auf  den  rechten  nach  unten  zeigen. 

Zum  Schlüsse  ist  dann  noch 

=  e4-P4 

in  Fig.  93  c  dargestellt.  Bei  Q^  wäre  es  natürlich  bequemer  ge- 
wesen, die  Summe  aller  am  rechten  Teile  wirkenden  Kräfte  auf- 
zustellen; man  bekommt  dann  Q^  =  —B ,  wie  auch  Fig.  93  c  zeigt. 
Die  in  Fig.  93  c  schraffierte  Fläche  gibt  also  für  jeden  beliebigen 
Schnitt  die  dazugehörige  Kraftsumme  (Querkraft)  Q  an.  Wir 
nennen  sie  deshalb  die  „Kraftsummenfläehe^^  oder  jjQuerkraftfiäche^^. 
Sie  besteht  aus  einem  positiven  und  aus  einem  negativen  Teile. 

Aufgäbe:  Man  bestimme  für  die  Schnitte  1 .,  .5  die  Kraft- 
summen analytisch,  entwerfe  dann  Fig.  93  selbständig  und  ver- 
gleiche die  aus  der  Zeichnung  entnommenen  Werte  mit  den  ge- 
rechneten! 

B.  Die  Momentensommen  M.  Um  die  Biegungsmomente  gra- 
phisch darzustellen,  greifen  wir  auf  §  21, 1  zurück.  Hier  wurde 
gezeigt,  daß  die  Summe  der  statischen  Momente  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Kräften  in  bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  E  ge- 
funden werden  kann,  indem  man  die  Kräfte  zu  einem  Kräfte- 
polygon aneinanderreiht,  das  zugehörige  Seilpolygon  zieht  und 
dann  das  Produkt  H  •  y  bildet.  Hierin  ist  H  die  Polweite  und  y 
die  Strecke,  die  die  beiden  äußersten  Seilstrahlen  auf  der  durch 
E  zu  der  Ersatzkraft  B  parallel  gezogenen  Geraden  abschneiden 
(vgl.  Fig.  48  und  49). 

Soll  nun  das  Moment  Mi  in  bezug  auf  den  Schnitt  1  auf- 
gestellt werden,  so  haben  wir  (bei  Betrachtung  des  linken  Teiles) 


~    289    — 

als  äußere  Kraft  den  Anflagerdruck  Ä.  Statt  nan  aber  Ä  be* 
sonders  aufzuzeichnen  und  hierzu  das  Seilpolygon  zu  konstruieren, 
benutzen  wir  Fig.  93  b  und  d.  Hier  ist  bereits  A  =fa  dar- 
gestdlt;  die  zu  J.  gehörigen  Polstrahlen  sind  I  (nach  dem  An- 
fangspunkt^)  und  II  (nach  dem  Endpunkt).  Die  hierzu  parallelen 
Seilstrahlen  I  und  II  haben  wir  vorher  schon  in  Fig.  93  d  ge- 
zeichnet. Wir  haben  also  nur  noch  durch  Punkt  1  die  Parallele 
zu  JS  (in  diesem  Falle  also  zu  A »  da  das  Kräftesystem  nur  aus 
dieser  einen  Kraft  besteht)  zu  ziehen,  die  Strecke  y^  abzumessen, 
die  auf  dieser  Parallelen  zwischen  dem  ersten  (Z)  und  dem  letzten 
{II)  Seilstrahle  liegt,  und  finden 

Jf  1  =  ff  •  yi . 

Bei  der  Momentensumme  M^  in  bezug  auf  Schnitt  2  haben 
wir  die  äußeren  Kräfte  A  und  P^ .  In  Fig.  93  b  sind  diese  schon 
zu  einem  Iglräftepolygon,  f—  a  —  & ,  aneinandergereiht.  Die  Pol- 
strahlen sind  1 9  II  f  III ;  und  die  Seilstrahlen  in  Fig.  93  d  ent- 
sprechend Ifllj  III  •  Jetzt  ist  also  I  der  erste  Seilstrahl  und 
III  der  letzte.  Ziehen  wir  dann  durch  2  die  Parallele  zu  der 
Ersatzkraft  von  A  und  P^  (also  eine  vertikale  Linie)  und  messen 
den  zwischen  I  und  III  liegenden  Abschnitt  y^  dieser  Parallelen, 

so  ist 

Jf ,  =  ff  •  yjj  • 

In  derselben  Weise  finden  wir  if,.  Das  Kräftepolygon  ist 
jetzt  /*—  a  —  b  —  o.  Der  erste  Seilstrahl  ist  wieder  I  (da  A  stets 
die  erste  äußere  Kraft  ist),  der  letzte  ist  17,  und  wir  erhalten 

Jlf  3  =  ff  -  yj . 
Entsprechend 

M^  =  H'y^. 

Da  das  Seilpolygon  in  Fig.  93  d  bereits  früher  zur  Bestimmung 
von  A  und  B  gezeichnet  war,  brauchen  wir  zur  Ermittlung  der 
Momente  nur  noch  die  Strecken  yu  y^,  ...  unter  den  Schnitten 
i ,  2j  ...  abzumessen.  Wir  "bekommen  also  d(M  zu  einem  beliebigen 
Querschnitte  gehörige  Biegungsmoment  y  indem  wir  die  unter  diesem 
Schnitte  liegende  Ordinate  y  der  in  Fig.  93d  schraffierten  Fläche 
multiplizieren  mit  der  Polweite  ff .  Diese  Fläche  (die  also  zwischen 
der  Schlußlinie  s — 8  und  den  zu  den  Lasten  P^  P2J  ...  gehörigen 
Seilstrahlen  II  ^  III ,  .. .  liegt)  nennen  wir  die  Gulmannsche  Mo- 
mentenfläche.    {Culm^nn,  ehemaliger  Professor  in  Zürich,  ist  der 

Fischer,  Statik.  19 
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Begrfinder  der  graphiächQQ  Statik.)     Sie  stellt  die  Momente  m 
—  jachen  Maßstäbe  dar. 

xZ 

In  den  Produkten  H*y  v&t  K  im  Längenmaßstab  uud;^  im 
Kräf temaßstab  oder  umgekehrt  abzumessen.  Für  den  Querschnitt  3 , 
der  mit  Schnitt  ^ — (x  in  Fig.  92  übereinstimmt,  gibt  Fig.  93 d 
die  Strecke  y  «  1,4  cm.  Nun  ist  der  Eräftemaßstab  1  cm  «5,0  t; 
der  Längenmaßstab  1  cm  »  2,0  m.  H  ist  in  der  Figur  gleich 
1,8  om.    Demnach  ist       .    , 

Jf,  =  (1,8  . 2,0)  •  (1,4  -  5,0)  =  25  mt, 

oder  auch 

2/3  =  (1,8  . 5,0) .  (1,4 . 2,0)  =  25  mt, 

in  Übereinstimmung  mit  dem  unter  I  (rechnerische  Methode)  ge- 
fundenen Werte. 

Aufgabe:  Man  bestimme  für  die  Schnitte  1 .  ..Ö  die  Momenten- 
summen analytisch  und  vergleiche  sie  mit  den  graphisch  gefundenen 
Werten! 

Zu  merken: 

1.  Zunächst  möge  noch  einmal  daran  erinnert  werden,  daß 
bei  BUdung  der  Kraft-  und  der  Momentensumme  die  einzelnen 
Exäfte  natürlich  mit  verschiedenen  Vorzeichen  einzuführen  sind, 
je  nachdem  sie  nach  oben  oder  nach  unten,  bzw.  rechts-  oder 
linksherum  um  den  betrachteten  Querschnitt  zeigen.  Hierbei  gilt 
aber  nicht  für  eine  Bichtung  stets  dasselbe  Vorzeichen,  sondern 
es  muß  noch  unterschieden  werden,  ob  die  in  dieser  Bichtung 
wirkende  Kraft  sich  links  oder  rechts  von  dem  Querschnitte  be- 
findet. Insgesamt  haben  wir  für  die  verschiedenen  Bichtüngen 
die  in  §  43  zusammengestellte  Vorzeichenfestsetzung,  die  sich  über- 
sichtlich auch  durch  folgendes  Schema  darstellen  läßt. 

Für  die  Kraftsumme  gilt: 

Links:    t  =  +  ,    I  =  —  .        Bechts:    t  =  —  >     I  =^  +  . 
Für  die  Momentensumme  gilt: 

Linlcs:     (  =  +  f     (  =  — •         Rechts:     )  =  — ,     5  =  +  - 

2.  Als  etwas  Neues  wollen  wir  uns  aus  Fig.  93  c  hinsichtlich 
der  Krattsumme  Q  folgendes  merken:  Zu  allen  Querschnitten,  die 
sich  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Kräften  befinden,  .gehört 
ein  und  dieselbe  Kraftsumme  Q.  Nennen  wir  also  den  Abstand 
zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Kräften  ein  fjFeW^  des  Balkens^ 
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so  können  wir  sagen:  Alle  Querschnitte  innerhalb  eines  Feldes  haben 
die  gleiche  Querkraft  Q. 

Von  einem  Felde  zu  dem  benachbarten  ändert  sich  die  Kraft- 
summe um  den  Betrag  der  die  Felder  trennenden  äußeren  Kraft 
(Fig.  93  c).  Für  einen  Querschnitt,  der  direkt  unterhalb  einer 
Kraft  liegt,  l&ßt  sich  also  eigentlich  gar  kein  bestimmter  Wert  für 
Q  angeben,  da  sich  hier  die  Kraftsumme  sprungweise  ändert.  Hierzu 
muß  man  aber  bedenken,  daß  in  Wirklichkeit  eine  Last  niemals 
in  einem  inathematischen  Punkte  angreift,  sondern  daß  sie  stets 
auf  eine  Strecke  —  und  wenn  es  auch  nur  einige  Zentimeter  sind  — 
verteilt  ist.  Deshalb  ändern  sich  in  Wirklichkeit  die  Querkräfte 
nicht  sprungweise,  sondern  es  findet  ein  allmählicher  Übergang 
von  der  größeren  zur  kleineren  Ejraftsumme  statt.  Um  aber  diese 
Übergänge  nicht  besonders  untersuchen  zu  müs&en,  zeichnet  man 
die  Abstuf ungexi  einfach  nach  Fig.  93  c  ein  und  nimmt  für  einen 
direkt  unter  einer  Last  gelegenen  Querschnitt  zur  Sicherheit  den 
ungünstigeren  der  beiden  benachbarten  Werte  Q . 

Femer  sei  bei  den  Elraftsummen  Q  nochmals  darauf  hin- 
gewiesen, daß  die  Ejraftsummen  teils  positiv,  teils  negativ  sind. 
Die  Fig.  93  c  zeigt,  daß  die  Querkräfte  am  Auflager  Ä  ihren  größten 
positiven  Wert  haben,  dann  für  die  folgenden  Querschnitte  kleiner 
sind  und  schließlich  negativ  werden.  (Diese  Aussage  gilt  aber  im 
allgemeinen  nur  für  Balken  ohne  überkragende  Enden!) 

3.  Hinsichtlich  der  Homentensummen  M  wollen  wir  uns  aus 
Fig.  93 d  merken:  Am  Auflager  sind  sie  gleich  Null,  dann  wachsen 
sie  allmählich  an,  erreichen  einen  Größtwert,  nehmen  hinauf  gleich- 
mäßig ab  und  sind  dann  am  anderen  Auflager  wieder  gleich  Null. 
Gegenüber  den  Kraftsummen  bestehen  also  die  Unterschiede:  Die 
Größe  der  Momente  ändert  sieh  von  Querschnitt  zu  Querschnitt  (nicht 
nur  von  „Feld''  zu  „Feld'');  das  Yorzeiehen  der  Momente  ist  überall 
positiv.  (Letztere  Aussage  gilt  aber  nicht  mehr  für  den  über- 
kragenden Balken;  vgl.  12.  Vortrag!) 

Trägt  man  die  Momente  zeichnerisch  auf,  so  ergibt  sich  ein 
Vieleck,  dessen  Eckpunkte  unter  den  Lasten  liegen  (Fig.  93  d). 
Daraus  folgt:  Das  größte  Moment  liegt  stets  unter  dem  Angriffs- 
punkt einer  Last  (nie  zwischen  zwei  Lasten). 


19" 
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§57. 

Die  Entwieklnng  der  Momentensommen  aus  den  Krattsommem 

Das  MaTimalmoment 

Um  die  Bereohnung  der  Momentensammen  f  är  die  verschiede- 
nen Querschnitte  eines  Balkens  zu  erleichtern,  wollen  wir  im 
folgenden  eine  Methode  erläutern,  nach  der  man  die  Momente 
fortlaufend  auseinander  entwickeln  kann.  Bei  dieser  Gelegenheit 
wird  sich  gleichzeitig  ein  Kennzeichen  für  den  Querschnitt  er- 
geben, der  von  allen  Querschnitten  die  größte  Momentensumme  hat. 

L  Allgemeine  Beriehungen  zwischen  Kraft«  und  Momentensummeiu 

Haben  wir  eine  Kraft,  z.  B.  Ä  in  Fig.  94,  und  bilden  von 
dieser  die  statischen  Momente  in  bezug  auf  zwei  im  Abstände  Ax 
liegende  Punkte  m  und  u,  so  erhalten  wir  nach  Fig.  94  die  Werte: 

•    Mu-=  Ä*{x  +  dx) , 

Hieraus  ergibt  sich  der  Unterschied 

Mu  —  Mffi  =  A{x  +  Ax)  —  Ä'X 

===  Ä»x  +  Ä'  Ax  —  Ä»x  f 
Mu  —  Mfn  =  A»  Ax  . 

In  Worten:  Der  Unterschied  zwischen  den  statischen  Momenten 
einer  Kraft  in  lezug  auf  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  ist  gleich 
dem  Produkte  aus  dieser  Kraft  mal  der  Entfernung  der  beiden 
Punkte. 

Nun  ist  aber  die  „Kraftsumme  Q^^  eines  Querschnittes  nichts 
anderes  als  die  Summe  aller  Kräfte,  die  an  einem  der  beiden 
Balkenteile  wirken;  und  die  „Momentensumme  M^^  ist  die  Summe 
der  statischen  Momente  dieser  Kräfte  in  bezug  auf  den  Quer- 
schnitt. Es  wird  also  wohl  auch  zwischen  Q  und  M  eine  ähn- 
liche Beziehung  bestehen,  wie  wir  sie  soeben  für  statisches  Moment 
und  Einzelkraft  gefunden  haben. 

Um  dieses  genauer  zu  untersuchen,  wollen  wir  für  die  beiden 
in  der  Entfernung  Ax  liegenden  Punkte  m  und  u  die  Biegungs- 
momente aufstellen: 

Mu  -  +Ä{x  +  Ax)  -  P,{p,  +  Ax)  -  P^ip^  +  Ax) , 

M^  =  +Ä'X  — -Pi-Pl  —  ^2*P2 
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nnd  finden  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Momenten: 

Jf„  —  M^  =  +Ä  •  Ax  —  Pj  •  Ax  —  Pj  •  Ax 
^{+A'-P^^P^)'Ax. 

Führen  wir  noch  für  die  Summe  +-^  —  Pi  —  Pa  unsere  alte  Be- 
zeichnung Eraftsumme  Q  ein,  so  lautet  die  obige  Gleichung: 

(I)  Jlfu  — Jfm-0-^flC. 

In  Worten:  Der  Unterschied  zwischen  den  Momen*msummen  zweier 
aufeinanderfolgenden  Querschnitte  ist  gleich  der  Kraftsumme  des 
Feldes  y  in  dem  diese  "beiden  Querschnitte  liegen  ^  mvMplizieri  mit 
dem  Abstände  der  Querschnitte. 

Wir  können  sagen:  ,yKraftsumme  des  Feldes'^,  da  ja  aUe 
Querschnitte  ein  und  desselben  Feldes  die  gleiche  Kraftsumme 
haben  (§  56).  Liegen  die  beiden  Querschnitte  in  verschiedenen 
pFeldern^S  &<>  lassen  sich  ihre  Momente  allerdings  nicht  so  einfach 
vergleichen.  Man  kann  sich  dann  aber  leicht  durch  einen  kleinen 
Umweg  helfen.  So  würde  man  beispielsweise  für  die  Querschnitte  w 
und  II  in  Fig.  94  den  Unterschied  M^  —  Jf«  der  Momente  um- 
formen in: 

worin  if«  das  Moment  an  der  Orenzstelle  der  beiden  Felder  ist, 
und  hierauf  jede  der  Differenzen  (Jf «,  —  Mp)  und  {M^  —  Jf „)  mittels 
der  Kraftsumme  des  betreffenden  Feldes  berechnen. 

IL  Fortlaufende  Entwicklung  der  Momentengummen. 

Die  obige  Gleichung  (I)  können  wir  verwenden,  um  die  Mo- 
mente für  eine  Anzahl  von  aufeinanderfolgenden  Querschnitten 
zu  bestimmen.  Ist  z.  B.  M^  bekannt  (wir  haben  es  in  §  56  zu 
25  mt  berechnet),  so  findet  man  das  Moment  an  der  Stelle  u: 

(n)  Mu^Mn.  +  QAx. 

Die  Kraftsumme  für  dieses  Feld  ist  nach  Fig.  94: 

Ö  =  +^  -  Pi  -  -P2 

=  +9,0  -  4,0  -  2,0 

=  +3,0  t. 
Beträgt  nun  die  Entfernung  von  m  bis  u  z.  B.  1,0  m,  so  haben  wir 

Jlf«  =  25  +  3,0  •  1,0  -  28  mt. 
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Für  ddn  nächsten  Querschnitt,  v^  der  wieder  um  Ja;  =  1,0  m 
^^ eiterliege,  ist  entsprechend: 

M^  =  Mu  +  Q'^x 

«28  +  3,0.1,0  =  31  mt. 

Wollen  wir  weiter  das  Moment  für  den  Querschnitt  to   be- 
stimmen, so  müssen  wir  beachten,  daß  nun  die  Eraftsumme  eine 


^^«J5555S55^55^5C«OuÄl',^.6^S />v^5^öiöft5öi^5^ 


^^x  ^x  c^x. 

Fig.  94. 

andere  ist,  da  für  dieses  Feld  die  Kraft  P3  hinzukommt.     Wir 
wollen  diese  Querkraft  Q'  nennen,  so  daß 

=  g  -  P3  =  -4,0 1 

ist.     Dann  finden  wir 

=  31  +  (-4,0  - 1,0)  =  27  mt. 

(Der  Abstand  zwischen  w  und  t?  sei  ebenfalls  1,0  m.) 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  aus  der  Momentensumme 
eine%  Querschnittes  sämtliche  anderen  Momentensummen  entwickeln. 
Augenscheinlich  ist  dieses  eine  viel  bequemere  Methode,  als  wenn 
man  die  Momente  einzeln  aufstellen  wollte. 


III«  Das  Maximaimoment  jlf, 


maz' 


Aus  dieser  Methode,  die  Momentensummen  mit  Hilfe  der 
Eraftsummen  nacheinander  abzuleiten,  folgt  ein  sehr  wichtiges 
Eesultat:  Wir  wissen  aus  der  Bestimmung  der  Eraftsummen  — 
namentlich  aus  der  graphischen  Darstellung  in  Fig.  93  c  — ,  daß 
die  Querkraft  von  A  aus  zunächst  positiv  ist  und  dann  negativ 
wird.     Nun  haben  wir  vorhin  gesehen,  daß  das  Produkt 

Q'  Ax 

stets  den  Unterschied  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Momenten- 
summen angibt.   Daraus  folgt:  Ist  an  einer  Stelle  die  Eraftsumme  Q 
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positiv,  so  ist  auch  die  Differenz  Q  •  Ax  Zweier  aufeinanderfolgenden 
Momentensumm^n  positiv;  d.  h.,  dann  ist  das  folgende  Moment 
{von  Ä  aus  gerechnet)  größer  als  das  vorhergehende  (vgl.  Mu  und  ifm, 
Mp  und  Jf«).  Ist  aber  an  der  betreffenden  Stelle  Q  negativ,  so 
ist  der  Unterschied  der  beiden  Momente  negativ;  dann  iat  das 
folgende  Moment  kleiner  als  das  vorhergehende  (vgL  M„  und  M^). 
Solange  also  die  Kraftsummen  positiv  sind,  wachsen  die  Momente; 
von  dem  Punkte  ab,  da  die  Kraftsumme  negativ  wird,  verringern 
sich  die  Momente.  Der  gesamte  Verlauf  der  Momentensummen 
ist  demnach  folgender:  Von  dem  Werte  Null  am  Auflager  Ä 
wachsen  sie  ständig  bis  zu  der  Stelle,  wo  die  Ejraftsumme  auf- 
hört, positiv  zu  sein.  An  diesem  Punkte  hat  die  Momentensumme 
ihren  größten  Wert  erreicht.  Dann  nehmen  die  Momente  ab,  bis  sie 
am  Auflager  B  wieder  zu  Null  werden  (vgl.  auch  Fig.  93  c  u.  d !).  Diese 
größte  Momentensumme  nennen  wir  das  ,,Maximalmoment  MmuL^^^ 
Zur  Bestimmung  seiner  Lage  haben  wir  also  die  Bedingung: 

Das  Haxünalmoment  entsteht  an  der  Stelle,  wo  die  Kraftsumme 
ihr  Yorzeiehen  wechselt 

Denjenigen  Querschnitt,  zu  dem  das  Maximalmoment  gehört, 
nennt  man  den  „gefährlichen  Querschnitt'^  des  Balkens.  Von  allen 
Schnitten  des  Balkens  hat  der  „gefährliche  Querschnitt' '  die  größten 
Normalspannungen  a ,  da  diese  (bei  gleichen  Widerstandsmomenten 
der  Querschnitte)  der  Größe  der  Momentensumme  proportional 
sind.  Deshalb  ist  es  bei  einem  Balken  besonders  wichtig,  den 
gefährlichen  Querschnitt  aufzusuchen  und  in  diesem  die  größten 
Normalspannungen  a  zu  bestimmen.  Halten  sich  letztere  inner- 
halb der  zulässigen  Grenze,  so  ist  man  sicher,  daß  die  Normal- 
spannungen der  anderen  Querschnitte  unter  der  zulässigen  Grenze  sind. 

Da  ein  Wechsel  der  Kraftsumme  immer  nur  unter  einer  Last 
stattfindet  (s.  Fig.  93  c),  kann  auch  das  Maximalmoment  stets  nur 
in  einem  Querschnitte  unterhalb  einer  Kraft  (d.  h.  niemals  zwischen 
zwei  Kräften)  auftreten.  Diese  Aussage  hatten  wir  ja  übrigens 
auch  schon  aus  Fig.  93  d  in  §  56  gefolgert. 

§68. 
Beispiele  für  direkt  wirkende  Einzellasten. 

Erste  Aufgabe« 

Bei  dem  in  Fig.  95a  gezeichneten  Balken  sind  die  Momenten- 
summen für  die  Stellen  1^2,3  und  4  (unter  den  Lasten)  zu  ent- 
wickeln! 
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Znnächst  berecbneQ  vir  die  Aoflagerdrücke 


.  (1100  •  1,30  +  1500  ■  3,30  +  1800  •  4,70  +  1400  •  6,60)  ^  * 


-  3420  kg, 
B  -  (1100  +  1500  +  1800  +  1400)  -  A 

-  5800  -  3420 

-  2380  kg. 

Die  Kraftsumme  für  das  Feld   zvisclieD  der  Kraft  Ä  und  der 
Kraft  Fl  werde  mit  Qo-i  bezeicbnet,  nnd  zwar  ist 
«0-1  -  -1-^  -  +3420  kg. 


ZMO^J 


(bj 


ta&stal>'  fem.  •  toem^ 


Fig.  05. 


Die  Qaerkraft  für  tdle  Schnitte  des  Feldes  1 — %  ist: 

Ö...  =  +4  -  P,  =  g^.,  -  Pi  -  +2020 kg. 
Pur  das  Feld  2 — Z  ist  die  Kraftaumme: 

Q,_,  =  ^A-  P,  -P,  =  Ci.,  -  Pj  -  +  220  kg;     usw. 
Auf  diese  Weise  sind  in  der  folgenden  Tabelle  für  aUe  Felder  die 
Kraftsummeo  durch  fortlaofeode  Subtraktion  ermittelt.    Für  das 
letzte  Feld  maß  dann 

Q  =  -B 
her  anskotn  men. 

iNnn  gehen  vir  zq  den  Momenten.  Das  erste  Moment,  am 
Paukte  0,  ist  bereits  bekannt.  Es  ist  nämlich  gleidi  Null.  Hieraus 
finden  vir  nun  das  Moment  des  Querschnittes  1  mittels  der  Gleichung 
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(Qo-i'=^  KraftBomme  des  die  Schnitte  0  and  1  enthaltenden  Feldes 
0 — 2;  üo.i  ist  die  —  früher  mit  Aw  bezeichnete  —  Entfernang 
der  beiden  Schnitte.)    Ans  ihr  ergibt  sich 

ifj  —  3fo  +  <?o-i  •  ^-1 

«  0  +  3420 .  50  -  0  +  171000  -  171 000  cmkg. 

Entsprechend  ergibt  sich  ans 
das  Moment 


«171000  +  2020-180 
In  derselben  Weise: 


171000  +  363600  =  634  600  cmkg. 


=  534  600  +  220  •  140  =  634600  +  30800  =  565400 cmkg;  nsw. 

In  dieser  Weise  sind  in  der  folgenden  Tabelle  die  Momente  ent- 
wickelt. Von  Mq^O  ist  angefangen  nnd  jedesmal  das  Prodnkt: 
„Kraftsnmme  Q  X  Feld  weite  X**  zn  dem  vorhergehenden  Moment 
zugezählt.  Von  der  Stelle  ab,  da  die  Kraftsnmme  Q  negativ  ist, 
ist  natürlich  anch  das  Produkt  Q*X  negativ.  Dann  haben  die 
Momente  ihren  Größtwert  überschritten.    Für  das  letzte  Moment 

muß  sich 

Jf,  =  0 

ergeben.  Hierdurch  hat  man  eine  vorzügliche  Kontrolle  für  die 
Eichtigkeit  der  ganzen  Eechnung. 


Querkraft  Q 

(kg) 

Feldweite  X 

(cm) 

Moment  M 
(cmkg) 

ifo=               0             1 

+^  =  «0-1  =  +8420 

50 

(+171000) 

(-1400) 

Jd,  =  +171000 

Ol-«  =  +2020 

180 

(+363000) 

(-1800) 

M,  =  +534600 

<>._,  =  +  220 

140 

(+  30800) 

(-1500) 

i/,  =  +565400 

«..4  = -1280 

200 

(-256000) 

(-1100) 

M^  —  +309400 

--B- «4-5- -2380 

130 

(-309400) 

M,—               0 
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Die  hiermit  gefundenen  Momente  sind  in  Fig.  95  b  unter  den 
betreffenden  Querschnitten  als  Strecken  dargestellt.  Will  man  die 
Momente  für  sämtliche  Querschnitte  haben,  so  hat  man  nur  noch 
die  Endpunkte  dieser  Strecken  durch  gerade  Linien  zu  verbinden. 
Denn  die  Momentenfläche  des  ganzen  Balkens  ist,  wie  aus  ihrer 
Darstellung  in  Fig.  93 d  folgte,  ein  Vieleck,  dessen  Ecken  unter 
den  Lasten  liegen.  Sobald  dann  die  Momentenf]äy^he  (Fig.  95  b) 
gezeichnet  ist,  findet  man  also  das  Moment  für  einen  Querschnitt  m, 
der  an  irgendeiner  Stelle  innerhalb  eines  Feldes  liegt,  durch  Ab- 
messen der  betreffenden  Ordinate  Jf^.  Einfacher  ist  es  jedoch, 
das  Moment  an  der  Stelle  m  rechnerisch  zu  bestimmen,  und  zwar 
indem  wir  es  aus  einem  benachbarten  Moment  (if 2  oder  M^)  ent- 
wickeln.    Hierfür  haben  wir  die  Gleichung: 

i^m  —  Jf  j  =  O2-8  • « 1 

(I)  Mm-M2+Q2-9'a. 

Ist  in  der  obigen  Gleichung  die  Eraftsumme  ^2-8  des  Feldes  nicht 
bekannt,  so  bestimmen  wir  sie  zunächst  aus  der  Gleichung 

hieraus 

V3-a  = 3 • 

^8-2 

Diesen  Wert  in  den  Ausdruck  für  M^  eingesetzt,  ergibt  den  Wert 
(H)  jtf „  =  Jif,  +  i^Lp^2)£  , 

der  sich  übrigens  aus  Fig.  95  b  auch  direkt  ablesen  läßt.  Somit 
können  wir  nach  Berechnung  der  Momente  an  den  Lastangriffs- 
punkten auch  für  die  dazwischenliegenden  Querschnitte  die 
Momentensummen  schnell  ermitteln. 

Zweite  Autgabe, 

Bei  dem  in  Fig.  92  a  gezeichneten  Balken  sind  die  Momente  für 
die  LastangriffspunJcte  zu  ermitteln  I 

Die  Berechnung  führe  man  in  Form  einer  Tabelle  selber  durch ! 
Da  die  Belastungen  in  Tonnen  und  die  Abstände  in  Metern  ge- 
geben sind,  wird  es  sich  empfehlen,  die  Momentensummen  in 
Metertonnen  auszudrücken. 

Dritte  Aolgabe« 

Für  den  in  Fig.  95  gezeichneten  Balken  ist  das  Maximal- 
moment zu  bestimmen! 


—    299     — 

Vor  allen  Dingen  kommt  es  darauf  an,  die  Stelle  aufzusuchen, 
an  der  das  größte  Moment  auftritt.  Zur  Bestimmung  dieses  „ge- 
fährlichen Querschnittes^'  dient  die  Bedingung:  Das  Maximalmoment 
tritt  an  der  Stelle  aufj  an  der  die  Kraftsumme  ihr  Vorzeichen  wechselt. 
In  Fig.  95a  ist  dieses  die  Stellet.  Denn  links  vom  Querschnitt  3 
ist  die  Kraftsumme 

=  +  3420  -  (1400  +  1800)  ==  +220  kg, 
und  rechts  von  der  Stelle  3  ist  die  Eraftsumme 

=  +3420  -  (1400  +  1800  +  1500) ^1280  kg. 

An  der  Stelle  3  findet  also  ein  Yorzeichenwechsel  der  Querkraft 
statt.  Allgemein  sieht  man  folgendes:  Der  Vorzeichenwechsel  der 
Kraftsumme  findet  an  der  Stelle  statt,  für  die  zum  erstenmal  die 
Summe  der  nach  unten  zeigenden  Kräfte  (P^  +  P,  +  . . .)  größer 
wird  als  die  nach  oben  zeigende  Kraft  Ä  . 

Jetzt,  da  wir  den  gefährlichen  Querschnitt  gefunden  haben, 
berechnen  wir  das  Maximalmoment  in  der  gewohnten  Weise.  Es  ist 

M^  =  Jtfmax  =  +3420  •  370  -  1400  •  320  -  1800  •  140 

-=+565  400  cm  kg. 

Det  Yei^leich  mit  der  in  der  ersten  Aufgabe  aufgestellten  Tabelle 
zeigt,  daß  Jf,  tatsächlich  das  größte  von  allen  Momenten  ist. 

§58a. 
Zngammenfassung  zum  L  BelastnngsfalU 

L  Qnerkrälte«  Grundprinzip:  Q^+Ä-P^ -P, . . . (=  -jB+P,+i*»-i . . .). 
Praktische  Methoden:  Rechnerisch  direkt  nach  dieser  Grundformel;  zeich- 
nerisch mittels  Seilpolygon  (Fig.  93  c).  Die  rechnerische  Bestimmung  auf 
jeden  Fall  Torzuziehen. 

Kegeln  zur  Bestimmung  von  Q  für  alle  Querschnitte  eines  Balkens: 

1 .  Innerhalb  eines  Feldes  (d.  h.  von  Last  zu  Last)  ist  die  Querkrafb  konstant. 

2.  Die  Querkräfte  zweier  aufeinanderfolgenden  Felder  unterscheiden  sich 
um  die  dazwischen  befindliche  Last.  Hiernach  die  Querkr&fte  aus- 
einander entwickeln: 

Co-i=...;    ^i_j  =  <;>o-i  - -PiJ    ^a-8  =  Oi_a -^«;    usw. 

Verlauf  der  Querkräfte  beim  einfachen  Balken  (ohne  überkragende 
Enden):  Bei  iä  die  größte  positive  Querkraft,  dann  nimmt  Q  ab,  wechselt 
das  Vorzeichen  und  erreicht  bei  B  den  größten  negativen  Wert. 

n«  Momente«  Grundprinzip:  M  =  -i-Ä  *a  —  P^»  p^  —  -P«  •  Pi  •  •  •  (==  +-B  •  ^ 
—  Pn  '  P«  —  -P«-!  •  Pii-i  •  •  •)•  Praktische  Methoden:  Rechnerisch  direkt  nach 
dieser  Grundformel;  zeichnerisch  mittels  Seilpolygon  (Fig.  93 d).  Die 
rechnerische  Bestimmung  auf  jeden  Fall  vorzuziehen. 
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Regeln  zur  Bestimmung  von  M  für  alle  Querschnitte  eines  Balkens: 

1.  Der  Wert  M  ändert  sich  von  Punkt  zu  Punkt  (auch  innerhalb  eines 
Feldes). 

2.  Die  Momente  zweier  Querschnitte,  zwischen  denen  die  Querkraft  Q 
konstant  ist,  unterscheiden  sich  um  das  Produkt  aus  Q  X  Abstand  der 
beiden  Querschnitte.  Hiemach  die  Momente  auseinander  entwickeln, 
und  zwar  greift  man  zweckmäßig  die  Momente  unter  den  Lastangriffs- 
punkten  heraus: 

ifo  =  0:   Jifi  =  Jifo  +  Oo-i-^o-i;    -a^i  =  i^i  +  «i-i--ii-i;   usw. 

Verlauf  der  Momente  beim  einfachen  Balken:  Bei  A  ist  if  =  0.  Dann 
wächst  M ,  und  zwar  so  lange,  wie  Q  positiv  ist.  M  erreicht  seinen  Größt- 
wert, wo  die  Querkralt  ihr  Vorzeichen  wechselt  (also  stets  unter  einem 
Lastangriffspunkt).  Hierauf  nimmt  M  ab  bis  auf  Null.  Beim  einfachen 
Balken  also  überall  positiye  Momente. 

§  59. 
II.  Belastnngsfall:  Direkt  wirkende  gleichmäßig  yerteilte  Belastung. 

L  Analytische  Bestimmung  von  Q  und  Jlf  • 

Eine  verteilte  Belastung  (Eigengewicht,  Mauerlast,  Menschen- 
gedränge usw.)  können  wir  uns  bestehend  denken  aus  einer  Anzahl 
von  aufeinanderfolgenden  Einzellasten.  In  dieser  Weise  ist  auch 
die  yerteilte  Belastung  in  Fig.  96  a  dargestellt.  Hier  ist  außerdem 
angenommen,  daß  sich  die  Belastung  gleichmäßig  über  die  Balken- 
länge verteilt.  Der  andere  Fall,  daß  es  sich  um  eine  ungleich- 
mäßig verteilte  Belastung  handelt,  wird  später  behandelt. 

A.  Die  Kraftsummen  Q.  Um  nun  die  Kraftsummen  für  den 
beliebigen  Schnitt  m  zu  bilden,  betrachte  ich  einen  der  beiden 
Teile,  in  die  der  Balken  durch  den  Schnitt  zerlegt  ist.  Kehmen 
wir  z.  B.  den  linken  Teil,  so  haben  wir  als  äußere  Kräfte  a)  den 
Auflagerdruck  A ,  b)  die  verteilte  Kraft  auf  der  Strecke  A  bis  m . 
Die  Belastung  pro  Längeneinheit  sei  q.  Dann  entfällt  auf  die 
Länge  x^  eine  Last  im  Betrage  von  q^x^.  Die  Summe  aller 
Kräfte,  die  auf  der  Strecke  Am  B,n  dem  Balken  angreifen,  ist  also 

öm  =  +A  —  g-ar«. 
Nun  ist 

(Jeder  Auflagerdruck  ist  gleich  der  Hälfte  der  gesamten  Belastung 
des  Trägers.)     Hiermit  erhalten  wir 

(I)  <?m  =  «•«;;, 
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-  x^  (vom  Schnitt  m  bis  Trägermitte) 
mit  xlH  bezeichnet  tat.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Bei  glexchmäßig  verteilter  Belastung  ttt  die  Summe  aller  am 
Teile  links  (rechte)  wirkenden  äußeren  Kräfte  gleich  dem  Produkt: 
Belastung  pro  Längeneinheit  mal  Entfernung  des  Querschnittes  von 
Trägermitte. 

Fär  einen  Queischnitt  direkt  am  Auflager  Ä  ist  x"  =  -^  also 
l  ^ 

die  KraftBTimme  Q  ■>•  2  •  -5-  ■    Id  der  Tat  ist  für  einen  Querschnitt 

t^/'' — ^ 


Cr 


'mm^'K^^' 


--«iinmillll 


Fig.  ÖO. 

in  unmittelbarer  Kähe  von  A  der  Auflagerdnicfe  A  =  j  —  die 
einzige  äußere  Kraft.  Fär  einen  Schnitt  dnrch  Trägermitte  ist 
jf"  =  0 ,  also  ^  =  g  •  0  =  0 ,  wie  man  sich  auch  durch  direkte  Be- 
rechnung der  Qnerkraft  Überzeugen  kann,  und  fOr  einen  Quer- 
schnitt direkt  bei  B  ist  x"=—-^  (denn  für  diesen  Schnitt  ist 

B.  Die  Homentensummen  Jlf .  Das  Moment  für  den  Schnitt  m 
erhalten  wir,  indem  wir  von  jeder  Kraft  am  abgetrennten  Teile 
das  statische  Moment  in  bezug  auf  den  Schnitt  bilden.  Bezeichnen 
wir  die  kleinen  Kräfte,  aus  denen  sich  die  verteilte  Belastung  zu- 
sammensetzt, der  Beihe  nach  mit  1,  2,  3,  . . .,  so  ist  (Fig.  96a) 
ilf„  =  +A-a;„  — l-pi  — 2.pj  — 3-ps  —  ...  -9-0. 
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Statt  nun  die  statischen  Momente  1  •  Pi  y  2  •  pj  ^^^*  einzeln 
zu  bilden  und  dann  zu  summieren,  bestimmen  wir  Ton  den 
Kräften  2 ...  9  die  Ersatzkraft  B  und  ersetzen  dann  die  Summe 
aus  den  statischen  Momenten  der  Einzelkräfte  durch  das  statische 
Moment  der  Ersatzkraft  (§  9).  E  ist  in  diesem  Falle  sofort  be- 
stimmt: Die  Oröße  ist  gleich  1  +  2  +  . . .  +  9  ==  g  •  a?„ ;  die  Richtimg 
ist  vertikal  abwärts,  und  die  L<ige  ist  in  der  Mitte  zwischen  A 
und  m.  Durch  die  Einführung  von  B  geht  dann  die  obige 
Oleichung  über  in 

if,n  =  +-A  -o?,,,  — 12 


X, 


,        l  X, 

=  +?  2■*^"~2^m• 


fn 


(H) 


(IIa) 


(In  Fig.  96  a  ist  die  Entfernung  l--  x^  mit  x'n  bezeichnet.) 

Nach  diesen  Formeln  kann  man  füi^  jede  Stelle  des  Balkens 

das  infolge  einer  gleichmäßig  verteilten  Belastung  q  entstehende 

Moment  berechnen. 

Um  nun  den  Querschnitt  zu  finden,  wo  das  größte  Moment 

auftritt,  müssen  wir  die  Stelle  aufsuchen,  an  der  die  Querkraft 

aus  dem  Positiven  in  das  Negative  übergeht.     Dieses  ist  in  der 


Mitte  der  Fall.     Für  diesen  Punkt  ist  rTm 
das  Moment  an  dieser  Stelle 

1  L 

2  *  2 


a?'  =»  77 .     Mithin  ist 


M^q 


(ffl) 


Häufig  schreibt  man  diese  Formel  in  etwas  anderer  Form. 

Es  ist  nämlich  g  •  Z  die  gesamte  Belastung  des  Balkens.    Sie  werde 

mit  Q  bezeichnet  (nicht  zu  verwechseln  mit  der  Querkraft!).    Dann 

ist  das  Moment  in  der  Mitte 

l 


M  =  ql'-^, 


(nia) 


M^Q^. 
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Das  größte  Moment  hei  gleichmäßig  verteilter  Belastung  ist  gleich 
der  Belastung  des  Balkens  multipliziert  mit  ^/g  der  Spannweite. 

Die  Formeln  (II),  (IIa),  (III)  und  (III a)  niuß  man  unbedingt 
auswendig  wissen! 


TL  Graphbelie  Darstellang  Ton  Q  und  JUT • 

A.  Die  Kraftsummen  Q,     Um  die  Kraftsummen  für  die  ver- 

schiedenen  Schnitte  des  Balkens  graphisch  darzustellen,  zeichnen  wir 

l  l 

(Fig.  96b)  A'0'=='  q-^  nach  oben  und  B'I>'=  g—  nach  unten  und 

verbinden  C  mit  D\  Dann  ergibt  sich  in  der  Mitte  die  Ordi- 
nate Null,  und  für  einen  beliebigen  Schnitt  m  hat  die  darunter- 
liegende  Ordinate  Q»  ^^^  Wert 

d.  h.,  sie  stellt  in  dem  betreffenden  Maßstabe  die  zu  Schnitt  m 
gehörige  Querkraft  dar.  Die  in  Fig.  96  b  schraffierte  Fläche  ist 
also  die  „Querkraftfläche^^  für  gleichmäßig  verteilte  Belaatung» 
Auf  der  linken  Hälfte  ist  sie  positiv,  auf  4er  rechten  negativ. 
Natürlich  hätte  man  die  Kraftsummenfläche  auch  entsprechend 
Fig.  93b  finden  können,  indem  man  die  verteilte  Belastung  in 
lauter  kleine  Einzellasten  auflöste.  Die  obige  direkte  Darstellung 
ist  aber  einfacher. 

B.  Die  Momentensummen  M.  Entsprechend  Fig.  93  d  kann 
man  die  Momentenfläche  für  verteilte  Belastung  finden,  indem 
man  letztere  in  Einzellasten  auflöst  und  zu  diesen  Einzellasten 
ein  Seilpolygon  zeichnet.  Einfacher  ist  es  jedoch,  direkt  von  dem 
für  das  Moment  aufgestellten  analytischen  Ausdrucke 

auszugehen. 

Vergleicht  man  nämlich  dieses  Moment  M^  an  irgendeiner 
Stelle  m  mit  dem  Moment  ifmaz  in  der  Mitte,  so  ergibt  sich 
folgendes  Verhältnis: 

0  qI^ 


Hieraus  folgt 
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^M 


nuuc  * 


8 
ix„(l  —  x^ 


Um  nun  hiernach  den  Wert  Jf «,  darzustellen,  kann  man  folgender- 
maßen verfahren:  Zunächst  tragen  wir  in  der  Mitte  die  Ordinate 

gl« 


ÜTiniiT  =** 


max 


8 


auf  und  verbinden  deren  Endpunkt  mit  A'  .    Dann  verhält  sich 

in  Fig.  96  c: 

^      Z«  Z 

a&:g-g  =«a?«:  y. 

Also  ist  die  Strecke  a  h : 

2 

Nun  ziehen  wi(  durch  h  eine  horizontale  Linie,  so  daß  die 
Strecke  A''o  =  ab  wird,  verbinden  o  mit  dem  Endpunkt  der  mitt- 

leren  Ordinate,  9  *  -^9  und  erhalten  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 

o 


U:ql^^{l-x^):^, 


j-^  IX^     1/2  —  Xn  IX^    lj2  IXnt    Xnt 

^^-^-i — 1/2— =«~rv2-«-rw 

Ix»         x^ 


—  a 


2  • 

Die  beiden  Strecken  ah  und  hi  zusammen  ergeben  also 

^^  =  g ^^ . 
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Das  heißt:  Die  Strecke  ad  ist  die  zeichnerische  Darstellung  der 
Momentensumme  if m  des  Schnittes  m .  Auf  diese  Weise  kann  man 
also  für  jeden  Schnitt  das  Moment  durch  eine  Strecke  darstellen 
und  bekommt  schließlich,  wenn  man  genügend  Punkte  bestimmt 
hat,  die  gesamte  Momentenfläche  Eig.  96  c. 

Bemerkung:  Die  auf  diese  W^ise  gefundene  Kurve  ist  eine  ParabeL 
Denn  bei  einer*  Parabel  besteht  die  Beziehung  (§55,  Fig.  IX):   Irgendeine 

Ordinate  y  ist   gleich   der   mittleren    Ordinate  f,    multipliziert   mit   dem 

4 
Faktor  -j^-xQ  —  aj) .  Genau  dieselbe  Beziehung  besteht  aber  nach  Formel  (IV) 

zwischen  irgendeinem  Moment  M^  und  dem  mittleren  Moment  ifmaz  •  Daraus 
folgt,  daß  die  Endpunkte  aller  M^  eine  Parabel  bilden  müssen.  (In  der 
Tat  ist  die  Fig.  96  c  in  mathematischer  Hinsicht  nichts  anderes  als  eine 
bekannte  Parabelkonstruktion.) 

Außer  Fig.  96  c  gibt  es  noch  verschiedene  andere  Methoden,  um  zu 
einer  Länge  l  und  Pfeilhöhe  f  eine  Parabel  zu  konstruieren.  Alle  diese 
Verfahren  (die  man  in  mathematischen  Formelsammlungen  zusammen- 
gestellt findet)  liefern  also  gleichzeitig  die  Momentenfläche  für  gleichmäßig 
verteilte  Belastung. 

§60. 
Beispiele  tür  yerteilte  Belastung. 

Erste  Autgabe« 

Der  in  Fig.  98a  gezeichnete  Träger  ist  durch  eine  Mauer  von 
0,25  m  Stärke  und  3^00  m  Höhe  belastet.  Die  Momentensummen 
für  die  Stellen  1,2,3  und  4  sind  zu  berechnen! 

Das  spezifische  Gewicht  (d.  h.'  das  Gewicht  von  1  cbm)  Mauer- 
werk  ist  i^Am     /  v 

s  ^  1600kg/cbm.  ' 

Somit  ist  die  Belastung  pro  Längeneinheit 

g  =  1,00  •  0,25 .  3,00  •  1600  =  1200  kg  pro  m. 

Wir  wollen  die  Momente  in  emkg  ausrechnen.  Dann  müssen  wir 
auch  die  Belastung  in  kg  pro  cm  ausdrücken.  Es  ist  also  in  die 
Rechnung  einzuführen: 

q  =  12,00  kg  pro  cm. 

Numnehr  wird  nach  den  Formeln  (II): 

HJT      12,00      .     «f.*     proR    ChOäc%Kf\    -^^U^ 


SO 


■™1 

2     ' 

•        ILI  • 

>  kJitO 

=™   £,0\J£,'0\^ 

M, 

= 

12,00 
2 

•  150 

•450 

=  405000 

• 

• 

M, 

= 

12,00 
2 

.225- 

375 

=  506250 

Jf, 

12,00 
2 

.300. 

•300 

=  540000 

« 

FUeher, 

SUtik. 
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Zweite  Anlgabe. 

Für  den  in  der  vorigen  Aufgäbe  iehandelten  Balken  sind  das 
Maximälmoment  vnd  das  erforderliche  Wideretandsmoment  zu  be- 
stimmen! (Zulässige  Spanonng  k  =  1200  kg/qcm.)  Zunäclist  be- 
rccbnen  wir  äie  Gtesamtbelastnng 

«  =  6,00  •  3,00  •  0,25  ■  1600  -  7200  kg. 


(ü, 


1      i 

!     i' 

1      ! 
1      1 

1 

M7S  m 

"? 

f — fjp-t i 1 

■ —  '";-: "i 

f 

iy:^fe.oo^/tin.. 


Dann  !at  faach  Formel  (Illa)]: 
7200  •  600 


540000  cmk-g. 


Aus  Mjat 


folgt  das  erforderliche  Wideratandamoment 
540000     cmkg 


■w  = 


=  450  cm}. 


1200      kg/qcm 

Wie  die  Frofiltabellea  zagen,  würde  ein  X  'S,  P.  27  genflgen,  da 
dieses  ein  Widerstandsmoment  too  W  —  491  cm>  hat.  Praktischer 
Bind  aber  2  I  N.  P.  21  mit  IT -=  2*244  —  488  cm',  da  diese  eine 
bessere  (breitere)  ÜDterstntzung  der  Mauer  abgeben. 

§  61. 
III.  Belastungstau :  Belsrtimg  durch  Kräftepaare. 

Die     in     F^.  99     dargestellte     Belaatnngsart     ist     augen- 
scheinlich  bereits  im  I.  Belastuugsfall  enthalten.    Wegen  seiner 


—     307     — 

BesonderheiteD   wollen  wir  aber  diesen  Spezialfall  getrennt  be- 
handeln. 

1.  Die  Anflagerdräeke  Ä  und  B  sind  wegen  der  symmetrischen 
Belastung  einander  gleich,  und  zwar  ist  jeder  derselben  gleich 
einer  Last  P,    Also  j  _  p  __  p 

2.  Für  die  Kraftsnmmen  Q  ergeben  sich  folgende  Werte: 
Zwischen  A  und  der  ersten  (linken)  Last  P  ist 

=  +P- 


Pm^^SOO^. 


l 


(CC) 


PifSCO?^ 


Jl  f  *"^*^ 


k 


<ZOrrv 


0,¥C 


Xb 


Kg.  99, 

Für  alle  Querschnitte  im  mittleren  Teile  des  Balkens  ist 

=  0, 

und  für  alle  Querschnitte  zwischen  der  rechten  Last  P  und  dem 
Auflager  Bist  (J  =  +^_p-P 

«+P-2P 
=  -P 

(oder  auch:  Q  «  —  B  =  —  P).  T?rägt  man  diese  Werte  zeichnerisch 
auf,  so  ergibt  sich  die  in  Fig.  99b  dargestellte  Querkraftfläche. 
Aus  ihr  folgt,  daß  die  Querschnitte  der  mittleren  Strecke  die 
Schubkraft  T  gleich  Null  haben.  Für  die  seitlichen  Teile  ist  die 
Schubkraft 


T  =  +P. 


20* 
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3.  Hinsichtlich  der  Momentensammen  M  ergeben  sich  aus  der 
Querkraftf lache  mehrere  wichtige  Folgerungen:  Im  linken  Felde 
ist  die  Kraftsumme  'positiv.  Daraus  folgt  nach  §  ST,  III  für  die 
Mom^ntensummen,  daß  innerhalb  dieser  Strecke  die  Momente  zu- 
nehmen. Sie  wachsen  also  von  dem  Werte  Null,  den  sife  am  Auf- 
lager A  haben,  bis  zu  einem  gewissen  Werte  unter  der  linken 
Last  P  an.  Im  mittleren  Felde  ist  die  Kraftsumme  gleich  Null 
(also  weder  positiv  noch  negativ).  Daraus  folgt  für  die  Momente, 
daß  diese  innerhalb  der  mittleren  Strecke  weder  zu-  noch  abnehmen. 
Das  Moment  behält  also  den  Wert,  den  es  unter  der  Last  P  hat, 
im  ganzen  mittleren  Felde  bei.  Im  rechten  Felde  ist  die  Quer- 
kraft negativ.  Daraus  folgt,  daß  in  diesem  Teile  die  Momente 
von  links  nach  rechts  dbnelimen.  Somit  haben  wir  nur  aus  der 
Betrachtung  der  "Querkräfte,  ohne  weitere  Berechnung,  ein  voll- 
ständiges Bild  über  das  Anwachsen  und  Abnehmen  der  Momente 
gewonnen.  Trägt  man  letztere  graphisch  auf,  so  ergibt  sich  die 
in  Fig.  99  c  dargestellte  Momentenfläche. 

Die  Größe  des  Momentes  für  einen  beliebigen  Querschnitt  des 
mittleren  Feldes  ergibt  sich  entweder  durch  get^öhnliche  Ausrech- 
nung nach  §  56  (Belastung  durch  Einzellasten)  oder  —  einfacher  — 
durch  folgende  Überlegung:  Seitlich  vom  Schnitte  wirken  zwei 
gleichgroße,  parallele  und  entgegengesetzte  Kräfte  (^ ,  P);  also 
ein  „JIra/tepaar".  Wie  in  §  11,  II  bewiesen  wurde,  ist  in  diesem 
Falle  die  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte  in 
bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  gleich  dem  sogenannten  „Moment 
des  Kräftepaares' S  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  einer  der  beiden 
Kräfte  mal  dem  Abstände  der  beiden  Kräfte  voneinander.  Folglich 
ist  auch  für  jeden  beliebigen  Querschnitt  im  mittleren  Felde  des 
Balkens  Fig.  99  a  die  Momentensümme 

(-fy  weil  am  linken  Teile  die  Momentensumme  rechtsherum  zeigt). 
(Man  leite  dieses  Besultat  auch  in  der  Weise  ab,  daß  man  die 
Abstände  des  untersuchten  Querschnittes  in  die  Figur  einzeichnet 
und  die  Momentensumme  durch  Aufstellung  der  einz.elnen  stati- 
schen Momente  bestimmt!)  Hiermit  ist  M  bestimmt. 

,  Zusatz:  Wir  werden  bei  den  folgenden  Aufgaben  noch  häufig  mit 
solchen  Fällen  zu  tun  haben,  bei  denen  sich  die  seitlich  von  einem 
Querschnitte  stehenden  Kräfte  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen 
lassen.  Um  dann  die  Momentensummen  auf  die  bequemste  Weise  zu 
berechnen,  können  wir  also  immer  von  dem  Satze  Gebrauch  machen: 
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Ergehen  die  seiüich  von  einem  Querschnitte  befindlichen  Kräfte 
ein  Kräftepaar j  so  ist  die  Momentensumme  dieses  Querschnittes  gleich 
dem  j^Moment  des  Kräftepaares^^,  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  einer 
der  beiden  Kräfte  des  Kräftepaares  mal  dem  Abstände  der  beiden 
Kräfte  voneinander. 


Beispiel. 

Fig.  99a  stelle  eine  Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte  darj 
die  durch  die  beiden  Kräfte  P  »  1500  leg  belastet  ist.  Die  zulässige 
Biegungsbear^ruchung  sei  h  =  750  kgjqcm.  Der  erforderliche  Durch- 
messer der  Welle  ist  zu  berechnen! 

Lösung:  Das  Maximalmoment  ist 

-af=  1500-40 
=  60000  cm  kg. 

Also  ist  das  erforderliche  Widerstandsmoment 

W  ,-60000 
^^^''■~     750 

=  80  cm». 

Bezeichnen  wir  den  Durchmesser  der  Welle  mit  ä,  so  muß  also 
sein  (s.  Tabelle  B  in  §  55) 

1 


32 


nd^  =  80 . 


Hieraus  folgt 


• 


3 


_      i780-32       _  . 
d=  \ =  9,3  cm. 


Statt  die  Kubikwurzel  auszurechnen,  ist  es  meistens  bequemer, 
zunächst  einen  Durchmesser  d  anzunehmen  und  dann  nachzusehen, 
ob  bei  diesem  Durchmesser  die  Welle  das  erforderliche  Widerstands- 
moment hat.  Außerdem  findet  man  in  den  meisten  Tabellen  zu 
den  verschiedenen  Durohmessern  die  Widerstandsmomente  ange- 
geben. 

§62. 

iy<  Belastungstall:  Sehiehten(Strecken-)belastangen. 

Unter  dieser  Bezeichnung  wollen  wir  eine  solche  Belastungs- 
art verstehen,  bei  der  mehrere  gleichmäßig  vorteilte  Belastungen 
übereinander  sind  (z.  B.  Fig.  102).  Es  handelt  sich  also  um  eine 
Verallgemeinerung  des  II.  Belastungsfalles. 
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Als  Einleitung  wollen  wir  eine  vollständig  ungleichmäßig  ver- 
teilte Belastung  betrachten.  Fig.  100  ist  eine  solche  Belastung, 
die  zwar  verteilt  ist«  aber  —  im  Gegensatz  zum  11.  Belastungs- 
fall —  an  den  einzelnen  Balkenstellen  verschieden  hoch  liegt. 
Es  mögen  aufgestellt  werden :  Querkraft  an  einer  Stelle  m ,  Moment 
an  einer  Stelle  m  und  die  Stelle,  wo  das  größte  Moment  auftritt. 
Natürlich  geschieht  die  ganze  Untersuchung  nach  denselben  Grund- 
zügen wie  bei  den  anderen  Belastungsfällen. 

Die  Querkraft  für  den  Schnitt  m 
ist  (Fig.  100): 

worin  B  die  Belastung  ist,  die  auf 
die  Strecke  Am  entfällt.  Das  Mo- 
ment finden  wir: 


TTL 


Fig.  100. 


Mm  =  +A  •  0?«,  —  -B  •  p . 

Hierin  ist  p  der  Abstand  der  Eesultierenden  12  bis  zu  dem  Schnitte  m . 
Ist  der  Schwerpunkt  S  der  zwischen  Ä  und  m  liegenden  Belastungs- 
fläche bekannt,  so  kann  man  B  sofort  einzeichnen,  da  die  Eesul- 
tierende  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Ist  aber  der  Schwerpunkt 
nicht  oder  nur  schwer  zu  bestimmen,  so  ermittelt  man  direkt 
Größe  und  Lage  von  B  mittels  der  in  §  9  gezeigten  Methoden. 
Die  verteilte  Belastung  wird  hierbei  durch  Einteilung  in  kleine 
Abschnitte  in  Einzellasten  zerlegt. 

Die  Stelle  des  Maximalmomentes  findet  man  aus  der  Bedingung, 
daß  an  diesem  Punkte  die  Kraftsumme  aus  dem  Positiven  ins  Ne- 
gative übergeht.  Da  die  Belastung  verteilt  ist,  findet  dieser  Über- 
gang nicht  sprungweise  (wie  bei  den  Einzellasten  Fig.  93  c),  sondern 
allmählich  statt  (Fig.  96b).  An  der  Stelle  des  Maximalmomentes 
selbst  ist  wegen  dieses  allmählichen  Überganges  die  Eraftsumme 
direkt  gleich  Null,  wie  auch  Fig.  96  b  zeigt.  Zur  Bestimmung  des 
Maximalmomentes  dient  also  bei  verteilter  Belastung  die  Bedingung: 

Fällt  das  Maximdlmomrent  innerhalb  einer  verteilten  Bektatungj 
80  ist  seine  Stelle  dadurch  gekennzeichnet^  daß  hier  die  Kraftsumme 
gleich  Null  ist. 

Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  zur  eigentlichen  „Schichten- 
belastung'^  über.  Man  kann  letztere  nach  zwei  Methoden  be- 
handeln. 

1«  Elementare  Methode. 


Diese  werde  an  zwei  Beispielen  erläutert. 
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Erste  Aufgabe. 

Für  den  in  Fig.  102  gezeichneten  Balken  mit  zwei  verschiedenen 
Belastungen  ist  das  Maximdlmoment  zu  bestimment 
Die  Belastungen  pro  Längeneinheit  sind 

«1 «  250  kg/m  «  2,50  kg/cm, 
q^  =  400  kg/m  =  4,00  kg/cm. 

Also  betragen  die  entsprechenden  Gesamtbelastungen 

Q^  =  8,00 .  250  «  2000  kg, 
Qa  «  5,20 .  400  =  2080  kg. 


S,¥0 


9k'^^^ 


jff{'rS7s/fy) 


-  S,zonv 


Fig.  102. 


Bei  Berechnung  der  Auflagerdrücke  ersetzen  wir  die  verteilte  Be- 
lastung Qs  durch  ihre,  im  Schwerpunkte  angreifende,  Besultierende. 
Somit  ergeben  sich  die  Auflagerkräfte 

i=  2404  kg, 

«  1676  kg. 

Das  Mazimalmoment  finden  wir  aus  der  Bedingung,  daß  bei  ver- 
teilter Belastung  an  dieser  Stelle  die  Eraftsumme  gleich  Null  ist. 
Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  „gefährlichen  Querschnittes^^  m 
vom  Auflager  A  mit  x  (in  cm  gemessen),  so  muß  also  für  die 
Stelle  des  Maximalmomentes  sein: 


Also 


4—  (ö'i +  «2)^  =  0, 
2404  -  (2,50  +  4,00)  a?  -  0  . 
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Hieraus  ergibt  sieb 

2404 


(2,50  +  4,00) 
=  369,9  cm. 

Somit  ist  die  Stelle  des  Maximalmomentes  gefunden.   Zum  Scblusse 
berecbnen  wir  Jfmax  selbst: 

X  X 

X 

{q^x  ist  die  untere  verteilte  Last  zwischen  A  und  m;  —  also  der 

Abstand   ihrer   Eesultierenden   vom  Schnitte  m.     Entsprechend 
bei  Qi) 

x* 

-Wmax  =  +A  •  ÄJ  —  («1  +  ^2)  2" 

^aQ  Q2 

=  +2404  .  369,9  -  (2,50  +  4,00)^^^ 

=  444555  cm  kg. 

Somit  ist   das  größte  Moment,   daa  an  dem  Balken  vorkommt, 
bestimmt. 

Zweite  Aufgrabe. 

Für  den  in  Fig.  103  a  gezeichneten  Balken  ist  das  MaanmaU 
moment  zu  'bestimmen. 
Die  Belastungen  pro  laufenden  Meter  sind: 

q,  =  300  kg/m, 

5^2  =  ?8  =  öOO  kg/m. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gesamtbelastungen 

Qi  =  6,00.300  =  1800  kg, 
Q^  =  2,00 .  500  =  1000  kg, 
^3  =  1,60-500=    800  kg. 

Die  Strecken  1,20  m,  2,00  m,  0,90  m  usw.  in  Fig.  103a  nennen  wir 
die  „Belastungsstreoken^^. 

Um  die  Auflagerdrücke  zu  berechnen,  ersetzen  wir  diese  ver- 
teilten Belastungen  durch  ihre  Eesultierenden.  Von  der  über 
die  ganze  Balkenlänge  verteilten  Belastung  Q^  erhält  jodes  Auf- 
lager die  Hälfte.     Also  wird 

^1800       800 '1,10 +  1000 -3,80 
2     "^  6,00 

=  000  +  780  =  1680  kg, 


B  =  900  + 
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800.4,90  +  1000-2,20 


6,00 
=  900  +  1020 

=  1920  kg. 

[Kontrolle:  A  +  B  =  1800  +  1000  +  800 ;  also  auch  B  =  (1800 
+  1000  +  800)  -  A  .] 

a)  Aufsuehung  des  ,,gefährlieheii  Quersehnittes^^  ' 

Um  nun  die  Stelle  des  Maximalmomentes  zu  finden,  haben 
wir  wie  vorhin  die  Bedingung:  Liegt  das  Maximalmoment  inner- 
halb einer  verteilten  Belastung,  so  ist  seine  Stelle  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  für  sie  die  Kraftsumme  den  Wert  Null  hat.  Da 
wir  aber  in  Fig.  103  a  drei  verschiedene  verteilte  Belastungen  haben, 
muß  erst  entschieden  werden,  innerhalb  welcher  Belastungsstrecke 
das  Maximalmoment  auftritt.  Hierzu  dient  folgende  kleine  Über- 
schlagsrechnung : 

Für  die  Stelle  a  ist  die  Kraftsumme 

ö«== +1680 -1,20.  300, 

also  positiv,  wie.  man  ohne  weitere  Ausrechnung  erkennt.  Daraus 
folgt,  daß  von  dieser  Stelle  aus  die  Momente  noch  zunehmen;  das 
Maximalmoment  selber  liegt  also  weiter  nach  rechts.  Für  die 
Stelle  ß  dagegen  ist  die  Kraftsumme 

Qß  =  +1680  --  3,20 .  300  -  1000 

{Q^  =  1000  kg),  als  negativ.  Daraus  folgt,  daß  das  Maximalmoment 
bereits  links  von  diesem  Schnitte  liegt.  Zusammenfassend  folgt 
daraus,  daß  das  Maximalmoment  zwischen  oc  und  /},  also  inner- 
halb der  Belastungsstrecke  g, ,  liegen  muß. 

Nun  nehmen  wir  innerhalb  dieser  Belastungsstreolce  die  Stelle 
des  Maximalmomentes,  d.  h.  den  Abstand  o;,  zunächst  nach  Gut- 
dünken an,  bilden  für  diese  Stelle  den  Ausdruck  für  die  Kraft- 
summe Q  und  setzen  schließlich  Q  gleich  Null.  Hierdurch  er- 
halten wir  dann  eine  Gleichung  zur  Berechnung  des  Abstandes  x. 
Die  Kräfte  links  vom  Schnitte  sind:  der  Auflagerdruck  A, 
die  Belastung  q^  auf  der  Strecke  x  und  die  Belastung  ^2 
auf  der  Strecke  a?— 1,20.     Die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m 

ist  also: 

Q^  =  +A--q,'X^q,(x-  1,20) . 
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Aus    der  Bedingung ,    daß    diese    Eraftsamme   gleich    I^uU  sein 
muß, 

entisteht  somit  die  Gleichung 

(I)  +^  —  gi .  0?  —  q^(x  -  1,20)  =  0. 

Trennen  wir  hierin  die  bekannten  und  die  unbekannten  Glieder, 

so  ergibt  sich 

A  +g2-l>20  =  (gi  +^2)3?, 

,T  X                        ^  +  «2-1,20 
(la)  X  a« ^ — - —  . 

Jetzt  die  Zahlenwerte  eingesetzt,  wird 

^  1680  +  500-1,20 
^  300  +  500 

2280 

^"800 

=  2,80  m. 
Hiermit  ist  die  Lage  des  Maximalmomentes  gefunden. 

b)  Berechnung  des  Maximalmomentes. 

Die  eigentliche  Berechnung  des  Maximalmomentes  geschieht 
nun  in  gewohnter  Weise,  indem  wir  jede  Kraft  seitlich  vom  Schnitte 
mit  ihrem  Abstände  von  m  multiplizieren.  Die  verteilten  Kräfte 
werden  hierbei  natürlich  durch  ihre  Eesultierenden  ersetzt.  [Die 
liesultierende  der  Kraft  qix  liegt  in  der  Mitte  der  Länge  Xj  und 
die  Eesultierende  von  ^2  (^  —  1>20)  liegt  in  der  Mitte  der  Strecke 
x  —  1 ,20.]     Somit  ergibt  sich 

iü^max  =  +A  •  a?  -  fli  a?  •  -^  —  «2  (^  —  lj20) ^ — 

= +1680 . 2,85  -  300  Ä  _  500i?l«^iH0)! 

=  4788  -  1218  -  681 
=  2889  mkg. 

(Die  Abstände  sind  in  j^Meter''^  und  die  Lasten  in  „Kilogramm^' 
gemessen;  also  erscheinen  die  Momente  in  Meter-Kilogramm.) 

Wiederholung^  der  1.  Methode. 

In  den  vorhin  behandelten  Beispielen  haben  wir,  um  das 
Maximalmoment  zu  finden,  folgenden  Weg  beschritten :  Wir  unter- 
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suchen  zunächst  überschläglich,  innerhalb  welcher  Belastungs- 
strecke  die  Stelle  des  Maximalmoments  sein  wird  (Stelle  jjfn^^). 
Dann  bezeichnen  wir  den  Abstand  dieser  Stelle  mit  x  und  stellen 
nun  für  diese  Stelle  die  Querkraft  Q^  auf.  Diese  Querkraft  Q^ 
muß  aber  gleich  Null  sein;  denn  die  Stelle  des  Maximal- 
momentes bei  verteilter  Belastung  ist  ja  gerade  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  für  diesen  Punkt  die  Querkraft  den  besonderen 
Wert  „Null"  hat.  Wir  setzen  also  den  vorhin  für  Q«  auf- 
gestellten Ausdruck  gleich  Null  und  erhalten  hierdurch  eine 
mathematische  Gleichung,  aus  der  sich  der  Abstand  x  berechnen 
läßt.  Hiermit  ist  x,  d.  h.  die  Stelle  des  Maximalmomentes, 
gefunden. 

Die  eigentliche  Ausrechnung  des  Maximalmomentes  erfolgt 
dann  wie  bei  jedem  anderen  Moment. 

Znsatz:  Die  soeben  gezeigte  Methode  ist  die  elementarste, 
wie  sie  sich  aus  den  bisherigen  Untersuchungen  eigentlich  als 
selbsverständlich  ergibt.  Sie  hat  aber  den  Nachteil,  daß  man 
zunächst  die  Unbekannte  x  ausrechnen  muß  und  dann  erst  zu 
dem  eigentlich  gesuchten  Werte  Jfmaz  gelangt.  Hierdurch  ent- 
steht unerwünschte  Bechenarbeit. 


2.  Methode:  Durch  Zurtickttihning  auf  Kräftepaare« 

Eine  bedeutende  Ersparnis  an  Bechenarbeit  bei  der  Ermitt- 
lung  von  ifmax  läßt  sich  jedoch  auf  folgende  Weise  erzielen.  Aus 
der  vorhin  aufgestellten  Gleichung  (I)  ergibt  sich  zunächst: 

(Ib)  A  =  qix  +  qt(x  —  1,20) . 

D.  h.:  Für  die  Stelle  „m"  ist  der  Auflagerdruck  A  {bzw.  B) 
gleich  der  Summe  aller  seitlich  von  dieser  Stelle  befindlichen  Lasten. 
(Dieser  Satz  ist  ja  nichts  anderes  als  die  ursprüngliche  Bedingung 
Qm^O  in  anderer  Form,  nämlich  links  den  Auflagerdruck  und 
rechts  die  Lasten,  geschrieben.)  —  Nach  dieser  Aussage  können 
wir  nun  in  Fig.  103  a  die  Auflagerkraft  A  für  die  Berechnung  so 
in  zwei  Teile  A'  und  A"  spalten,  daß 

A'  =  q^*x    und    A''  =  q^{x  — 1,20) 

ist  (Fig.  103  b).  Hierdurch  wird  an  den  Kräften  nichts  geändert, 
denn  für  den  gefährlichen  Querschnitt  ist  ja 

A^A'  +  A^'-^^qi^x  +  q^ix—  1,20) . 
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Der  Vorteil  dieser  Zerlegung  ist  aber  der,  daß  jetzt  sämtliclie 
Kräfte  seitlich  vom  Schnitte  m  in  zwei  Elräftepaaren  dargestellt 
sind.  Denn  die  Auflagerkraft  A'  und  die  Kraft  q^x  bilden  ein 
Kräftepaar,  nnd  ebenso  die  Elraft  Ä'^  und  die  Last  q^ix-^lfiO). 
Die  Momentensiunme  für  den  Schnitt  m  ergibt  isich  also  gleich 
der  Summe  der  Momente  dieser  beiden  Kräftepaare  (vgL  Schluß 
von  161);  d.  h.,  es  ist 

-»fm«  -  2, «  2-  +  9.(«  -  1.20)  (l,20  +        ^'     ) . 


y«-*«»^! 


jTtj'ScoiiMniuumni] 


fi-ff-Äüi, 


\f-f920X^) 


fr 


^/X'fXO) 


Fig.  103. 


a>) 


X 

[Der  Abstand  zwischen  den  Kräften  A'  und  g^a?  ist  — ,  und  der 

a?— 1,20 
Abstand  zwischen  A'  und  q^{^  —  1,20)  ist  1,20  H ^ —  •  ]   Um 

den  obigen  Ausdruck  bequem  auszurechnen,  empfiehlt  es  sich, 
nicht  sogleich  die  Zahlenwerte  einzusetzen,  sondern  ihn  noch  etwa^ 
umzuformen : 


M 


mw  =  «la? .  —  +  q^{x  -  1,20) ^ — 


X" 


1,20«\ 
1,20« 


(äi  +  2i)  -g-  —  3«      2 
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Setzen  wir  nua  den  für  den  -  Abstand  x  gefundenen  Wert  ein 
[Gleichung  (la)],  so  wird 

\u;  ^ttmax  2(^1+^2)  ^         '  2 

Nach  dieser  Formel  arbeitet  es  sich  sehr  bequem,  da  man,  ohne 
erst  den  Abstand  x  ausrechnen  zu  müssen,  sofort  das  Maximal- 
moment hinschreiben  kann. 

« 

Erstes  Beispiel« 

Für  Fig.  103  würde  die  Ausrechnung  nach  dieser  Methode  er- 

firebcn  i 

(1680  +  600)«  1,20 

.      ^'°« 2T8ÖÖ 600—2- 

-     ^ 5198400  _ 

IGOO  ' 

=  3249  -  360  =  2889  mkg. 

Zweites  Beispiel. 

Der  in  Fig.  104  gezeichnete  Balken  trägt  die  drei  aufeinander- 

liegenden  verteilten  Belastungen  g^,  q2  und  q^.    Das  Maximalmoment 

ist  zu  bestimmen! 

Die  Belastungen  seien:    . 

31  =  400  kg/m ;  Q^  =  7,00  •  400  =  2800  kg, 
33  -  300  kg/m ;  g^  =  4,80  •  300  =  1440,kg, 
33  «  200  :kg/m ;      Q^  =  2,30  •  200  =«    460  kg. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Auflagerdrücke    / 

A  =  -J-2800  +  (1440  •  3,70.+  460  •  3,65)     ^ 


2  '  ' '     •'  ^    '  7,00 

=  2401  kg,' 
B  ^  (2800  +  1440  +  460)  -  2401       . 
«  2299  kg. 

Durch  eine  überschlägliche  —  im  Kopfe  ausgeführte  —  Berech- 
nung erkennt  man,  daß  die  £[raftsumme  für  den  Schnitt  ^  positiv 
und  für  den  Schnitt  ß  negativ  ist.  .  Der  gefährliche  Querschnitt 
liegt  also,  wie  auch  aus  der  Figur  zu  erwarten  ist»  innerhalb  der 
Belastung  Q, .     Das  Maximalmoment  ITmaz  bestimmen  wir  nun, 
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indem  wir  die  vorhin  aufgestellte  Gleichung  (H)  sinngemäß  anf 
Fig.  104  anwenden.    Dann  wird 

_(A  +  q,-  0,90  +  q,  •  2.20)«  0,90  09^2.20 

(2401  +  270  +  440)^ 
2T9ÖÖ ^^^  •  ^'^^  ~  *^^  *  ^'^^ 

9678321 


1800 
=■  5376,8  -  605,5 
=  4771,3  mkg 
=  477130  cmkg. 

r — 


-  121,5  -  484,0 


^i^a 


I 


U Lje^Ä?  —»i  I» \—»,70 1 »I 


Vi  >  »gy?c>n.~  I   —  r7,7i~iTi*'i'JI!'i'iTli'JK^'fTi  ■  ■■  nt         ' 
'^."i^Ai^liiiiiVMi'n'mVMlVlIjllBflliVilmillllllli 

I  ,  ^1 

(^ l'ZOOrrL    H 

Fig.  104, 

Wiederholung  der  2.  Methode. 

Diese  Methode  zur  Bestimmung  des  Maximalmomentes  be- 
steht darin,  daß  man  die  Belastung  seitlich  vom  gefährlichen 
Querschnitt  in  lauter  Eräftepaare  auflöst.  Der  Abstand  x  des 
gefährlichen  Querschnittes  wird  durch  die  Auflagerkraft  und  die 
Belastungen  ausgedrückt.    Hierdurch  entstehen  bequeme  Formeln 

zur  Berechnung  von  Jfmaz* 

Im  folgenden  Paragraphen  ist  nooh  ein  weiteres  Beispiel  behandeli 
und  auch  die  allgemeine  Regel  für  den  Aufbau  der  Formel  von  ifmu  ge< 
geben  (8.  322).    Formeln  fttr  verschiedene  Fälle  s.  §  64  b. 


§  62a. 
Y*  Belastungstall:  Kombinierte  Schichten-  and  Einzellasten. 

Eine  Verallgemeinerung   der  soeben   durchgenommenen  Be 
lastungsart  bildet  die  folgende  Aufgabe: 
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Für  den  in  Fig.  lOSa  gezeichneten  allgemeinen  FaU  eines  Balkens 
mit  verteilter  Belastung  und  EinzeUasten  ist  das  Maximalmoment  zu 
bestimmen! 

Dieser  Fall  möge  als  Beispiel  dienen,  wie  man  derartige  Auf* 
gaben  mit  zusammengesetzter  Belastung  zu  untersuchen  hat.  Die 
Lasten  seien  P^. ..  P^.  Hiervon  sind  Pg ,  Pj ,  P,  und  Pj  ver- 
teilte Belastungen.  Von  letzteren  beiden  werden  die  auf  die 
Längeneinheit  entfallenden  Beträge  entsprechend  p^  und  P|  ge- 
nannt.   Die  Durchrechnung  gestaltet  sich  folgendermaßen: 

I«  Berechnung  der  Auflagerkrätte« 

Es  ist  (Fig.  105  a) 

A«-|^  +  (P,-«,+P3.e8+P^.«4  +  P5.65  +  P6-^6)yf 
B^{P,  +  P^  +  P,  +  P^  +  P,+  Pe)  ~A. 

Diese  Auflagerkräfte  werden  zunächst  berechnet  und  sind  also  für 
die  folgende  Untersuchung  als  bekannte  Größen  zu  betrachten. 

n.  Die  Lage  des  getährliehen  Quersehnittes« 

In  Fig.  105  a  kann  der  gefährliche  Querschnitt  entweder  unter- 
halb einer  Einzellast  oder  innerhalb  einer  verteilten  Belastung 
liegen.  Beide  Möglichkeiten  müssen  untersucht  werden.  Augen- 
scheinlich kommt  in  Fig.  105  a  hauptsächlich  der  mittlere  Balken- 
teil für  das  Mazimalmoment  in  Frage.  Wir  beginnen  also  mit 
der  Stelle  »  (unmittelbar  links  von  der  Einzellast  PJ  und  stellen 
hierfür  die  Eraftsumme  auf: 

(I)  ö«  =  ^  -  Pi  •  &  —  Ps  •  0  -  Pg  . 

Dieser  Wert  möge  sich  bei  der  Ausrechnung  als  positiv  ergeben. 
Das  bedeutet  dann  nach  §  57,  II,  daß  der  gefährliche  Querschnitt 
weiter  nach  rechts  liegt. 

Wir  untersuchen  deshalb  die  Stelle  ß  (unmittelbar  rechts  von 
der  Einzellast  PJ  und  erhalten  hierfür  die  Eraftsumme 

Ergibt  sich  dieser  Wert  bereits  als  negativ,  so  ist  dadurch  ange- 
zeigt, daß  der  gefährliche  Querschnitt  unter  der  Last  P^  liegt. 
Dann  ist  also  die  Stelle  des  Maximalmomentes  gefunden.  Ergibt 
sich  aber  für  Qß  ein  positiver  Wert,  so  müssen  wir  noch  weiter 
suchen.    Wir  fassen  dann  die  Stelle  y  ins  Auge  und  finden: 
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Ist  dieser  Wert  negativ,  so  liegt  der  gefährliche  Querschnitt  links 
von  y ,  also  zwischen  den  Stellen  ß  und  y .  Ist  aber  Qy  positiv, 
so  liegt  die  Stelle  des  Maximalmomentes  noch  weiter  nach  rechts. 
Auf  diese  Weise  bestimmt  man  also  die  Stelle,  wo  das  Maximal- 
moment liegen  muß.     Bei  einer  Einzellast  muß  man  unmittelbar 


(C) 


Fig.  105. 


vor  und  nach  der  Last  untersuchen,  weil  sich  hier  die  Eraftsumme 
sprungweise  änd^t.  Bei  einer  verteilten  Belastung  unters^uclit  man 
nur  die  Stellen,  wo  eine  Änderung  in  der  Belastung  (Aufhören  der 
Belastung  oder  Hinzukommen  einer  neuen  Belastung)  stattfindet. 
Der  gefährliche  Querschnitt  ist  stets  der  Punkt,  an  dem  man,  von 
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links  nach  rechts  gehend^  zum  erstenmal  auf  eine  negative  Kraft- 
summe  stößt. 

Zusatz:  Die  Ausdrücke  für  die  Kraftsummen  sind  bereits  so 
aufgestellti  daß  man  die  Werte  Q  leicht  auseinander  folgern  kann. 
Da  es  nur  darauf  ankommt,  zu  entscheiden,  ob  das  betreffende  Q 
noch  positiv  oder  schon  negativ  ist,  so  braucht  man  die  Aus- 
rechnung natürlich  nicht  genau  durchzuführen,  sondern  es  genügt 
eine  schnelle  Überschlagsrechnung. 

m.  Berechnung  des  Maximalmomentes. 

Bei  der  Berechnung  des  Maximalmomentes  müssen  nun  die 
beiden  Fälle  auseinandergehalten  werden: 

1)  Der  gefährliche  Querschnitt  liegt  innerhalb  einer  verteilten 
Belastung; 

2)  der  gefährliche  Querschnitt  liegt  unterhalb  einer  Einzellast. 


i.  Der  gefährliche  Querschnitt  liegt  in  einer  verteilten  Belastung. 

Der  Bechnxmgsgang  ist  dann  genau  derselbe  wie  in  §  62 
(Schichtenbelastung):  Zunächst  wird  die  genaue  Lage  des  gefähr- 
lichen Querschnittes  bestimmt  aus  der  Bedingung,  daß  für  diese  Stelle 
die  Querkraft  Q  gleich  Null  ist;  bzw.,  daß  für  diese  Stelle  die  nach 
oben  zeigende  Kraft  A  gleich  der  Summe  der  nach  unten  zeigenden 
Lasten  ist  {Q^  =  0) .  Hierdurch  ergibt  sich  eine  Formel  für  den 
Abstand  x .  Dann  wird  die  eigentliche  Berechnung  von  IT maz  vor- 
genommen. Und  zwar  in  elementarer  Weise,  oder  —  besser  — 
durch  Einteilung  der  Elräfte  in  lauter  Kräftepaare. 

Für  Fig.  105b  würde  sich  hiernach  ergeben:  Für  die  Steilem  ist 

d.  h. 

A=pia>  +  p^ix  —  a)  -f  Pg  -f  P4, 

Hieraus  folgt  zunächst  für  x  der  Ausdruck: 


X  = 


Pi  +Pi 


Das  Maximalmoment  Jfmax  ergibt  sich  nun  am  einfachsten,  indem 
wir  den  Auflagerdruck  Ä  in  die  Teilkräfte  p^x  usw.  zerlegt  denken 
und  hierauf  die  Momente  der  so  entstandenen  Kräftepaare  addieren. 
Dann  wird  (Fig.  105  b) 

(III)     ifn,ax  =  Pia^-f  +  P8(a?  -  a)  [a  +  ^^)  +  P,d  +  P^b. 

Fischer,  Statik.  21 
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MmtLx  ^  Vi(X! •  ^  +  Piix  —  a)  \^  +  ^j  +  P^  ^ d  +  P^'b 

o  o 

=  (Pl  +  P2)  |- -  P2  |- +  ^S  •  <?  +  ^4  •  6  . 

Jetzt  setzen  wir  den  oben  fär  x  gefundenen  Wert  ein  und  erhalten 

Hiermit  ist  das  Maximalmoment  bestimmt.  Der  Ausdruck  ist  für 
das  praktische  Eechnen  sehr  bequem,  weil  man  nur  mit  den  ge- 
gebenen Abständen  a ,  b ,  d  zu  arbeiten  braucht. 

ZuBaiz:  Es  wird  dem  Leser  ein  leichtes  sein,  die  Formel  für 
jede  beliebige  andere  Belastung  anzuwenden.  Im  Nenner  des 
Bruches  stehen  stets  die  Belastungen  pro  Längeneinheit,  durch 
die  der  Schnitt  geht.  Im  Zähler  steht  zunächst  der  Auflager- 
druck A.  Hierzu  werden  —  kurz  ausgedrückt  —  addiert  die 
Belastungen  der  Lücken  und  subtrahiert  die  bereits  vor  dem 
Schnitte  aufhörenden  Belastungen.  Dann  folgen  die  Momente  der 
Lücken  (mit  negativen  Vorzeichen)  und  die  Momente  der  bereits 
vor  dem  Schnitte  beendeten  Lasten. 

Dieses  ist  also  die  allgemeine  Begel,  nach  der  man  bei 
Schichtenbelastungen  das  Maximalmoment  direkt  hinschreiben 
kann. 


2,  Der  gefährliche  Qtterschnitt  liegt  unterhalb  einer  Einzell<i8t. 

Dann  ist  die  Ermittlung  des  Maximalmomentes  insofern  ein- 
facher, als  der  Abstand  des  gefährlichen  Querschnittes  nicht  erst 
berechnet  zu  werden  braucht.  Man  kann  somit  ifmaz  direkt 
nach  der  ursprünglichen  Formel  hinschreiben  (Fig.  105  c): 

b  c 

(IV)  JLrmax  =  ^-&—   Pi&  2-  —  P2C-2  — -Ps-^- 

Besser  ist  es  jedoch,  auch  hier  das  Moment  if  max  durch  die  Momente 
von  Kräftepaaren  darzustellen.  Allerdings  ist  jetzt  der  Auflager- 
druck A  nicht  gleich  der  Summe  sämtlicher  Lasten  seitlich  vom 
Schnitte  (denn  die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m  in  Fig.  105  c 
ist  ja  nicht  gleich  Null),  sondern  der  Auflagerdruck  überwiegt  die 
nach  unten  zeigenden  Kräfte  um  den  Betrag 
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Diesen  in  A  enthaltenen  Melirbetrag  müssen  wir  also  bei  der  Be- 
rechnung der  Momentensnmme  besonders  nehmen.  Insgesamt  er- 
gibt sich  demnach 

(IV  a)     Ifmax  =  {Ä  —  pib''P20  —  P^)h  +  Pib—  +  p2C'h  +  Pf^'d. 

Der  in  der  runden  Ellammer  stehende  Ausdruck  ist  bereits  be- 
kannt, da  er  nichts  anderes  als  die  Kraftsumme  Q^  ist,  und  diese 
schon  bei  der  Aufsuchung  des  gefährlichen  Querschnittes  gebraucht 
wurde.  Somit  läßt  sich  das  Maximalmoment  immer  sehr  schnell 
nach  der  obigen  Formel  ausrechnen. 

Zusatz:  Die  zuletzt  entwickelte  Methode  kann  man  übrigens 
auch  für  jede  andere  Stelle  des  Balkens  benutzen,  um  die  zu- 
gehörige Momentensumme  zu  berechnen:  Von  dem  Auflagerdruck  A 
(bzw.  B)  teilt  man  zunächst  die  Kraftsumme  Q  des  betreffenden 
Schnittes  ab  und  multipliziert  sie  mit  dem  Abstände  des  Schnittes 
vom  Auflager.  Die  übrigen  Kräfte  lassen  sich  dann  zu  Kräfte- 
paaren zusammenfassen.  Deren  Momente,  zusammen  mit  dem 
Moment  der  Kraftsumme  Q ,  ergeben  die  gesuchte  Momentensumme 
des  betreffenden  Querschnittes.  Ist  die  Kraftsumme  des  betreffen- 
den Schnittes  gleich  Null  (Fig.  105b),  so  kommt  man  auf  diese 
Weise  natürlich  zu  den  früheren  Formeln  (III)  bzw.  (III  a).  Ist 
sie  negativ,  so  erhält  das  statische  Moment  von  Q  das  negative 
Vorzeichen. 

§63. 

YL  und  TU.  Belastnngslall :  Dreiecks-  und  Trapezlast 

Die  sog.  Belastnngshöhe. 

I.  Dreleekslast. 

Der  in  Fig,  106  gezeichnete  Balken  ist  durch  eine  dreieckförmig 
verteilte  Last  P  belastet.    Das  Maximalmoment  ist  zu  bestimmen! 

Die  Eesultierende  dieser  dreieckförmig  verteilten  Belastung 
greift  im  Schwerpunkte  der  Dreieckfläche,  also  in  der  Entfer- 
nung ^l  vom  Punkte  -B,  an.     Somit  werden  die  Auflagerdrücke 

P-  ^l 
4  =  ±-^  =  iP;  P  =  |P. 

Der  Abstand  des  gefährlichen  Querschnittes  vom  Auflager  A  wird 
wieder  mit  x  bezeichnet.  Zu  seiner  Bestimmung  dient  die  Gleichung 

worin  P'  die  links  vom  gefährlichen  Querschnitte  befindliche  Last 
bedeutet.  Um  aber  in  diese  Gleichung  den  gesuchten  Abstand  x 
hineinzubringen,  müssen  wir  noch  P'  durch  x  und  den  gegebenen 
Wert  P  ausdrücken.     Dieses  geschieht  nach  dem  geometrischen 

21* 
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Satze,  daß  die  Inhalte  ähnlicher  Dreiecke  sich  Terhalten  vie  die 
Quadrate  entsprechender  Seiten.    Hierana  ergiht  sich  nämlich 

P--P^. 
Hiermit  geht  die  obige  Gleichnug  üher  in: 


Durcb  diesen  Aasdruck  ist  die  Xiage  des  gefäbrlicheD  Querscbnittes 
bestimmt.     Man  erkennt,  daß  er  innerhalb  der  Spannweite  stets 


^  ff 

(■'APi  ^pj 


Fig.  100. 

eine  bestimmte,  von  der  Qrdße  der  Last  P  aoabhäDgige  Stelle 
einnimmt  (ähnUcIi  wie  bei  gleichmäßig  verteilter  BeUstnng). 

Seitlieh  vom  gefährlichen  Querschnitte  haben  wir  nun  ein 
Kräftepaar,  bestehend  ans  den  beiden  Kräften  A  und  P'.  Der 
Abstand  zwischen  diesen  ist  ^a;.    Somit  wird  das  Maximalmoment 

-\p-\%mii, 

3f«.. -0,128 P(. 
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Zusatz:  Bei  dreieckförmiger  Belastung  liegt  der  gefährliche 
Querschnitt  nicht  etwa  unter  dem  Schwerpunkte  der  Belastung 
—  wie  oft  fälschlich  angenommen  wird  — ,  sondern  ziemlich  nahe 
der  Mitte  des  Balkens.  Die  dreieckförmig  verteilte  Belastung  ver- 
hält sich  in  dieser  Hinsicht  also  ähnlich  wie  die  gleichmäßig  ver- 
teilte Belastung.  Auch  die  Mazimalmomente  dieser  beiden  Be- 
lastungsarten sind  sehr  wenig  voneinander  verschieden.  Wir  haben 
nämlich 

für  gleichförmig  verteüte  Last :     if max  '^iPl^  0,125 P l , 
„     dreieckförmig     „  „    :     Jlfmax  *=  0,128 PZ . 

Aus  diesem  Grunde  rechnet  man  in  der  Praxis  häufig  das  Maximal - 
moment  auch  für  dreieckförmige  Belastung  einfach  so,  als  ob  die 
Belastung  gleichförmig  verteilt  wäre,  also  nach  der  Formel 
^max==  iPl'  Man  beachte  aber,  daß  diese  Ähnlichkeit  mit  der 
gleichmäßig  verteilten  Belastung  nur  für  das  Maximalmoment, 
aber  nicht  für  die  Auflagerdrücke  giltl 

Beispiel. 

Auf  dem  Balken  Fig.  106  ruht  eine  dreiecicförmige  Mauer  auf. 
Das  Profil  des  Trägers  ist  zu  bestimmen  l  (Zulässige  Biegungs- 
spannung Je  =  1200kg/qcm.) 

Die  Abmessungen  der  Mauer  seien: 

Grundlinie Z  =-  7,20  m ; 

Stärke d  =  0,25  m: 

Höhe  (über  dem  Auflager  B)  h  =-  6,00  m. 

Das   Gewicht  von  1  cbm   Mauerwerk   (das   ^jSpezifische  Oewicht'^) 

^«*'"«"  .  =  1600  kg. 

Es  ergibt  sich  der  Eeihe  nach: 

Gesamtlast    P  =  —Ihds 

-  ^  7,20 . 6,00 . 0,25  •  1600 

=  8640  kg; 
Maximalmoment    Jf^ax  =  0,128  •  8640  •  720 

=  796  300  cmkg, 
„          796300       .^,       , 
^'^-  -  ^2ÖÖ ^^^  '^  • 

Gewählt  Grey  22  S  mit  JF  =  671  cm». 
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II«  Einschaltung:  Die  sog,  Belastungshöhe  und  Beiastuiigsnäche, 

Wir  haben  soeben  die  Wirkung  einer  dreieckförmigen  Auf- 
mauerung  von  überall  gleicher  Stärke  untersucht.  Hierbei  war 
es  selbstverständlich,  daß  wir  die  durch  die  Aufmauerung  hervor- 
gerufene Belastung  ebenfalls  durch  ein  Dreieck  darstellten.  Wenn 
nun  aber  die  Mauer  an  den  verschiedenen  Stellen  verschiedene 
Stärken  gehabt  hätte,  so  wäre  es  nicht  mehr  zulässig  gewesen, 
die  eigentliche  Belastung  der  Mauer  ebenfalls  durch  ein  Dreieck  zur 
Darstellung  zu  bringen.  Dann  hätte  vielmehr  diese  dreieckförmige 
Aufmauerung  eine  ganz  anders  gestaltete  Belastung  abgegeben. 

Bevor  wir  in  der  eigentlichen  Berechnung  der  Querkräfte 
und  Momente  weitergehen,  wollen  wir  uns  jetzt  klar  machen,  wie 
man  die  Wirkung  einer  derartigen  ungleich  starken  Aufmauerung 
od.  dergl.  überhaupt  zur  Darstellung  bringen  kann.  Aufgabe: 

Der  in  Fig.  107a  gezeichnete  Balken  trä0  eine  unregelmäßige 
Aufmauerung.  Die  Belastungen  der  einzelnen  Stellen  sind  zeichnerisch 
darzustellen! 

Die  Stärken  der  Mauer  sind: 

im  unteren,  rechteckigen  Teile:  dj  =  0,51  m, 
„  oberen,  dreieckförmigen  „*  dg  =  0,25  m, 
„         „        trapezförmigen   „         d^  =  0,38  m. 

Die  übrigen  Abmessungen  sind  aus  Fig.  107  a  zu  entnehmen.  Das 
spezifische  Gewicht  von  Mauerwerk  ist  1600  kg/cbm  =  1,60  t/cbm. 

Wäre  die  Mauer  überall  gleich  stark,  so  würde  Fig.  107a 
direkt  eine  Darstellung  der  Belastung  des  Trägers  geben.  Jetzt 
aber,  bei  den  verschiedenen  Stärken  der  Mauer,  ist  die  Ansicht 
derselben  durchaus  kein  maßgebendes  Bild  für  die  Belastung  des 
Balkens.  Denn  durch  die  Verschiedenheit  der  Mauerdicken  an 
den  einzelnen  Stellen  des  Balkens  kann  es  sehr  wohl  vorkommen, 
daß  eine  Stelle  mit  hoher  Aufmauerung  weniger  zu  tragen  hat, 
als  eine  andere  Stelle  mit  geringer  Mauerhöhe  (aber  größerer 
Mauerdicke). 

Um  nun  eine  richtige  Darstellung  von  den  zu  den  einzelnen 
Balkenpunkten  gehörigen  Auflasten  zu  erhalten,  wollen  wir  eine 
kleine  Strecke  u  herausgreifen  (Fig.  107  a).  Auf  diese  entfällt  von 
dem  unteren,  rechteckigen  Teile  der  Mauer  eine  Last 

P'=  U'hi'di's{kg), 

und  von  dem  oberen,  dreieckförmigen  Teile  der  Mauer   entfällt 

eine  Last 

P''=ru'h'd2's{kg). 
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Insgesamt  gehört  also  zu  dem  Balkenstück  u  eine  Auflast 

P  =  P'+  P'' 

worin  p'  zur  Abkürzung  von  hi'di-8  und  p"  zur  Abkürzung  von 
h'di'S  gesetzt  ist. 

Aus  den  obigen  Formeln  ergibt  sich  nun  eine  anschauliche 
Darstellung  der  zu  der  Strecke  u  gehörigen  Auflast.  Tragen  wir 
nämlich  die  Werte  p'  und  p^'  rechtwinklig  zu  u  als  jjBel<i8tung8' 
höhen^^  auf  (Fig.  107  b)  und  nennen  die  in  Fig.  107  b  über  u  liegende 
schraffierte  Fläche  die  j^BeUtstungafidohe^^  des  Elementes  i« ,  so  ist 
der  Inhalt  dieser  Belastungsfläche: 

f=  U*p^+  U'P^\ 

Der  Inhalt  f  der  BelMtungsfldche  gibt  also  die  zu  der  Strecke  u  ge- 
hörige Auflast  an. 

Man. erkennt  aus  dieser  Darstellung,  wie  sehr  der  Streifen 
u-hi  in  Fig.  107  a  den  Balkenteil  u  mehr  belastet  als  der  Streifen 
U'h^  trotzdem  die  Höhen  h  und  h^  der  Streifen  gleich  groß  ge- 
nommen wurden.  Dieses  rührt  natürlich  von  der  verschiedenen 
Stärke  der  Mauer  her.  Aus  der  bloßen  Ansichtszeichnung  der 
Mauer  (Fig.  107  a)  kann  man  aber  den  Unterschied  in  den  Be- 
lastungen nicht  folgern.  Hierzu  bedarf  es  vielmehr  der  Au&tellung 
der  Belastungshöhen  p'  und  p'\ 

In  derselben  Weise  kann  man  nun  für  jede  andere  Stelle  des 
Balkens  durch  Bestimmung  der  Belastungshöhen  ein  richtiges  Bild 
von  der  betreffenden  Auflast  gewinnen.  Zweckmäßigerweise  wird 
man  hierbei  zunächst  die  Stellen  herausgreifen,  in  denen  eine  Be- 
lastung aufhört  oder  eine  neue  Belastung  hinzukommt  (Stellen  Uu 
Uj,  Wa  nnd  1*4  in  Fig.  107  a). 

Für  die  Stelle  u^  ergibt  sich  folgende  Belastungshöhe:  Infolge 
der  unteren,  rechteckigen  Mauer  ist  die  Auflast 

Pl=  Ui'  Äi  di8 

=  Wi .  1,30 . 0,51  •  1600 
—  wi .  1061 . 

Bei  Berechnung  des  von  der  oberen  Mauer  herrührenden  Last- 
anteils wollen  wir  annehmen,  daß  die  Länge  %  unendlich  klein 
sei.  Dann  ist  nämlich  der  über  u^  liegende  Mauerstreifen  unendlich 
schmal,  so  daß  wir  als  seine  Höhe  einfach  die  Höhe  h^  einführen 
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können.   Angensoheinlicb  wird  dorcb  diese  Annahme  die  Brinittlnng 
der  2a  »i  gehörigen  Auflast  erheblich  Tereiniacht,  da  wir  keine 
neaen  Höheo  anszurechnen  braachen.    Somit  wird 
Fi'  =  %-h,d}8 

=  «1-1,70 -0,25 -1600 


—l  •  ^.oom.  ■ 


~Z  '  ^.O0rn.— 


(a 


.■r.aam. 

i. 


lmS,OOl7l,- 


'fem  '  ÄW^5^ 
Fig.  107. 

Insgesamt  ist  also  die  za  u,  gehörige  Auflast 
Pi  -  Pi  +  P," 

-M,-1061 +«1-680. 
Die  Tou  der  unteren  bzw.  oberen  Aufmauerung  herrührenden  Bo- 
lastongshöhen  des  Stabelementes  u,  sind  demnach: 

p[  =  1061  kg/m    b2w.    p,"  =  680  kg/m. 
Dieee  Belastungshöhen  bekommen  die  BenenmiDg  kg  pro  m  (kg/m), 
denn    sie    ergeben   mit  der  Länge  u  multiphziert  eine  Lagt  P 
(kg/m  X  m  =  kg). 


—    329    — 

Wenn  wir  nun  diese  Höhen  pt  '^^^  V\  ^^^  ^^^  (unendlich 
kurzen)  Balkenelement  i^  auftragen  (Fig.  107  b),  bekommen  wir 
ein  richtiges  Bild,  in  welcher  Weise  die  verschiedenen  Aufmaue- 
rungen den  Balken  an  dieser  Stelle  belasten.  Der  Inhalt  ^  der 
über  tt|  befindlichen  „Belastungsfläche''  stellt  wiederum  graphisch 
die  zu  ii|  gehörige  Auflast  dar;  denn  es  ist 

In  entsprechender  Weise  bringen  wir  die  auf  dem  Balken- 
element i«2  0^^-  107  a)  ruhende  Auflast  zur  Anschauung.  Die 
Länge  von  v^  nehmen  wir  unendlich  klein;  d.  h.  wir  bestimmen 
die  Belastungshöhen  gerade  über  dem  Auflager  A.  Infolge  der 
unteren  y  rechteckigen  Mauer  ist  die  Belastungshöhe  die  gleiche 
wie  für  das  Element  Ui ;  denn  die  untere  Mauer  ändert  sich  weder 
in  Stärke  noch  Höhe.    Es  ist  also 

p^  =  p(  —  1061  kg/m. 

Infolge  der  dreieckförmigen  Mauer  ist  die  Belastungshöhe  gleich 
Null,  da  diese  Mauer  über  u^  die  Höhe  Null  hat.  Die  gesamte 
Belastungshöhe  für  u^  ist  also: 

Pa  =  1061  kg/m. 

Zum  Schlüsse  bestimmen  wir  die  Belastungshöhen  für  die  Balken- 
elemente Kg  und  u^  (also  immer  am  Anfange  und  am  Ende  einer 
Belastung).     Für  u^  ist  die  Auflast 

Ps  -» 113  •  %!  di«  +  II,  •  Ag  ds« 

=  t«,  •  1,30  •  0,51 .  1600  +  tij  .  1,70 . 0,38  •  1600 
=  «3  •  1061  +  «8  •  1034 . 

Die  Belastungshöhen  an  der  Stelle  u^  sind  also  infolge  der  unteren 
bzw.  oberen  Mauer: 

p^  «  1061  kg/m    bzw.    pi"  =  1034  kg/m. 

Für  114 ,  d.  h.  für  die  über  Punkt  B  befindliche  Stelle  des  Balkens, 
ergeben  sich  die  entsprechenden  Belastungshöhen  (man  rechne  sie 
selber  aus!): 

pi  =  1061  kg/m    bzw.    pi"  =  790  kg/m. 

Somit  haben  wir  für  die  Knickpunkte  der  Last  die  Belastungs- 
höhen aufgestellt.  Da  sich  zwischen  diesen  Punkten  die  Belastung 
gleichmäßig  ändert,  ergeben  sich  die  Belastungshöhen  für  die 
anderen  Stellen  des  Balkens,  indem  wir  die  Endpunkte  der  zu- 
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nächst  bestimmten  Belastungshöheu  durch  gerade  Linien  verbinden. 
Auf  diese  Weise  entsteht  die  „Belastungsfläche''  des  gesamten 
Balkens.  Sobald  diese  aufgezeichnet  ist,  kann  man  für  jede  Stelle 
die  zugehörige  Belastungshöhe  aus  der  Figur  entnehmen. 

Zti^ammenfassung:  Bei  vielen  Aufgaben  ergibt  die  Ansichts- 
zeichnung (bzw.  Orundrißzeichnung)  der  Belastung  kein  erschöpfen- 
des Bild  von  der  eigentlichen  Auflast  an  den  verschiedenen  Stellen 
des  Balkens.  In  solchen  Fällen  bestimmen  wir  die  „Belastungs- 
höhen'' der  einzelnen  Punkte,  indem  wir  an  der  betreffenden 
Stelle  eine  unendlich  kleine  Balkenstrecke  u  betrachten  und  deren 
Auflast  als  Produkt  von  u  und  einem  Faktor  p  darstellen. 
Letzterer  —  in  kg/m  (oder  kg/cm  od.  dgl.)  gemessen  —  ist  dann 
die  „Belastungshöhe"  des  untersuchten  Punktes.  Aus  den  Be- 
lastungshöhen folgt  die  „Belastungsfläche"  des  ganzen  Balkens. 
Sobald  letztere  bekannt  ist,  ergibt  sich  die  zu  irgendeiner  Balken- 
strecke gehörige  Auflast  dargestellt  durch  den  Inhalt  des  über 
dieser  Strecke  liegenden  Teiles  der  Belastungsfläche. 


ro.  Trapezbeiastung. 

Für  eine  trapezförmige  Belastungsfläche  ist  das  Maximalmoment 
zu  bestimmen! 

Die  Belastungshöhen  seien  p^  und  (pi  +  p^  (Fig.  108).  Durch 
eine  horizontale  Hilfslinie  werde  die  Belastung  in  ein  Bechteck 
und  ein  Dreieck  zerlegt.     Dann  ergeben  sich  die  Auflagerdrücke 

^2  ^^^+3     2 

1         7_l_    1  7 

•=  2"^!    "*"'6  ^*^ 

^=  2-^1^ +  "3^2^  • 

a)  Der  gefährliche  Querschnitt  m  habe  von  A  die  Entfernung  x . 
Zu  seiner  Bestimmung  dient  natürlich  die  Bedingung,  daß  Q^  =  0 , 
d.h. 

sein  muß,  wenn  P'  die  links  von  m  befindliche  Auflast  bedeutet. 
Wenn  man  die  Last  P'  direkt  durch  den  Inhalt  des  Trapezes 
Aamm  (Fig.  108)  ausdrückt,  kommt  man  schließlich  auf  eine 
etwas  unbequeme  quadratische  Gleichung.  Besser  ist  es,  die  Hil&- 
längen  v  und  w  in  Fig.  108  einzuführen,  und  zwar  ist  w  unbe- 
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kanDt,  da  es  von  der  Lage  des  gefährlichen  Querschnittes  abhängt, 
während  v  bekannt  ist,  da  nach  Fig.  108 


also 


t>  =  zP^ 


Pi 

ist.     Fach  Einführung  dieser  HilMängen  ergibt  sich  für  P'  der 

Ausdruck: 

P'=  Dreieck  0mm  —  Dreieck  OaA 

1  1 

1      p,w       1 

(Es  ist  p:pi  =  io:t?;     folglich    p  =  Pi— .) 

Somit  wird  die  zur  Bestimmung  des  gefährlichen  Querschnittes 

dienende  Gleichung: 

A^P', 

1  7     1       1  7  1      Pl         «  1 

Hieraus  folgt  der  unbekannte  Abstand  w: 

—  ^ic«  = -pi(Z  +  «)  + -Pj  Z , 


w*  =  — 
Pi 

[2Pi(^  +  *)+  ßPi^J 

0     Pi 

Nun  ist  aber 

mithin 

p,:pi -=?:«, 

Pi 

Der  obige  Ausdruck  für  w  nimmt  also  die  einfache 

w*-v(f  +  v)  +  jl>, 

w  =    /»( 

J  +  «)  +  1" . 

Die  Beihenfolge  der  Eechnungen  bei  Aufsuchung  des  gefährlichen 
Querschnittes  ist  also  folgende:  Zunächst  bestimmen  wir  aus  der 


Spannweite  l  and  den  BelastangBfaötien  p,  nnd  p,  die  Lage  dea 
Punktes  C  duich  die  Beziebnnf;: 


Bann  berectinen  wir  den  Abstand  w  des  gefährlichen  Qaerscbnittes 
vom  Punkte  C: 


(11) 


«>=|/t.(H-e)  +  -^. 


Und  schließlich  finden  wir  den  gesuchten  Abstand  x  von  m  bis 
mm  Auflager  A: 

(m)  «  =  »  —  ». 


TI 

/•^-r: 

1 

.^ , 

-a? H 

r 

;^ 

* — 2 

-72J 

b)  Das  Maxitnalmoment  selber  ergibt  sich  nan  aus  dem  Kräfte- 
paar  A,  P'  (Fig.  108): 

J^mai-P'-Jc', 

worin  x'  der  Abstand  des  Schwerpunktes  dea  Belastungstrapezes 
Aamm  vom  Funkte  A  ist.    Sun  ist  (s.  Znsammenstellnng  in  §  55) 


av) 


x' 

it  p,  +  2p 
3    Pi  +  P 

p- 

-{«(P.  +  P) 

1 

2 

-fe, +  ?)•!■■ 

P,  +  2p 
Pi  +  P 

(P>  +  2P)- 
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Die  Belastnngsböhe  p  hatten  wir  bereits  durch  die  Formel  aus- 
gedrückt: 

V 

80  daß  in  Gleichung  (lY)  sämtliche  zur  Berechnung  von  Jfmax  er- 
forderlichen Stücke  bekannt  sind.  Mit  Hilfe  des  obigen  Ausdruckes 
für  p  kann  man  die  Formel  (lY)  auch  schreiben: 

(IVa)  Jf  max  =  Vi  X^        g^         • 

Übungsaufgabe:  Ein  Balken  von  Z  =>  6,00  m  Länge  trägt  eine 
0,25  m  starke,  trapezförmige  Aufmauerung,  deren  Höhe  über  dem 
Auflager  A  gleich  2,50  m  und  über  dem  Auflager  B  gleich 
2,50  +  6,25  =  8,75  m  ist.    Welches  I N.  P.  ist  zu  wählen  t 

(Ä  =  1200  kg/qcm ;      b  =  1600  kg/cbm.) 
Lösung : 

Pi  =  1000  kg/m;       p^  =  2500  kg/m, 

t;  =  2,40  m;      «?  =  5,67  m;      o?  =  3,27  m, 

Jf max  =  1 020280  cmkg;     W^  850  cm« ;    I N.  P,  34 . 

Zusatz:  Auch  bei  trapezförmiger  Belastung  kann  man  —  wie 

bei  Dreieckslast  —  angenähert  das  Maximalmoment  nach  der  für 

PI 
gleichmäßige  Belastung  gültigen  Formel  M  «  —^  berechnen. 

o 


§64. 
Till.  Belastungstal] :  Indirekte  Belastung. 

Bisher  handelte  es  sich  stets  um  direkt«  Belastung.  Wirkt 
eine  Belastung  indirekt,  d.  h.  durch  Vermittlung  einer  Zwischen- 
konstruktion, auf  einen  Balken,  so  muß  man  im  allgemeinen 
zunächst  die  Auflagerdrücke  der  Zwischenkonstruktion  (Quer- 
träger in  Fig.  108  ^a)  berechnen  und  diese  Drücke  als  direkt 
wirkende  Lasten  einführen.  Die  weitere  Berechnung  gestaltet 
sich  dann  also  nach  Belastungsfall  I  (direkt  wirkende  Einzel- 
lasten). 

Bei  einigen  Aufgaben  kann  man  aber  diesen  etwas  umständ- 
lichen Weg  vermeiden  und  mit  der  indirekten  Belastung  selbst 
rechnen. 
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L  Die  Krattsammen  Q  bei  indirekter,  gleichmäBIg  Yerteiiter  Belastung. 

Um  bei  der  in  ilg.  108®  dargestellten  gleichmäßig  verteilten^ 
indirekten  Belastung  für  die  verschiedenen  Querschnitte  des  Balkens 
die  Querkraft  zu  finden,  wollen  wir  zunächst  den  Übergang  der 
Kraft  von  den  Längsträgern  auf  die  Hauptträger  feststellen.  Die 
Entfernung  der  einzelnen  Querträger  voneinander  (die  sog.  Feld- 
weite)  werde  mit  X  bezeichnet.  Ist  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit gleich  q ,  so  trägt  jeder  Längsträger  (L)  g  •  A  kg  und  übt 
also  einen  Auflagerdruck  von  ^  g  •  A  aus.  Dieser  Druck  geht  nun 
durch  Vermittlung  der  Querträger  auf  den  Hauptträger,  und  zwar 
übertragen  der  erste  und  der  letzte  Querträger  je  einen  Auflager- 
druck und  die  mittleren  Träger  je  zwei  Auflagerdrücke.  Wenn 
wir  also  eine  indirekt  wirkende,  gleichmäßig  verteilte  Belastung 

haben,  so  ist  der  Träger  zu  be- 
rechnen für  das  in  Fig.  108  **b 
dargestellte  System  von  di- 
rekt wirkenden  Einzellasten. 
Wir  haben  demnach  für  den 
Schnitt  1: 


iiiiMiMiHiiiiiiiiiiiiiuiiiiiiiiimmi  IM  iiiiiii 


jS' 


Fig.  108 


e.=3(|-4). 


X 

2  ♦ 


l       X 

Nun  ist  die  Strecke  —  —  -^  die  Entfernung  der  Mitte  des 

ersten  Feldes  bis  zu  der  Mitte  des  Trägers.  Die  Kraftsumme  für 
den  Schnitt  1  ist  also  gleich  dem  Produkt  aus  der  Belastung  pro 
Längeneinheit  und  der  Entfernung  zwischen  Feldmitte  und  Träger- 
mitte. Dieser  Wert  für  die  Querkraft  ergibt  sich  auch  für  jeden 
anderen  Schnitt,  der  im  ersten  Felde  gelegt  wird,  da  für  alle  diese 

Schnitte  Q  =«  -f  J.  —  g  •  —  ist. 

Li 

Um    diesen   Ausdruck   graphisch   darzustellen,    zeichnen    wir 
(Fig.l08°c)A'C'  =  -B'i>'=g~,  loten  die  Mitte  von  Feld  1  hin- 

Li 

unter  und  finden  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke: 


^'•*2       \2       2/- 2' 


.  12       2 

2 

Die  mit  Qi  bezeicbDete  Strecke  stellt  also  die  Kraftsumme  für 
alle  Schnitte  dar,  die  im  Felde  2  gelegt  werden  können.  Ent- 
sprechend loten  wir  die  Mitten  der  anderen  Felder  hinanter,  be- 
stimmen hierdurch  die  Funkte  b,c,d,e  und  ziehen  die  in  Fig.  lOS^e 
gezeichnete  Treppenlinie.  Die  schraffierte  Fläche  ist  dann  die 
Querkraftüäche  für  die  vorliegende  Belastung.  In  der  Mitte  eines 
jeden  Feldes  stimmt  die  Querkraft  für  direkte  Belastung  nbereio 
mit  der  für  indirekte  Belastung. 

In  Fig.  108 "wurden  der  Einfachheit  wegen  gleichgroße  Felder 
angenommen.  Man  erkennt  aber,  daß  die  entsprechende  Ableitung 
sich  auch  für  ungleiche  Entfernungen  der  Querträger  voneinander 
aufstellen  läSt.     Allgemein  gilt  also  der  Satz: 

Eei  einer  indirekt  wirkenäsn,  gleichmäßig  verteilten  Belastung 
igt  die  Kraftsumme  eines  Feldes  gleich  der  Belastung  pro  Längen- 
einheit nuU  dem  Abstände  von  Feldmitte  bis  Trägermitte. 


II.  Die  Momentensummen  bei  beliebiger  Indirekter  Belagtung  für  die 
Querschnitte  In  den  BelaBtungs punkten. 

In  Fig.  I09°a  haben  mr  eine  beliebige  Gruppe  von  indirekt 
wirkenden  Lasten.     Die  Momente  an   den  Stellen  2,  2,  3  und  4, 
d.  h.  unter  den  Belastnags- 
punkteu,    sollen    bestimmt 
werden !  ^ 

Der  Auflagerdruck  des 
ersten  Längsträgers,  L ,  heiße      ^ 
auf  der  linken  Seite  P{  und     ^ 
auf    der  rechten  P,";   ent-     j^ 
sprechend      beim      zweiten 
Längsträger    links    P^    und 
rechts  Pi'  usw.    Diese  Auf- 
lagerdrücke  der  Läugsträger 
auf  dieQuerträgergehen  nun 

als  direkt  wirkende  Lasten  auf  den  Hauptträger,  so  daß  dieser  nach 
dem  in  Fig.  109°b  dargestellten  Schema  belastet  ist.  (Die  in  Wirklich- 
keit zusammenfallenden  Kräfte  P,"  und  Pi,  UDd  P^'  und  P3  sind 
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der  Dentlichkeit  wegen  etwas  nebeneinander  gezeichnet.)  Wir 
haben  jetzt  die  Momente  infolge  direkt  wirkender  Einzellafiten  zu 
bestimmen  nnd  finden  z.  B.  das  Moment  an  der  Stelle  1 

Nun  ist  aber  P^  •  p^  (das  statische  Moment  der  Kraft  Pi  in 
bezug  auf  Punkt  1)  gleich  Pi  •  Aj  +  PC  •  0  (die  Summe  der  sta- 
tischen Momente  der  beiden  Seitenkräfte  Pf  und  P('  von  P^ 
in  bezug  auf  Punkt  1).  Da  PC« 0  —  0  ist,  so  haben  wir  Pj-Pi 
=  Pi  •  Jl^ .  Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  obige  Gleichung  von  M 
ein,  so  wird 

d.  h.  äa8  Moment  an  der  Stelle  1  ist  hei  indireMer  Belastung  ebenso 
großj  als  wenn  die  Belastung  direkt  auf  dem  Balken  stehen  würde. 
Jetzt  gehen  wir  zu  Punkt  2 ,    Stellen  wir  wieder  das  Moment 
nach  Fig.  109°  b  auf,  so  ist 

M,  -  +A{k,  +  ;,)  -  Pi{k,  +  ^)  -  Pf.^  -  Pi-^  . 
Nun  haben  wir  andererseits 

Pi-p(-PiU  +  ^)+pr-^2, 

ferner 

-P2•P2  =  -P2^  +  i'2'•0  =  P^A,  . 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  für  M^  ein,  so  wird 

M^  =  +A(X,  +  ^)  ~  P.'Pi  -  Pj  -Ps  , 

und  dieses  ist  derselbe  Wert,  den  wir  erhalten  würden,  wenn  die 
Belastung  direkt  auf  dem  Balken  stehen  würde.  Die  Punkte,  in 
denen  die  indirekt  wirkende  Last  durch  Vermittlung  der  Zwischen- 
konstruktion auf  den  Hauptträger  übertragen  wird,  haben  wir 
früher  „Belastungspunkte^'  genannt.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Bei  indirekt  wirkender  Belastung  sind  die  Biegongsmomente  unter 
den  Belastungspunkten  ebenso  grofi,  als  wenn  die  Belastung  direkt 
wirken  würde« 

Zwischen  den  Belastungspunkten  sind  die  Momente  bei  in- 
direkter und  bei  direkter  Belastung  verschieden.  So  ist  z.  B.  das 
Moment  für  den  Schnitt  m  im  ersten  Falle  gleich  +J.  •  a?„»  —  P(  •  a?,„ , 
während  es  dann,  wenn  die  Last  P^  an  derselben  Stelle  direkt 
auf  dem  Träger  stehen  würde,  gleich  +J.  •  a?„»  —  P^  •  0  wäre. 

Aus  dem  obigen  Satze  ergibt  sich  eine  einfache  Konstruktion 
der  Momentenfläche:  Wir  nehmen  zunächst  an,  die  Lasten  P^.  .P^ 
ständen  direkt  auf  dem  Balken  AB  und  zeichnen  hierzu  nach  §  56 
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die  Momentenfläche  A'abcdD\  Nun  ist  das  Moment  an  einem 
Belastnngspunkte  bei  direkter  Belastung  gleich  dem  bei  indirekter 
Belastung.  Loten  wir  also  die  Punkte  Ij  2,  3j  4  hinunter,  so 
stellen  die  Strecken  M^,  M2,  M^^  M^  auch  die  an  diesen  Punkten 
bei  indirekter  Belastung  entstehenden  Momente  dar.  Um  für  die 
dazwischenliegenden  Punkte  die  Momente  zu  finden,  beachten  wir, 
daß  der  Träger  in  Wirklichkeit  nach  dem  Schema  Fig.  109  °b  be- 
lastet ist.  Die  Momentenfläche  muß  also  ein  Vieleck  sein,  dessen 
Seiten  von  Einzellast  zu  Einzellast  gerade  durchgehen.  Im  vor- 
liegenden Falle  haben  wir  die  Eckpunkte  1\  2\  3\  4'  dieses 
Polygons  soeben  bestimmt.  Wir  finden  demnach  die  gesamte 
Momentenfläche,  indem  wir  die  Punkte  A\  1%  2\  3\  4\  B'  durch 
gerade  Linien  verbinden  (Fig.  109  ^c).  Aus  der  obigen  Ableitung 
der  Momente  folgt  der  wichtige  Satz: 

Bei  indirekter  Belastung  tritt  das  Haximalmoment  stets  in  einem 
Belastungspunkte  aoL 

§64a. 
Beispiel  für  indirekte  Belastung. 

Der  in  Fig,  108^  gezeichnete  Träger  sei  ein  IJV.  P.  32  mit  einer 
Spannweite  l^  S»  1,20  =  6,00  m.  Die  auf  den  Längsträgem  ruhende 
gleichmäßig  verteilte  Belastung  betrage  q  =  1600  Icg/m.  Die  Bean- 
spruchungen des  Trägers  sind  zu  berechnen! 

L  Die  Schubspan nun^en* 

Die  Punkte,  in  denen  die  Querträger  aufruhen  (Belastungs- 
punkte),  .wollen  wir  jetzt  mit  0,  1,  2,3,  4  und  5  bezeichnen. 
Die  Feldweiten  sind  je  A  «  l-,20  m,  Nach  dem  in  §  64,  I  ab- 
geleiteten Satze  ist  bei  gleichmäßiger  indirekter  Belastung  die 
Kraftsumme  eines  Feldes  gleich  dem  Produkte  aus  der  Belastung 
pro  Längeneinheit  mal  der  Entfernung  von  Feldmitte  bis  Träger- 
mitte. Da  im  vorliegenden  Falle  die  Feldweiten  l  einander  gleich 
sind,  lassen  sich  die  Entfernungen  der  Feldmitten  bis  zur  Träger- 
mitte  als  Vielfache  der  Feldweite  k  ausdrücken.  Für  das  erste 
Feld  z.  B.  ist  diese  Entfernung  gleich  2  A ;  für  das  zweite  Feld  ist 
sie  gleich  1  k  usw.  Somit  werden  die  Kraftsummen  öo-i>  O1-2  ^w- 
der  Felder  0 — 1 ,  1 — 2  usw. : 

Qi-2  =  g-lA  =  gA'l  ;     usw. 

Fischer,  SUtik.  22 
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Die  Zahlenwerte  eingesetzt,  ergibt  sich 

00-1  =  1600-1,20.2 

=  +1920. 2  =  +3840  kg, 
öl.«  =  +1920 . 1  =  +1920  kg, 
02-8« +1920.0=  0  kg, 

Qj.^  «  -1920 . 1  =  -1920  kg, 
Q^_5  =  -1920  -  2  =  -3840  kg. 

Legen  wir  also  an  irgendeiner  Stelle  innerhalb  des  ersten  Feldes 
einen  Schnitt  durch  den  Balken,  so  ist  die  in  diesem  Querschnitte 
auftretende  Schubkraft  T  =  3840  kg,  und  zwar  wirken  die  Schub* 
Spannungen  in  „positiver  Anordnung'^  (Fig.  81a;  auf  den  linken 
Teil  nach  unten,  auf  den  rechten  Teil  nach  oben). 

Für  alle  Querschnitte  innerhalb  des  zweiten  Feldes  ist  die 
Schubkraft  T  =  1920  kg,  ebenfalls  in  positiver  Anordnung.  Für 
das  mittelste  Feld  ist  die  Kraftsumme  Q  gleich  I^ull.  Folglich 
ist  auch  die  Schubkraft  T  gleich  Null.  Bei  einem  innerhalb  diese» 
Feldes  gelegten  Querschnitte  treten  also  überhaupt  keine  Schub- 
spannungen auf.  Der  Querschnitt  ist  vielmehr  nur  durch  die 
Normalspannungen  o  beansprucht.  Denken  wir  uns  mit  diesem 
Balken  Fig.  108°  den  in  Fig.  80  gezeichneten  Versuch  vorgenommen, 
so  würde  es  also  bei  einem  Schnitte  innerhalb  des  Feldes  2 — $ 
genügen,  zur  Darstellung  der  inneren  Kräfte  nur  die  Stäbe  D  und  Z 
anzubringen.  Der  die  Schubkraft  T  darstellende  Draht  würde 
spannungslos  bleiben.  Man  sagt:  Der  Querschnitt  ist  auf  „reine 
Biegung''  beansprucht. 

Im  folgenden  Felde,  3 — ^,  treten  dann  wieder  Schubspan- 
nungen auf.  Sie  sind  in  „negativer  Anordnung''  und  ergeben 
eine  Eesultierende  T  =  1920  kg. 

In  den  Querschnitten  des  letzten  Feldes,  4 — 5,  ist  die  Schub- 
kraft 3840  kg,  und  zwar  in  „negativer  Anordnung". 

II.  Die  Normalspftnmugen. 

Bei  indirekter  Belastung  bestimmen  wir  die  Momentensummen 
zunächst  für  die  Querschnitte  in  den  Belastungspunkten.  Dann 
können  wir  so  rechnen,  als  ob  die  betreffende  Belastung  direkt 
auf  dem  Balken  stände.  In  unserem  Falle  —  gleichmäßig  ver 
teilte  Belastung  —  haben  wir  also  zur  Berechnung  der  Momente 
die  Formel 

jf  =  |-a?(Z-(r) 
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£ur  Verfügung  (§59).  Drücken  wir  hierin  noch  die  Entfernungen  x 
und  Z  —  a;  des  Querschnittes  von  den  Aufiagerpunkten  A  und  B 
durch  die  Feldweite  X  aus,  so  ergeben  sich  für  die  einzelnen  Be- 
lastungspunkte folgende  Momente: 

1       2  2  ' 


Jlfg  =  ^.2>l.3>l  =  i^-2.3. 


(Ferner  ist  M^  =  M^,  if  ^  =  Jf  j .) 

In  Zahlen  also  (mit  0  ^  1600  kg/m  =  16,00  kg/cm ;  A  i=  120  cm) : 

16,00-120»   ,    , 
Jfj  = ^ 1-4 

=  115200 .1.4  =  460800  cmkg, 
Jfj  =  115200  •  2 . 3  =  691 200  cmkg. 
Das  Widerstandsmoment   eines  JIT.-P.  32   ist  (nach  den  Profil- 
tabellen)  »F  =  781cm». 

Somit  ergeben  sich  an  den  Qaerschnitten  1  und  2  die  fTormal- 

spannungen:  460800      ,„^^  , 

Ol  =     ^g^     =  590  kg/qcm, 

691200      ___,    , 

Um  die  Normalspannungen  für  einen  Querschnitt  zu  bestimmen, 
der  beispielsweise  in  der  Mitte  zwischen  den  Belastungspnnkten  1 
und  2  liegt,  berechnen  wir  zunächst  das  Moment  an  dieser  Stelle 

^  1 

=  460800  +  230400- 2" 

=  576  000  cmkg. 
Dann  ergibt  sich  die  größte  Normalspannung  dieses  Querschnittes 

576000 
"" — TST" 

=  738  kg/qcm. 

§64b. 
Zusammentassung  zum  10.  Vortrag. 

In  diesem  Vortrage  ist  die  Aufgabe  behandelt:  Gegeben  ist  ein  Träger 
zwisohen  zwei  Stützen  und  die  zugehörige  (feststehende)  Belastung.  Für 
ii'gendeinen  Querschnitt  sollen  die  Kraftsumme  Q  und  die  Momenten- 
summe M  bestimmt  werden! 

Das  Grundprinzip  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  lautet:  Man  denke  sich 
den  Balken  an  der  betreffenden  Stelle  getrennt  (Fig.  92  b)  o)  und  betrachte 

22* 
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nun  entweder  den  linken  oder  den  rechten  Balkenteil.   Dann  Ist  einfach 

die  Querkraft  Q  die  Summe  aller  Kräfte,  1    ,.  ,        ,    ^      ,  ^  ^ 

j      ■%r         X  itr  :,'    a  j       j.x-i-1  die  au  dem  betrachteten 

das  Moment  M  die  Summe  der  statischen  }     ^  .,  ^       •,        .    ^ 

,,  .       11      Tr  «i-i^  I     Teile  vorhanden  sind. 

Momente  aller  Kräfte  ' 

Nach  diesem  Grundprinzip  muB  sich  jedes  Q  und  M  berechnen  lassen.  Die 
wichtigsten  Fälle  wurden  nun  noch  besonders  behandelt^  und  hierdurch 
manche  Vereinfachungen  gefunden: 

I.  Einzellasten.   §56 — 58  a.   Zusammenfassung  s.  $  58  a. 
n.  Gleichmäßig  verteilte  Last.    §59 — 60.    Zu  merken:  Qm^^^'^mi 

m.  Kräft^paar.  §  61.  Biegungsmoment  infolge  eines  Kräftepaares  =» 
Einzelkraft  X  Abstand  der  beiden  Kräfte  voneinander. 

IV.  Schichtenbelastung  §  62.  (S.  auch  Fall  V.)  Bei  Berechnung  von 
If nutz  zweckmäßig  Darstellung  durch  Kjäftepaare: 

f  für  Fig.  102:  Mu^  =  ,  .  "^^     .  , 

ifto.  M      -  (^  +  ^,-1,20)«  1,20 

„    103.  lfmax  =  -2(^^  +  ^^)       -g.-l,20.-2-, 


I 

M 


CO 

QQ 


13 


»» 


»» 


im.  Jf      _  (^  +  q.  •  0,90  +  q^  •  2,20)'  0,90  2,20 

„    104.  Ifo^x 2(g.+g.  +  g.) ?.•  0,90  . -g- -?,.  2,20 .  ^- , 


V.  Schichtenbelastung  mit  Einzellasten.  §  62  a.  1.  Liegt  der  ge- 
fährliche Querschnitt  innerhalb  einer  verteilten  Belastung,  dann 
Berechnung  nach  Fall  IV.   (Beispiel:  Fig.  105b.) 

2.  Liegt  der  gefährliche  Querschnitt  unter  einer  Einzellast,  dann: 


Fig. 
105  c. 


h  c 

3/mM  =  -4.6  —  p^6.  —  —  p,  c.  —  —  P,  .g,      oder 

3/m«  =  Q'h  +  p^b'^-\-p^C'h  +  P^'d    (0  =  Querkr.  vor  PJ. 


VI.  und  VIL  Dreiecks-  und  Trapezlast.  §  63.  Mm»x  =  oojP^. 
VUI.  Indirekte  Belastung.  §64,  64a.  Zu  merken:  1.  Bei  Bestimmung 
der  Momente  (unter  den  Belastungspunkten)  nicht  erst  die  Quer- 
trägerdrüoke  einführen,  sondern  direkt  mit  der  gegebenen  Be- 
lastung rechnen.  2.  Bei  Bestimmung  der  Querkraft  bei  gleich- 
mäßig verteilter  Last  direkt  nach  der  Formel  Q  =  (7  X  Abstand 
von  Feldmitte  bis  Trägermitte.  (Bei  ungleichmäßiger  Belastung 
müssen  aber  bei  Berechnung  von  Q  die  Querträgerdrücke  als  Ein- 
zellasten eingeführt  werden.) 


11.  Vortrag. 
Kraft-  und  Momentensummen  des  Trägers  zwischen  zwei 

Stützen  bei  beweglicher  Belastung. 

Wir  betrachten  wieder  einen  Träger  zwischen  zwei  Stütz- 
punkten, also  ohne  überkragende  Enden.  Die  Belastung  sei  jetzt 
aber  nicht  feststehend,  sondern  beweglich.  Bei  der  Untersuchung 
der  Beanspruchung  irgendeines  Querschnittes  des  Trägers  infolge 
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einer  solchen  beweglichen  Belastung  kommt  es  vor  allen  Dingen 
anf  die  Beantwortung  der  Frage  an:  Bei  welchen  Laststellungen 
ergeben  sich  für  diesen  Querschnitt  die  größte  Kraftsumme  Q  und 
die  größte  Momentensumme  Jtf  f  Denn  diese  Laststellungen  er- 
zeugen in  dem  betreffenden  Querschnitte  die  größten  Schubspan- 
nungen T  und  die  größten  Kormalspannungen  o.  Man  nennt  sie 
deshalb  die  für  den  Querschnitt  ^^gefährlichen  LasUteUungen^^. 

Um  nun  diese  ^^gefährlichen  Laststellungen''  aufzusuchen  und 
die  hierzu  gehörigen  Kraftsummen  Q  und  Momentensummen  M 
zu  bestimmen,  werden  wir  3  Methoden  ableiten:  1.  Einflußlinien, 
2.  analytische  Methode,  3.  Seilpolygon. 

§65. 
Erste  Methode:  Einflnfilinien. 

Hierbei  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  daß  die  Be- 
lastung direht  oder  indirekt  auf  den  Träger  einwirkt. 

Erster  Fall:  Direkte  Belastung, 

a)  Einflußlinie  für  die  Kraftsumme  Q. 

Die  Aufgabe  laute:  Für  einen  beliebigen,  aber  feststehenden 
Querschnitte  (Fig.  109a)  sollen  die  verschiedenen  Werte,  die  die 
Kraftsumme  Q^  dieses  Querschnittes  infolge  des  Wanderns  [der 
Last  P  =  1,0  t  annimmt,  gefunden  werden. 

Beginnen  wir  mit  Laststellung  I  in  Fig.  109  a.  Je  nachdem 
die  Summe  der  Kräfte  am  linken  oder  am  rechten  Teile  gebildet 
wird,  ergibt  sich  für  die  Kraftsumme  der  Ausdruck: 

^  iQm.i  =  +Aij      oder 

worin  Äi  und  Bj  die  bei  der  Laststellung  I  entstehenden  Auflager- 
drücke sind.  Beide  Werte  von  Q  sind  einander  gleich,  wie  bereits 
früher  bewiesen.  (Im  vorliegenden  Falle  ist  JL/  +  -B/  =  P>  also 
Ai=  —Bi  +  P.)  Sobald  also  beispielsweise  der  Auflagerdruck  Ai 
für  diese  Laststellung  ausgerechnet  ist,  ergibt  sich  für  Qm,i  ein 
bestimmter,  und  zwar  positiver  Wert.  Somit  ist  für  die  Stellung  7 
von  Fig.  109  a  die  Kraftsumme  des  Schnittes  m  bestimmt. 

Nun  möge  die  Last  in  Stellung  II  (Fig.  109  a)  hinüberrücken. 
Dann  ist  die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m: 

Qfn,n  =  +An-Pj     oder 


(n) 


{ 
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{All  und  Bjj  sind  die  jetzt  entstehenden  Auflagerdrücke.)  Hier 
wird  es  also  bequemer  sein,  die  Summe  der  Kräfte  am  rechten 
Teile  zu  bilden.  Sobald  dann  der  Auflagerdruck  Bu  ermittelt  ist, 
ergibt  sich  für  Qm^n  ein  bestimmter,  diesmal  aber  negativer  Wert. 
Somit  ist  auch  für  diese  Last-stellung  der  Ausdruck  für  die  Kraft- 
summe des  Querschnittes  m  aufgestellt. 

Um  nun  aber  diese  Ausdrücke  für  die  Querkraft  deutlich  vor 
Augen  zu  haben,  wollen  wir  sie  graphisch  auftragen.  Das  heißt, 
wir  wollen  eine  solche  Zeichnung  entwerfen,   daß  zu  jeder  Last- 


sr 


r  r^  \ 


P.^o^ 


Fig.  109. 


Stellung  die  betreffende  Kraftsumme  Qm  des  Schnittes  m  durch 
eine  Strecke  dargestellt  ist.  Augenscheinlich  bekommen  wir  dann 
ein  recht  anschauliches  Bild,  welche  verschiedenen  Werte  die 
Querkraft  Qm  beim  Wandern  der  Last  annimmt. 

Eine  ähnliche  Darstellung  haben  wir  übrigens  schon  in  §  22, 
bei  Bestimmung  des  Auflagerdruckes  eines  Balkens  infolge  einer 
wandernden  Last,  kennen  gelernt.  Ebenso,  wie  dort  der  Auf- 
lagerdruck A  (s.  §  22!),  soll  jetzt  also  die  Kraftsumme  Q^  jedes- 
mal Mmier  der  betreffenden  LaststeUung  durch  die  Ordinaten  einer 
Lini^  dargestellt  werden.  Letztere  werden  wir  entsprechend  die 
Einflußinie  für  die  Kraftsumme  Q^  des  Schnittes  m  nennen.     So- 
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bald  sie  gef onden  ist,  braueben  wir  nur  die  betreffende  Laststellung 
binunterzuloten  und  erbalten  durcb  die  abzumessende  Ordinate  tj 
<Lie  Kraftsumme  des  Scbnittes  m.  (Wiederbole  die  entsprechende 
Darstellung  der  Einflußlinie  des  Auflagerdruckes,  §  22  u.  f.!) 

Pei  dieser  Arbeit,  Q^  für  alle  möglichen  Laststellungen  auf- 
zutragen, geben  wir  natürlich  von  den  Gleichungen  (I)  und  (11) 
aus.  Die  erstere  läßt  sich  so  aussprechen:  Solange  sich  die  Last 
rechts  vom  Schnitte  befindet,  ist  die 

Eraftsumme  Qm  =  Auflagerdruck  A  • 

Daraus  folgt:  Sobald  der  Auflagerdruck  A  für  alle  Laststellungen 

dargestellt  ist,  ist  hierdurch  auch  die  Ejraftsumme  Q^  dargestellt 

{denn  beide  Werte  sind  ja  nach  der  obigen  Gleichung  gleich  groß). 

Nun  ergibt  sich  aber  der  Auflagerdruck  A  für  alle  Laststellungen 

•durch  Auftragen  der  Einflußlinie  für  A  (J. -Linie,  §  22).    Um  also 

die  Eraftsumme  Q^  für  die  verschiedenen  Laststellungen  aufzu« 

linden,  werden  wir  ebenfalls  die  J. -Linie  aufzeichnen. 

Wir   tragen   also   in  Fig.  109b  die  Strecke  A'C'=-lfit  auf 

und  verbinden  C  mit  B\     Steht  dann  an  der  Stelle  I  die  Last 

P  »  1,0  t,  so  ergibt  sich  durch  EUnunterloten  und  Abmessen  der 

Ordinate  rji: 

Ai  =  r]ij 

und  mithin,  da  Qm  =  -^i  ^t,  auch: 

Durch  Aufzeichnen  der  J. -Linie  C'B'  sind  also  die  Kraftsummen  Q^ 
für  die  verschiedenen  Laststellungen  in  Form  von  Ordinaten  17 
dargestellt. 

Dieses  gilt  aber  nur,  solange  P  sich  rechts  von  dem  unter- 
suchten Schnitte  m  befindet.  Ist  P  links  davon,  so  ist  Q»  nicht 
mehr  einfach  gleich  dem  Auflagerdruck  A  [s.  Gleichungen  (II)]. 
Wohl  aber  gleich  dem  Auflagerdruck  B .  Um  also  für  alle  Last- 
stellungen links  von  m  die  Kraftsumme  Q^  zu  erhalten,  werden 
wir  die  Einflußlinie  für  B  zeichnen.  Wir  tragen  demnach  in 
Fig.  109  b  die  Strecke  von  1,0  t  wiederum  rechtwinklig  zu  der 
Horizontalen  A'B'^  jetzt  aber  unter  dem  Auflager  P,  auf  und 
verbinden  den  Endpunkt  B'  mit  dem  Pupi'te  A\     Da  ferner 

also  negativ,  ist,  tragen  wir  die  P -Linie  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Nullachse  A'B'  auf,  wie  vorhin  die  A -Linie  aufgetragen 
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ist.  Auf  diese  Weise  ist  dann  auch  in  der  Barstellung  der  Gegen- 
satz der  Vorzeichen  zum  Ausdruck  gebracht. 

Insgesamt  haben  wir  also  folgendes  Eesultat:  Solange  sich 
die  Last  zwischen  m  und  B  befindet,  benutzen  wir  die  Einfluß- 
linie für  Af  und  zwar  brauchen  wir  von  dieser  das  Stück  F'B\ 
Ist  aber  die  Last  zwischen  m  und  JL,  so  verwenden  wir  die  B- 
Linie,  und  zwar  das  Stück  E'A\  Die  gebrochene  Linie  A'WF'B' 
hat  also  folgende  Eigenschaft:  Steht  an  beliebiger  Stelle  des  Trägers 
eine  Last  P  =  1,0  t,  so  ergibt  die  unter  der  Last  befindliche 
Ordinate  17  die  Kraftsumme  Q^  des  Schnittes  m.  Wir  nennen 
deshalb  diese  Linie  die  Einflußlinie  für  Q^  {Qm-I^f^i^)»  Die  rechts 
von  m  befindlichen  Ordinaten  sind  positiv,  die  links  davon  be- 
findlichen negativ  zu  nehmen. 

Sobald  die  Einflußlinie  A'E'F'B'  für  die  Kraftsumme  des 
Schnittes  m  aufgezeichnet  ist,  ist  es  also  sehr  einfach,  für  irgend- 
eine Last  P  die  Querkraft  Qm  zu  bestimmen:  Wir  loten  die  Last  P 
hinunter,  messen  die  betreffende  Ordinate  17  der  Einflußlinie  ab 
und  erhalten  die  bei  dieser  Laststellung  für  den  Schnitt  m  ent- 
stehende Kraftsumme: 

[Die  Einflußlinie  ist  für  eine  wandernde  Last  von  1,0  t  ge- 
zeichnet. Ist  die  Last  gleich  P(t),  so  müssen  also  die  Ordinaten 
der  Einflußlinie  noch  mit  P  multipliziert  werden.]  Liegt  die 
Ordinate  1;  im  positiven  Teile,  so  ist  Qm  positiv,  andernfalls  ist 
es  negativ. 

Eine  Schwierigkeit  entsteht  bei  der  Stellung  III .  Hier  springt 
die  Einflußlinie  aus  dem  positiven  in  den  negativen  Teil.  Wenn 
die  Last  direkt  über  m  steht,  kann  man  also  keinen  bestimmten 
Wert  für  Q^  angeben.  Man  muß  hierzu  beachten,  daß  Einzel- 
lasten, so  wie  wir  sie  in  der  Zeichnung  darstellen,  nur  gedachte 
Größen  sind,  da  in  Wirklichkeit  jede  Last  sich  über  eine  gewisse 
Strecke  verteilt  und  niemals  in  einem  mathematischen  Punkte  an- 
greift. Wenn  sich  also  eine  Last  auf  dem  Träger  bewegt,  so 
wird  in  Wirklichkeit  an  der  Stelle  m  zwar  ein  schneller,  aber 
nicht  sprunghafter  Vorzeichenwechsel  der  Querkraft  stattfinden. 

b)  Einflußlinie  für  die  Momentensumme  M . 

In  entsprechender  Weise  wollen  wir  die  Momentensumme  M^ 
des  Querschnittes  m  für  alle  möglichen  Laststellungen  graphisch 
darstellen. 
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Bei  der  Stellung  I  (Fig.  109  a)  ergibt  sich  (bei  Betrachtung 
des  linken  Teiles) 

(in)  M^^j^+Äj.Xn,. 

Hieraus  folgt,  daß,  solange  sich  die  Last  P  rechts  von  dem 
untersuchten  Schnitte  befindet,  die  Momentensumme  M^  gleich 
dem  0?«- fachen  Werte  des  bei  dieser  Stellung  entstehenden  Auf- 
lagerdruckes  A  ist.  Um  also  die  Einflußlinie  für  M„^  zu  erhalten, 
werden  wir  die  Einflußlinie  für  A  im  ar^ -fachen  Maßstabe  zeichnen. 
Wir  tragen  demnach  in  Fig.  109  c  die  Strecke 

A''C''^  x^ .  1,0  =  x^ 

auf  (d.  h.  das  x^  fache  von  einer  Tonne)  und  verbinden  C  mit  B'\ 
Dann  ist  die  Ordinate  tjj  von  Fig.  109  c: 

(nämlich    das  o;«- fache  der  Ordinate  tjj  von   Fig.  109  b).     Das 

heißt:  Die  Ordinate  i//  von  Fig.  109c  gibt  das  0?^- fache  des  Auf- 

lagerdruckes  Aj  an.     Dieses  ist  aber  nach  Gleichung  (III)  gleich 

der  Momentensumme  des  Schnittes  m  bei  der  Laststellung  I .    Es 

ist  also 

rii^x^'A  =  M„t. 

Bückt  nun  die  Last  in  Stellung  II  j  so  werden  wir  zweck- 
mäßig Mm  aus  den  am  rechten  Teile  angreifenden  Kräften  bilden, 
weil  wir  hier  nur  die  eine  Kraft  Bji  haben.     Dann  ist 

(IV)  ilf^,„  =  +B,,.<. 

(Am  rechten  Teile  sind  die  linksherum  drehenden  Ejräfte  positiv 
zu  nehmen,  vgl.  §§  43,  44  oder  56.)  Wir  bekommen  also  üf^, 
indem  wir  den  a?^- fachen  Wert  von  B  konstruieren.     Zu  diesem 

Zwecke  trage  ich 

B''2>''«<.l,0  =  a?; 

auf  [ebenfalls  nach  unten,  da  in  Gleichung  (lY)  der  Wert  B  das 
positive  Vorzeichen  hat],  verbinde  D''  mit  A''  und  erhalte 

Mn.'^+B'X^-^+rjii. 

Solange  die  Last  zwischen  m  und  B  ist,  haben  wir  also  das 
Moment  für  den  Schnitt  m  dargestellt  durch  die  im  a;^- fachen 
Maßstabe  aufgetragene  Einflußlinie  von  A ;  wir  benutzen  demnach 
von  dieser  Linie  die  Strecke  E"B''.  Ist  die  Last  aber  zwischen 
m  und  Aj  so  verwenden  wir  die  im  d?,^- fachen  Maßstabe  aufge- 
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Ixageoe  £ -Linie,  und  zwar  das  Stück  E"A'\  Die  gesamte  Linie 
A"E''B"  hat  also  folgende  Eigenschaft:  Steht  an  beliebiger  Stelle 
des  Balkens  eine  Last  P  «=  1,0  t,  so  ergibt  die  unter  dieser  Last 
gemessene  Ordinate  rj  das  Biegungsmoment  für  den  Querschnitt  m . 
Wir  nennen  sie  deshalb  die  j,Einfiußlinie  für  M^'^  (M^- Linie). 
Die  Einflußlinie  für  das  Moment  ist  an  allen  Stellen  positiv,  da 
wir  für  M^  sowohl  bei  Stellung  I  als  auch  bei  Stellung  II  einen 
positiven  Wert  bekamen  [Gleichung  (III)  und  (IV)],  während  die 
Querkraft  Q«  positiv  oder  negativ  war,  je  nachdem  die  Last  P 
rechts  oder  links  vom  Schnitte  stand. 
Bei  Laststellung  III  ist 

Wenn  die  Last  direkt  über  m  steht,  können  wir  also  M^  sowohl 
aus  der  Linie  CP"  als  auch  aus  D''A''  finden.  Der  Schnitt- 
punkt E^'  dieser  beiden  Linien  muß  also  unter  dem  Querschnitt  m 
liegen,  weU  wir  nur  in  diesem  Falle  aus  beiden  Linien  ein  und 
dieselbe  Ordinate,  i;///,  abgreifen.  Auch  rein  geometrisch  sieht 
man  leicht  aus  Fig.  109  c,  daß  der  Schnittpunkt  E^'  vertikal  unter 
m  liegt.  Von  dieser  Eigenschaft  des  Punktes  E"  werden  wir 
insofern  Gebrauch  machen,  um  das  Auftragen  der  Strecke  x^  zu 
ersparen.  Wir  ziehen  nämlich,  nach  Auftragen  von  A''C=  x^y 
nur  die  Linie  0"B'\  loten  den  zu  untersuchenden  Schnitt  m  hin- 
unter, bestimmen  hierdurch  den  Punkt  JE7"  und  verbinden  E" 
mit  A'\  Augenscheinlich  kommen  wir  auf  diese  Weise  etwas  ein- 
fa<5her  zu  der  gesuchten  Einflußlinie  A"E''B". 

Zweiter  Fall:  Indirekte  Belastung. 

In  §  23  (III.  Satz)  ist  allgemein  gezeigt,  wie  sich  aus  für 
direkte  Belastung  gezeichneten  EinflußUnien  solche  für  indirekte 
Belastung  entwickeln  lassen:  Wir  loten  die  Belastungspunkte  hin- 
unter und  verbinden  die  Endpunkte  der  hierdurch  bestimmten 
Ordinaten  durch  gerade  Linien.  Auf  diese  Weise  wird  eine  zu- 
nächst nur  für  direkte  Belastung  bestimmte  EinflußUnie  für  in- 
direkte Belastung  gültig  gemacht. 

Dieses  allgemeine  Prinzip  der  Umwandlung  benutzen  wir 
natürlich  auch  bei  den  Einflußlinien  für  Querkräfte  und  Momente. 
In  Fig.  110  a  und  b  sind  zunächst  zwei  Träger  nebeneinander  ge- 
zeichnet; der  eine  mit  direkter,  der  andere  mit  indirekter  Last- 
einwirkung. Für  den  ersteren  zeigt  Fig.  110  c  die  Einflußlinie 
für  die  Kraftsummen  des  Schnittes  m  (Linie  A'E'F'By    Um  nun 
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für  denselben  Schnitt  m ,  aber  für  den  Fall  der  indirekten  Be- 
lastung, die  betreffende  Einflußlinie  zu  erhalten,  wird  zunächst 
die  Linie  Ä'E'F'B'  gezeichnet  (Fig.  llOd).  Dann  werden  die 
unterden  Belaetangspunkten  0,1,...,  S  befindlichen  Ordinaten  dieser 
Einflußlinie  anigesnoht  und  deren  Endpunkte  aufeinanderfolgend 
durch  gerade  Linien  Terbunden.  Auf  diese  Weise  entsteht  ans 
der  uTsprüDgUch  (d.  h.  für  direkte  Belastung)  gezeichneten  EinfluS- 
liuie  Ä'E'F'B'  die  neue,  für  indirekte  Belastung  geltende  Einfluß- 
UmeA'Q'S'B'.   Man  erkennt  aus  Fig.  llOd,  daß  in  dem  Felde! — 2, 
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Fig.  110. 


in  dem  der  untersachte  Schnitt  liegt,  die  EinQußlinie  bei  indirekter 
Belastung  ganz  anders  aussieht  als  bei  direkter  Belastung.  Dieses 
kommt  eben  daher,  weil  durch  die  Querträger  1  und  2  die  Lasten 
zu  verschiedenen  Seiten  des  Schnittes  TerteUt  werden,  Links  von 
1  und  rechte  von  2  stimmen  Fig.  llOd  und  c  miteinander  nber- 
ein.  Ferner  siebt  man  aus  Fig.  llOd:  AUe  Schnitte,  die  innerhaS) 
ein  und  desselhen  Felde»  liegen,  haben  die  gleieke  Einftußinie  für 
die  Querkraft. 

Für  das  praktische  Anfzeichnea  kann  man  also  die  Linie  E'F' 
in  Fig.  llOd  ganz  fortlassen.  Man  zieht  nnr  die  Linien  A'D' 
und   C'B',   lotet  die  Belastnngspunkte  hinunter  und  erhält  auf 
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diese  Weise  die  gesuchte  Einflußlinie  A'Q'H'B'  für  indirekte  Be- 
lastung. Diese  Linie  gilt  dann  für  alle  Schnitte  innerhalb  dcR 
Feldes  1—2. 

In  derselben  Weise  sind  in  Mg.  llOe  und  f  die  Einflußlinien 
für  die  Momentensummen  des  Schnittes  m  bei  direkter  und  bei 
indirekter  Belastung  gegenübergestellt.  Wer  sich  das  Vorhergehende 
gründlich  überlegt  hat,  wird  die  Zeichnungen  auch  ohne  neue  Er- 
klärung verstehen. 

Ein  wichtiger  Satz  läßt  sich  aus  dem  Vergleiche  von  Fig.  llOe 
und  f  ablesen:  Für  die  direkt  unter  den  Beldstungspimhter^  liegen- 
den Querschnitte  sind  die  Einflußlinien  für  die  Momente  hei  in- 
direlcter  Belastung  gleich  denen  hei  direkter  Belastung,  Für  die 
Momente  dieser  Querschnitte  ist  also  die  Art  der  Lasteinwirkung 
ohne  Bedeutung,  ebenso,  wie  es  ja  auch  bei  feststehender  Be- 
lastung war.  Voraussetzung  des  obigen  Satzes  ist  aber,  daß  der 
erste  und  der  letzte  Belastungspunkt  sich  direkt  über  den  Auf- 
lagerpunkten A  und  B  des  Trägers  befinden  (vgl.  drittes  Beispiel 
des  folgenden  Paragraphen). 

§66. 
Beispiele  für  Einflnfilinien« 

Erste  Aufgabe. 

Der  in  Fig.  lila  gezeichnete  Kranträger  ist  durch  eine  Lauf- 
katze von  6j0  t  Eaddruck  und  1^30  m  Radstand  helastet.  Die  größten 
Momente  und  Querkräfte  sind  mittels  Einflußlinien  zu  hestimmen! 

a)  Bestimmung  der  Momente. 

Wir  wollen  mit  den  Einflußlinien  für  die  Momente  beginnen, 
da  diese  einfacher  und  dabei  wichtiger  sind  als  die  EinflußUnien  für 
die  Eraftsummen.  Für  die  Querschnitte  i ,  2 ,  . . .,  5  des  Trägers 
Fig.  lila  mögen  nun  die  größten  Momente  M^  Jtfg ,  . . .,  M^  auf- 
gesucht werden.     Die  Belastung  wirkt  direkt  auf  den  Träger. 

Für  den  Schnitt  0  ist  die  Momentensumme  gleich  Null,  da 
dieser  Schnitt  vom  Auflager  Ä  den  Abstand  Null  hat.  (Die  Ein- 
flußlinie für  Mq  würde  mit  der  Nullachse  Ä''B'^  zusammenfallen.) 

Um  die  Einflußlinie  für  das  Moment  M^  des  Querschnittes  1 
aufzuzeichnen,  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Ableitung  (Fig.  109c)  verfahren:  Der  Querschnitt  1  hat  vom  Auf- 
lager A  den  Abstand 

a?i  =  0,90  m. 
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Von  der  Nullachse  A"B''  in  Fig.  111b  tragen  wir  also  vertikal 
unter  dem  Auflagerponkt  A  den  Wert 

0,90  m .  1,0  t  =  0,90  mt 

in  einem  zu  wählenden  Maßstabe,  z.  B.  1  cm  =  1,0  mt,  ab  (ygL 
Fig.  109  und  110).  Dann  verbinden  wir  C"  mit  B'\  Femer  loten 
wir  den  QuerHchnitt  1  hinunter,  bestimmen  hierdurch  auf  der 
Linie  C"B"  den  Punkt  E"  und  verbinden  diesen  mit  A'\  Dann 
ist  die  gebrochene  Linie  A"E''B"  die  Einflußlinie  für  das  Moment 
des  Schnittes  1 .  (Der  dem  Punkte  D"  von  Fig.  109  c  entsprechende 
Punkt  ist  gar  nicht  aufgezeichnet;  sondern  dafür  ist  der  Punkt  E" 
direkt  durch  Hinunterloten  des  Querschnittes  bestimmt.) 

Nachdem  die  Einflußlinie  (aufgezeichnet  ist,  muß  diejenige 
Lafltstellung  aufgesucht  werden,  bei  der  für  den  betrachteten 
Schnitt  1  die  größte  Momentensumme  entsteht.  Bei  dieser  Arbeit 
weist  die  Form  der  Einflußlinie  auf  den  einzuschlagenden  Weg 
hin:  Die  Lasten  müssen  dort  aufgestellt  werden,  wo  die  Einfluß- 
linie die  größten  Ordinaten  hat.  Denn  jede  Last  wird  doch  später 
mit  ihrer  Ordinate  multipliziert.  Das  Eesultat  wird  also  um  so 
größer  sein,  je  größer  die  unter  der  betreffenden  Last  befindliche 
Ordinate  der  Einflußlinie  ist. 

Aus  dieser  einfachen  Überlegung  folgt  ohne  weiteres,  daß  die 
in  Fig.  111b  gezeichnete  Stellung  der  beiden  Bäder  für  den  Schnitt  1 
die  größte  Momentensumme  ergeben  muß.  Das  eine  Bad  steht 
direkt  über  der  größten  Ordinate,  die  überhaupt  bei  der  Einfluß- 
linie für  M^  vorkommt.  Das  andere  Bad  steht  dann  natürlich  in 
der  Entfernung  von  1,30  m  (Achsenabstand)  seitlich  von  dem  ersten. 

Nun  werden  die  unter  den  Lasten  befindlichen  Ordinaten  ge- 
messen. Sie  ergeben  sich  in  Fig.  111b  zu  0,81  cm  und  0,68  cm. 
Der  Maßstab  für  die  Ordinaten  (nach  dem  die  Ordinate  A"C"=^  0,90  mt 
aufgetragen  wurde)  ist:  1  cm  =  1,0  mt.  Also  bedeuten  die  obigen 
beiden  Ordinaten  0,81  mt  bzw.  0,68  mt. 

Zum  Schlüsse  wird  dann  jede  Last  mit  ihrer  Ordinate  multi- 
pliziert und  die  Summe  dieser  Produkte  gebildet.  Diese  Summe 
stellt  das  gesuchte  Moment  M^  dar.  In  unserem  Falle  erhalten 
wir  also: 

-M"  1  =  6,0 . 0,81  mt  +  6,0  •  0,68  mt 

=  6,0(0,81  +  0,68) 

«  8,94  mt. 

Hiermit  ist  die  größte  Momentensumme  des  Schnittes  1  bestimmt. 
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In  derselben  Weise  sind  in  Fig.  111c  bis  f  für  die  übrigen 
Querschnitte  des  Trägers  die  größten  Momente  bestimmt.  Die 
Arbeit  ist  stets  die  gleiche.  Erstens:  Durch  Auftragen  der 
Werte  A"C"  und  Bestimmung  der  Punkte  E"  werden  die  Einfluß- 
linien A''E''B''  gezeichnet.  Zweitens:  Aus  der  Form  der  Einfluß- 
linien wird  auf  die  für  den  betreffenden  Querschnitt  gefährliche 
Laststellung  geschlossen.  Drittens:  Durch  Abmessen  der  Ordinaten 
der  Einflußlinie  und  Summierung  der  Produkte  „Kraft  mal  Ordinate'^ 
ergibt  sich  das  gesuchte  Moment. 

Schreibt  man  Ausrechnung  und  Eesultat  direkt  unter  die  be- 
treffende Einflußlinie,  wie  es  in  Fig.  111  geschehen  ist^  so  ergibt 
sich  nach  dieser  Methode  eine  sehr  übersichtliche  Darstellung.  Es 
genügt  natürlich  für  den  vorliegenden  Fall,  eine  Hälfte  des  Trägers 
zu  untersuchen.  Die  rechte  Seite  ist  dann  das  Spiegelbild  der 
linken. 

Übungsaufgabe:  Man  bestimme  für  den  Träger  Fig.  lila  für 
eine  Anzahl  von  Zwischenpunkten  die  größten  Momente  und  trage 
unterhalb  jedes  Schnittes  das  zugehörige  größte  Moment  von  einer 
Horizontalen  aus  als  Strecke  auf.  Auf  diese  Weise  bekommt  man 
die  jjKurve  der  Maximalmomente^^.  Sie  hat  eine  überraschende 
Form  und  ist  von  der  größten  Wichtigkeit  für  unsere  folgenden 
Untersuchungen. 

b)  Bestimmung  der  Kraftsummen. 

Die  Einflußlinien  für  die  Eraftsummen  der  Querschnitte  Oj 
Ij  . . . ,  5  des  vorhin  untersuchten  Balkens  sind  in  Fig.  112  dar- 
gestellt. 

Für  den  Querschnitt  0  ist  die  Querkraft  gleich  dem  Auflager- 
druck A,  da  dieser  Querschnitt  unmittelbar  am  Auflager  liegt. 
Deshalb  ist  die  Einflußlinie  für  Qq  gleichbedeutend  mit  der  Ein- 
flußlinie für  A.  Letztere  Einflußlinie  ist  in  Fig.  112b  gezeichnet. 
Aus  ihr  folgt  die  daselbst  angegebene  gefährliche  Laststellung  und 
dann  —  durch  Ausrechnung  der  Produkte  Bjraft  X  Ordinate  — 

der  Wert 

(?o-^  =  11,16  t. 

Um  die  Einflußlinie  für  die  Kraftsumme  des  Schnittes  1  zu 
zeichnen,  wurden  rechtwinklig  zur  Horizontalen  A'B'  in  den 
Punkten  A^  und  B^  je  die  Werte  1,0  t  aufgetragen,  die  Verbin- 
dungslinien A'D^  und  C^B'  gezogen  und  durch  Hinunterloten  des 
Schnittes  die  Trennungslinie  E'F'  eingezeichnet.  Hierdurch  ent- 
steht A'E'F'B'  als  EinflußUnie  für  die  Querkraft  des  Schnittes  1. 
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l^un  müssen  wir  diejenige  Laststellung  aufsuchen,  bei  der  die 
Kraftsumme  Q«  ihren  Größtwert  annimmt.  Die  Einflußlinie  für 
Qm  besteht  aus  einem  positiven  und  einem  negativen  Teile.  Es 
wäre  natürlich  falsch,  die  Lasten  etwa  so  aufzustellen,  daß  eine 
Last  im  positiven  und  die  andere  Last  im  negativen  Teile  steht. 
Denn  dann  würden  sich  ja  die  Ordinaten  gegenseitig  aufheben, 
so  daß  auf  keinen  Fall  der  Größtwert  von  Q  erreicht  wird.  Man 
muß  vielmehr  zunächst  den  positiven  Teil  der  Einflußlinie  be- 
trachten und  die  Lasten  so  stellen,  daß  der  positive  Wert  der 
Ej*aftsumme  so  groß  wie  möglich  wird.  Diese  Stellung  ergibt 
dann  in  dem  Querschnitte  die  größten  Schubspannungen  t  in 
positiver  Anordnung  (nach  Fig.  81a  über  der  Schnittfläche  ver- 
teilt). Dann  stellt  man  die  Lasten  so.  daß  der  negative  Wert  der 
Kraftsumme  so  groß  wie  möglich  wird.  Diese  SteUung  liefert  die 
größten  Schubspannungen  t  in  negativer  Anordnung.  Man  sieht 
also,  daß  bei  der  Kraftsumme  zwei  Größtwerte  (nämlich  der  größte 
positive  und  der  größte  negative  Wert)  zu  ermitteln  sind.  (Wegen 
der  Schubspannungen  r  würden  wir  uns  allerdings  nicht  so  viel 
Arbeit  machen.  Man  braucht  aber  die  beiden  Kraftsummen  Q 
eines  Querschnittes  auch  zur  Berechnung  von  genieteten  Trägern 
und  Fachwerkkonstruktionen.  Aus  diesem  Grunde  —  darauf  sei 
besonders  hingewiesen  —  betrachte  man  von  vornherein  Momente 
und  Querkräfte  als  zwei  gleich  wichtige  Begriffe!) 

In  Fig.  112  c  wurde  deshalb  die  Laufkatze  zunächst  so  ge- 
stellt, daß  die  größte  positive  Kraftsumme  entsteht.  Die  gefähr- 
liche Laststellung  für  diesen  Fall  folgt  aus  der  Überlegung,  daß 
die  größte  Ordinate  des  positiven  Teiles  bei  F'  liegt.  Die  unter 
den  Lasten  beflndlichen  Ordinaten  werden  aus  der  Figur  zu  0,90  t 
und  0,76  t  gemessen,  so  daß  sich  schließlich  der  eingeschriebene 
Wert  für  die  größte  positive  Kraftsumme  Qi  ergibt. 

Dann  wird  der  negative  Teil  der  Binflußlinie  betrachtet.  Die 
größte  Ordinate  ist  bei  E\  Das  eine  Bad  der  Katze  muß  also 
bei  E'  stehen.  Um  in  der  Figur  diese  negative  Stellung  von  der 
vorigen  positiven  zu  unterscheiden,  ist  jetzt  die  Last  unterhalb 
der  Horizontalen  A'B'  eingezeichnet.  Das  zweite  Bad  der  Katze 
müßte  in  dem  übrigen  Teile  der  negativen  Einflußlinie  stehen. 
Aus  Fig.  112c  sieht  man  aber,  daß  es  sich  dann  bereits  links 
vom  Auflagerpunkte  A  befindet,  d.  h.  für  den  Träger  nicht  mehr 
in  Betracht  kommt.  (Kann  die  Katze  infolge  der  Konstruktion 
des  Trägers  diesen  nicht  verlassen  —  normaler  Kranträger  — ,  so 
kann   für   den  Schnitt  1  überhaupt  keine  negative  Kraftsumme 
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entstehen.  Denn  in  diesem  Falle  wird,  wie  die  Einflußlinie  zeigt, 
eine  negative  Ordinate  stets  durch  eine  positive  Ordinate  aufge- 
hoben.) Die  größte  negative  Kraftsumme  ergibt  sich  nach  Fig.  112c 
zu  -0,60  t. 

Um  es  noch  einmal  zu  wiederholen,  die  Bedeutung  der  beiden 
Grenzwerte  Q  •=  +9,96  t  und  Q  -=  —0,60  t  ist  also  folgende:  Wie 
auch  die  Katze  auf  dem  Träger  stehen  möge,  eine  größere  positive 
Kraftsumme  als  +9,96  t  und  eine  größere  negative  als  —0,60 1 
können  bei  diesem  Träger  und  dieser  Belastung  für  den  Schnitt  1 
nicht  entstehen.  Die  Werte  +9,96  t  und  —0,60  t  geben  also  den 
Spielraum  an,  innerhalb  dessen  Q^  sich  bewegen  kann  (ähnlich, 
wie  man  bei  Temperaturen  die  größte  Anzahl  von  positiven  und 
negativen  Graden  angibt). 

In  entsprechender  Weise  sind  in  Fig.  112  d — g  die  Kraft- 
summen für  die  Schnitte  2 ,  • . . ,  5  ermittelt.  Da  überall  die 
Werte  A'C'^  1,0  t  und  B'D''^  1,0  t  aufgetragen  werden,  unter- 
scheiden sich  die  einzelnen  Einflußlinien  nur  durch  die  Lage  der 
Linie  E'F\  die  den  positiven  von  dem  negativen  Teile  trennt. 
Dann  ist  bei  jeder  Einflußlinie  die  Katze  einmal  so  gestellt,  daß 
man  die  größte  positive  Kraftsumme  erhält,  und  dann  in  die 
Lage  gebracht,  die  die  größte  negative  Querkraft  ergibt.  Die 
Ausrechnungen  sind  in  Fig.  112  hinzugeschrieben.  Somit  kann 
man  für  jeden  Querschnitt  die  größtmöglichen  Schubspannungen  t 
bestimmen. 

Übungsaufgabe:  Man  ermittle  für  eine  Beihe  von  Zwischen- 
punkten die  größten  Kraftsummen  und  trage  sie  unter  den  be- 
treffenden Querschnitten  von  einer  Horizontalen  aus  auf!  Dann 
erhält  man  die  j,Kurve  der  größten  Querkräfte^^. 

Zweite  Aufgabe* 

Für  eine  eingleisige  Eisenhdhnbrikihe  von  16ft0  m  Spanntveiie 
sind  die  Querkräfte .  und  Momente  infolge  eines  beweglichen  Zuges 
zu  ermitteln  l    (Fig.  113  und  114.) 

Die  Belastung  wirkt  indirekt.  Sie  bestehe  aus  einer  Loko- 
motive nebst  Tender.  Die  Lokomotive  hat  12,00  m  Gesamtlänge 
(zwischen  den  Puffern  gemessen)  und  wirkt  mit  fünf  Lasten  von 
je  8,50  t.  Der  Tender  hat  6,00  m  Gesamtlänge  und  wirkt  mit 
drei  Baddrücken  von  je  6,50  t.  (Diese  Belastung  ist  den  Vor- 
schriften der  preußischen  Staatsbahnen  entnommen.  Genauere 
Angaben  hierüber  s.  Band  II,  §  32.) 
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a)  Bestimmung  des  Auflagerdruckes  und  der  Querhräfte, 

In  Fig.  113b  ist  zunächst  der  Anflagerdruck  Ä  mittels  Ein- 
flußlinie  bestimmt.  Letztere  ist  in  bekannter  Weise  gezeichnet. 
Da  hier  eine  große  Anzahl  von  Lasten  vorhanden  ist,  lohnte  es 
sich,  von  dem  I.  Satze  des  §  23  Gebrauch  zu  machen:  Statt  jede 
Last  einzeln  mit  ihrer  Ordinate  zu  multiplizieren,  kann  man  alle 
Lasten,  die  über  geraden  Stücken  der  EinflußUnie  stehen,  zu 
Resaltierenden  zusammenfassen  und  diese  mit  ihren  Ordinaten 
multiplizieren.  Deshalb  ist  in  Fig.  113  b  die  Gruppe  der  fünf  Loko- 
motivlasten durch  ihre  Eesultierende  5-8,50  ersetzt  und  diese 
Besultierende  mit  ihrer  Ordinate  0,81 1  multipliziert.  Entsprechend 
sind  die  drei  Tenderlasten  zu  einer  Eesultierenden  zusammengefaßt. 
Hiermit  ergibt  sich  für  den  Auflagerdruck  Ä  der  in  Fig.  113  b  aus 
gerechnete  Wert.  Ein  größerer  Auflagerdruck  als  39,3 1  kann  also  bei 
dieser  Brücke  und  bei  der  vorgeschriebenen  Belastung  nicht  entstehen. 

In  den  Fig.  113  (V—g  sind  die  Einflußlinien  für  die  Querkräfte 
gezeichnet.  Da  die  Belastung  indirekt  wirkt,  sind  die  Einfluß- 
linien entsprechend  Fig.  llOd  entworfen:  Zunächst  werden  die 
Werte  1,0  t  aufgetragen,  dann  die  beiden  parallelen,  schrägen 
Linien  A'D'  und  C'B'  gezeichnet  und  schließlich  wird  die  Ver- 
bindungslinie O'H'  eingetragen  (vgl.  Fig.  113 d).  Zu  jedem  der 
Felder  ö— i,  1—2,  2 — 3,  3 — 4  und  4—4'  gehört  eine  besondere 
Einflußlinie  für  die  Querkraft.  Die  Fig.  113  c — d  zeigen  deutlich, 
daß  sich  diese  Einflußlinien  für  die  verschiedenen  Felder  nur  durch 
die  Lage  der  schrägen  Strecke  O'H'  unterscheiden. 

Nachdem  dann  die  Einflußlinien  gezeichnet  sind,  sind  die 
Lasten  einmal  so  gestellt,  daß  sie  für  die  Kraftsumme  des  be- 
treffenden Feldes  den  größten  positiven  Wert  ergeben,  und  dann 
so,  daß  der  größte  negative  Wert  herauskommt.  Hinsichtlich  der 
gefährlichen  Laststellungen  ergab  sich  hierbei  folgendes:  Die  größte 
positive  Kraftsnmme  eines  Feldes  entsteht  bei  d^  vorliegenden 
Brücke  dann,  wenn  die  Lasten  vom  rechten  Auflager  her  bis  zu 
dem  rechten  Querträger  dieses  Feldes  vorgerückt  sind.  Die  größte 
negative  Querkraft  des  untersuchten  Feldes  entsteht  dann,  wenn 
die  Lasten  von  links  her  bis  zu  dem  linken  Querträger  dieses 
Feldes  vorgerückt  sind.  Man  nennt  diese  beiden  Stellungen  die 
jjOrundsteUungen^^  des  betreffenden  Feldes.  Wir  wollen  uns  merken, 
daß  in  den  meisten  Fällen  die  größten  Querkräfte  (positiv  und 
negativ)  eines  Feldes  dann  entstehen,  wenn  die  Lasten  in  positiver 
bzw.  negativer  Grundstellung  stehen. 
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Die  Ausrechnung  der  Werte  der  größten  positiven  und  der 
größten  negativen  Kraftsummen  der  einzelnen  Felder  ist  genau  so 
durchgeführt  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  und  wird  ohne  noch- 
malige Erklärung  verständlich  sein* 

b)  Bestimmung  der  Momente. 

Die  Momente  ändern  sich  nicht  nur  von  Feld  zu  Feld,  sondern 
von  Punkt  zu  Punkt.  Um  ein  absolut  genaues  Bild  von  den 
größten  Momentensummen  zu  erhalten,  müßte  man  also  theoretisch 
sämtliche  Querschnitte  des  Balkens  untersuchen.  Natürlich  ist 
dieses  praktisch  unmöglich.  Man  begnügt  sich,  einzelne  Punkte 
herauszugreifen  und  nur  für  diese  die  größten  Momentensummen 
zu  bestimmen. 

In  Fig.  114  sind  die  Querschnitte  1^2,3^4  und  m  unter- 
sucht. ^(Für  Querschnitt  o  ist  die  Momentensumme  gleich  Null.) 
Die  Einflußlinien  sind  nach  Fig.  llOf  entworfen:  Zunächst  sind 
sie  für  direkte  Belastung  gezeichnet  und  dann  durch  Hinunter- 
loten der  Belastungspunkte  für  indirekte  Belastung  gültig  ge- 
macht. Hierbei  ergibt  sich  nur  für  den  Querschnitt  m  ein  Unter- 
schied zwischen  den  Einflußlinien  bei  direkter  und  indirekter 
Belastung.  Für  die  anderen  Querschnitte,  die  direkt  unter  den 
Belastungspunkten  liegen,  ist  kein  Unterschied  vorhanden. 

Nach  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  werden  die  gefährlichen 
Laststellungen  aufgesucht.  Im  allgemeinen  muß  man  hier  einige 
Stellungen  ausprobieren,  um  zu  entscheiden,  bei  welcher  die  größte 
Momentensumme  entsteht.  Deshalb  findet  man  auch  in  Fig.  114  b — d 
zwei  Stellungen  eingezeichnet:  eine  oberhalb  und  die  andere  unter- 
halb der  Horizontalen.  Durch  Vergleich  der  Ordinaten  mittels 
Stechzirkel  kann  man  leicht  die  maßgebende  Stellung  auffinden, 
da  ja  ein  Teil  der  Ordinaten  sich  beim  Verschieben  des  Zuges 
nicht  ändert,  so  daß  es  sich  immer  nur  um  den  Vergleich  einiger 
weniger  Ordinaten  handelt.  Hat  man  dann  durch  Probieren  die 
ungünstigste  Stellung  bestimmt,  so  wird  das  sich  ergebende  Re- 
sultat in  der  bekannten  Weise  neben  die  Einflußlinie  hingeschrieben. 
Beim  Ausrechnen  der  Produkte:  Last  mal  Ordinate  sind  die 
einzelnen  Kraftgruppen  natürlich  durch  ihre  Besultierenden  ersetzt. 

Zum  leichteren  Auffinden  der  gefährlichen  Laststellungen  sei 
noch  einiges  hinzugefügt:  Über  den  tiefsten  Knickpunkt  einer 
Einflußlinie  stelle  man  stets  eine  Last,  und  zwar  eine  möglichst 
schwere,  auf.  Die  übrigen  Lasten  gruppiere  man  möglichst  über 
den  großen  Ordinaten.    In  §  68  wird  noch  eine  allgemeine  Begel 
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abgeleitet  werden ,  um  die  gefährliche  Laststellang  mathematisch 
zu  bestimmen.  Besser  und  einfacher  ist  es  aber,  die  maßgebende 
Stellung  durch  Probieren  zu  finden,  so  wie  es  auch  in  Fig.  114  b — d 
angedeutet  ist. 

Übungsaufgabe:  Bestimme  für  eine  Eisenbahnbrücke  Ton 
6  •  2,50  »  15,00  m  Stützweite  die  größten  Kraft-  und  Momenten- 
summen! 

Dritte  Aufgabe, 

Für  die  in  Fig.  115  und  116  gezeichnete  Straßenbrücke  sind 
die  größten  Querhräfte  und  Mamentensummen  zu  bestimmen! 

Die  Belastung  greift  indirekt  an.  Sie  besteht  aus  zwei  Einzel- 
lasten (Straßenwalze)  und  anschließender  verteilter  Belastung 
(Menschengedränge).  Die  Belastungspunkte  sind  (?,  7,  2,  J,  ^  und  5. 
Denn  eine  Last,  die  sich  zwischen  den  Punkten  0  und  5  befindet, 
kommt  für  den  Träger  H  zur  Wirksamkeit,  und  zwar  wird  sie  an 
den  Stellen  Oj  1  ^  ...j  5  von  den  Längsträgern  auf  die  Haupt- 
konstruktion  übertragen. 

Die  Einflußlinien  für  die  Querkräfte  der  Felder  a— 2,  1—2 
und  2 — 3  des  Trägers  H  sind  in  Fig.  115b— d  aufgetragen.  Zu- 
nächst sind  die  beiden  schrägen,  parallelen  Linien  gezeichnet,  ent- 
sprechend der  EinflußUnie  für  direkte  Belastung;  dann  sind  die 
BelastuDgspunkte  hinuntergelotet  und  schließlich  die  Endpunkte 
der  hierdurch  bestimmten  Ordinaten  durch  gerade  Linien  ver- 
bunden. Hierdurch  entstehen  dann  die  Einflußlinien  für  die 
vorliegende  indirekte  Lastübertragung.  In  Fig.  115  c — d  sind 
sie  stark  gezeichnet,  während  die  Hilfslinien  punktiert  dar- 
gestellt sind. 

Nach  Aufzeichnimg  der  Einflußlinien  werden  die  Lasten  in 

die  ungünstigsten  Stellungen  gebracht.  Man  erkennt  leicht  aus 
der  Form  der  Einflußlinien,  wie  die  Lasten  anzuordnen  sind,  um 
die  gesuchten  größten  Querkräfte  für  die  betreffenden  Felder  zu 
erzielen.  Bei  Ausrechnung  der  Produkte:  Kraft  mal  Ordinate 
tritt  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  insofern  etwas  Neues  auf,  als 
außer  den  Einzellasten  auch  verteilte  Belastung  vorkommt.  Aus 
§  23,  II.  Satz,  wissen  wir  jedoch,  wie  in  diesem  Falle  zu  verfahren 
ist:  Wir  multiplizieren  die  Belastung  pro  Längeneinheit  mit  dem 
Inhalte  der  unter  der  Belastung  liegenden  Einflußfläche.  Somit 
ergeben  sich  für  die  Kraftsummen  der  Felder  a — 1,  1 — 2  und 
2 — 3  folgende  Werte: 


,  1  J71  ^   1  cm 
i  mt'  i  cm 

Fig.  116. 
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n           ^on   nQfl_i.7n   /.r.  .  ^  .^  / 1,20  ■  0,48   .  3,95-0,45      1,10  >  0,18  \ 
O.-i  *»  +9,0  •  0,88  +  7,0  •  0,66  4-  0,60  y 5 1 ^ ' 2 / 

«+ 12,6  t, 

Oj .,  =  +9,0  •  0,63  +  7,0  .  0,31  +  5|2  (o,88  •  0,28  +  1,75  •  0,20  +  1,10  •  0,13) 

-  +8,1 1 
bzw. 

Ol-,  =  —9,0  •  0,13  —  — 1,2 1, 

0,-,  =  +9,0  •  0,38  +  7,0  •  0.09  +  ^  (0,10  •  0,03  +  0,65  •  0,04)  —  +4,1 1 

bzw. 

0.-8=-— 4,1t. 

Man  sieht,  daß  bei  der  Strecke  a — 1  die  Schubspannnngen 
nur  in  positiver  Anordnung  auftreten  können,  während  sie  inner- 
halb der  Felder  1 — 2  und  2 — 3  je  nach  der  Laststellung  positiv 
oder  negativ  auftreten. 

In  Fig.  116  b — d  sind  in  entsprechender  Weise  die  größten 
Momente  der  Querschnitte  1,  2  und  m  ermittelt.  Es  ergeben 
sich  folgende  Eesultate: 

M,  =  9,0  •  0,96  +  7,0  •  0,62  +  ^  (1,20  •  0,53  +  3,95  •  0,49  +  1,10  •  0,14) 

«  13,8  mt , 
3f,  =  9,0  •  2,06  +  7,0  .  1,03  +  ^  (2,80  •  1,44  +  1,10  •  0,69  +  1,75  •  0,66  +  1,10  •  0,41) 

=  27,5  mt , 
A^  =  9,0  •  1,65  +  7,0  •  1,38  +  ^  (2,30  •  1,15  +  1,10  •  0,55  +  1,75  •  0,88  +  1,10  •  0,55) 

=  26,1  mt. 

Diese  Momente  sind  sämtlich  positiv,  da  bei  einem  Träger 
zwischen  zwei  Stützpunkten  (ohne  überkragende  Enden)  die  Ein- 
flußlinie für  die  Momentonsumme  nur  positiv  ist. 

Übungsaufgabe:  Man  nehme,  bei  derselben  Querträgeranord- 
nung und  Belastung,  die  Spannweite  der  Brücke  zu  12,00  m  und 
bestimme  die  größten  Querkräfte  und  Momente! 

§67. 
Zusammenfassung  zu  den  Einflußlinien. 

Der  allgemeine  Arbeitsgang  bei  den  Einflußlinien  ist  stets  fol- 
gender: 1.  Aufzeichnung  der  betreffenden  Einflußlinie;  2.  Hin- 
stellung der  Belastung;  3.  Multiplikation  aus  Last  X  Ordinate. 
Nach  diesem  Schema  wird  jede  Einflußlinie  behandelt. 

An  Besonderheiten  ist  noch  folcrendes  zu  merken: 


L  Die  Verschiedenheit  der  einielnen  Querschnitte. 

a)  Zu  jedem  Querschnitte  gehört  eine  besondere  Einflußlinie 
für  die  Momentensomme,  gleichgültig,  ob  die  Belastung  direkt  oder 
indirekt   angreift.     (Denn   die  Abstände  x,^  der   einzelnen  Quer- 
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schnitte  sind  yerschieden,  folglich  anch  die  aufzutragenden  Werte 
x^'lfi;  8.  Fig.  llOe.)  Da  man  natürlich  nicht  alle  Querschnitte 
des  Balkens  untersuchen  kann,  greift  man  eine  Anzahl  von  Punkten 
heraus  und  bestimmt  deren  gröBte  Momente.  Falls  indirekte  Be- 
lastung vorliegt,  wählt  man  zweckmäBig  die  unter  den  Belastungs- 
punkten liegenden  Querschnitte. 

b)  Bei  direkter  Belastung  gehört  ferner  zu  jedem  Querschnitte 
eine  besondere  Einflußlinie  für  die  <)uerkraft  (da  die  Trennungs- 
linie E'F'  in  Fig.  110  c  für  die  verschiedenen  Querschnitte  ver- 
schieden liegt).  Bei  indireUer  Belastung  haben  aber  alle  Quer- 
schnitte ein  und  desselben  Feldes  die  gleiche  Kraftsumme  (denn 
die  EinfluBlinie  für  Q  ist  für  alle  Querschnitte  eines  Feldes  die 
gleiche).  Im  letzteren  Falle  spricht  man  deshalb  von  der  „Quer- 
kraft eines  Feldes^^ 

Zeichnet  man  bei  einem  Balken  für  zwei  Querschnitte  m  und  n, 
die  zu  verschiedenen  Seiten,  aber  in  gleichem  Abstände  von  der 
vertikalen  Mittellinie  des  Balkens  liegen,  die  Einflußlinien,  so  er- 
sieht man  folgendes:  Der  positive  Teil  der  Einflußlinie  von  Q^ 
ist  gleich  dem  negativen  Teil  von  Q« ,  und  umgekehrt.  Die  gröBte 
positive  (bzw.  negative)  Kraftsumme  eines  Querschnittes  ist  also 
gleich  der  größten  negativen  (bzw.  positiven)  Kraftsumme  des  zu 
ihm  spiegelbildlich  gelegenen  Schnittes. 

II.  Vorzeichen  und  gefähriiehe  Laststeilungen. 

a)  Die  Einflußlinie  für  das  Moment  eines  Querschnittes  hat 
in  ihrer  ganzen  Länge  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  (vorausge- 
setzt, daß  der  Träger  nicht  über  die  Auflagerpunkte  hinauskragt). 
Um  den  Größtwert  des  Momentes  zu  erzielen,  wird  man  also  die 
ganze  Strecke  zwischen  den  Auflagern  mit  Lasten  bestellen  (99 Voll- 
belastung^^). Die  größte  Last  muß  möglichst  über  der  größten 
Ordinate  der  Einflußlinie  stehen.  (Bei  direkter  Belastung  also  un- 
mittelbar über  dem  Querschnitte;  bei  indirekter  Belastung  über 
dem  dem  Querschnitte  zunächstliegenden  Belastimgspunkte.) 

b)  Die  Einflußlinie  für  die  Querkraft  eines  Querschnittes  ist 
in  ihrem  rechten  Teile  positiv,  im  linken  Teile  negativ.  Für  die 
Kraftsumme  müssen  also  zwei  Größtwerte  angegeben  werden:  Der 
größte  positive  Wert  entsteht  dann,  wenn  die  Lasten  hauptsächlich 
auf  der  Strecke  rechts  vom  Querschnitte  bis  zum  Auflager  B 
stehen.  Die  größte  negative  Kraftsumme  wird  hervorgerufen  durch 
Belastung  des  Balkenteiles  links  vom  Querschnitte  bis  zum  Auf- 
lager Ä  (yyTeilbelastungen^O*     ^^^  direkter  Belastung  müssen  die 
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Lasten  von  der  betreffenden  Seite  her  meistens  unmittelbar  bis 
zn  dem  Querscbnitte  vorgeschoben  werden;  bei  indirekter  Belastung 
meistens  nur  bis  zu  den  dem  Querschnitte  benachbarten  Belastungs- 
punkten.  Es  kommt  aber  auch  vor,  daß  die  Lasten  noch  weiter 
verschoben  werden  müssen.  (Wenn  vorn  eine  kleine  Einzellast 
steht,  kann  man  durch  weiteres  Verschieben  größere  dahinter- 
stehende Lasten  auf  größere  Ordinaten  der  Einflußlinie  bringen.) 

Im  Prinzip  merke  man  aber:  Das  größte  Moment  eines  Quer- 
schnittes entsteht  bei  Vollbelastung;  die  größte  positive  bzw.  negative 
Querkraft  entsteht  bei  rechtsseitiger  bzw.  linksseitiger  Teilbelastung. 
Vollbelastung  ist  nicht  maßgehend  für  die  Querhraft  eines  Schnittes 
oder  eines  Feldes, 

m.  Maßstäbe. 

Wir  haben  drei  zu  wählende  Maßstäbe:  a)  den  Längenmaß- 
Stab  zum  Auftragen  des  Balkens  und  der  Abstände  der  Lasten 
voneinander;  b)  den  Kräftemaßstab  zum  Auftragen  und  Ab- 
messen der  Ordinaten  der  Einflnßlinien  für  Q;  c)  den  MomeDten- 
maßstab  zum  Auftragen  und  Abmessen  der  Ordinaten  der  Ein- 
flußlinien für  M. 

Man  nehme  für  die  Längenabmessungen  m  (oder  cm),  für 
die  Ordinaten  der  Kraftsummen  t  (oder  kg),  für  die  Ordinaten 
der  Momentensummen  mt  (oder  cmkg).  Dann  sind  die  Einzel- 
lasten in  t  (oder  kg)  und  eine  verteilte  Belastung  in  t/m  (oder  kg/cm) 
einzuführen.  Man  hüte  sich  davor,  im  Laufe  einer  Eechnung  ein 
und  dieselbe  Größe  in  verschiedenen  Maßstäben  zu  nehmen  I 

§68. 
Zweite  Methode:  Analytisehe  Bestimmung  von  Q  und  M. 

Die  Schwierigkeit  bei  der  Ermittlung- von  Kraft-  und  Mo- 
mentensnmmen  infolge  einer  Gruppe  beweglicher  Lasten  besteht 
in  der  Aufsuchung  der  „gefährlichen  Laststellung^^  Die  Einfluß- 
linien haben  den  großen  Vorteil,  daß  sie  durch  ihre  Form  hin- 
weisen, wie  man  die  Lasten  aufstellen  muß,  um  für  die  betreffende 
Kraft-  bzw.  Momentensumme  den  Größtwert  zu  erhalten.  Im 
folgenden  möge  nun  eine  Methode  abgeleitet  werden,  um  auf 
rechnerischem  Wege  die  „gefährlichen  Laststellungen''  aufzufinden 
und  die  betreffenden  größten  Querkräfte  und  Momente  zu  be- 
stimmen. Während  aber  die  Einflußlinien  für  jede  Belastungsart 
geeignet  sind,  paßt  das  rechnerische  Verfahren  hauptsächlich  nur 
für  gewisse,  im  folgenden  zu  besprechende  Belastungsfälle. 
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Erster  Belsstnnggfall:  Direkt  wirkende  Einzellasten. 
L  Bestimmung  der  Qnerkrätte. 

Wir  wissen  ans  §  65,  daß  eine  Last  reohts  von  einem  Schnitte  m 
eine  positive  und  eine  Last  linhs  vom  Schnitte  eine  negative  Qaer- 
kraft  Qm  hervorbringt.  Um  also  die  größte  positive  Querkraft  zu 
erhalten,  müssen  soviel  Lasten  wie  möglich  auf  der  Strecke  mB 
aufgestellt  werden  (Fig.  117  a).  Innerhalb  dieser  Strecke  werden 
wir  die  Lasten  aber  möglichst  nach  links  rücken,  weil  Q'^+Ä 
ist  und  der  Auflagerdruck  A  um  so  größer  ist,  je  näher  die  Lasten 
diesem  Auflager  sind.  Wir  kommen  durch  diese  Überlegung  zu 
der  Laststellung  (Fig.  117  a)  und  wollen  nun  mathematisch  unter- 
suchen, ob  diese  Stellung  wirklich  den  größten  Wert  von  Q^^  hervor- 
ruft oder  ob  er  bei  einer  anderen  Stellung  auftreten  wird. 

In  den  Fig.  117  b  und  c  ist  der  Fall  dargestellt,  daß  der  Zug 
weiter  vorgerückt  ist,  und  zwar  ist  in  Fig.  117  c  das  Lastensystem 

Fig.  117. 

SO  weit  vorgeschoben,  daß  jetzt  die  zweite  Last  über  m  steht. 
Vergleicht  man  zunächst  Fig.  117  b  mit  Fig.  117  c,  so  ist  in  beiden 
Stellungen  die  Querkraft  Q^  gleich  dem  Auflagerdruck  Ä  ver- 
mindert um  die  erste  Last,  P^.  Nun  ist  aber  A  in  Fig.  117c 
größer  als  in  Fig.  117  b  (da  die  Lasten  näher  am  Auflager  A 
stehen);  folglich  ist  auch  die  Querkraft  in  Fig.  117c  größer  als  in 
Fig.  117  b.  Da  wir  die  größte  Querkraft  aufsuchen  wollen,  so  scheidet 
also  die  Laststellung  nach  Fig.  117b  aus,  und  es  bleibt  nur  zu 
untersuchen,  ob  Fig.  117  c  oder  Fig.  117  a  ein  größeres  Q  ergeben  wird. 
In  Fig.  117  a  ist 

(I)  Qj^+Aj^+R.^, 

wobei  zur  Berechnung  des  Auflagerdruckes  A  die  fünf  Lasten 
durch  ihre  Ersatzkraft  JK  =  P^  +  P,  +  Ps  +  -P*  +  -P5  ersetzt  sind. 
In  Fig.  117  c  ist 

(II)  Q,,^+Ari-Pi-^+R'^^^-P,. 
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(Hier  ist  das  Lastensystem,  und  also  auch  seine  Ersatzkraft,  um 
a  nach  links  gerückt.)  Der  Auflagerdruck  Ä  ist  gewachsen;  dafür 
müssen  wir  aber  die  erste  Kraft,  P^  abziehen,  da  diese  jetzt 
links  vom  Schnitte  liegt.  Der  Unterschied  zwischen  Qu  und  Qj 
ergibt  sich,  indem  wir  Qj  von  Qu  subtrahieren: 

(HI)  Qn-Qi-B'j-Pi. 

Hieraus  ist  nun  folgendes  zu  ersehen:  Ist 

B  •  Y    Q^ößer  als    Pj , 

so  steht  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  ein  poHtiver 

Wert.    Folglich  ist  auch  Qu  —  Qi  ein  positiver  Wert,  d.  h.  es  ist 

Qu  größer  als  Qi. 

Ist  aber 

ü 
B  •  —    Meiner  als    Pj , 

V 

80  ist  Qn  —  Qi  ein  negativer  Wert,  d.  h.  in  diesem  Falle  ist  Qu 
Meiner  als  Q^.  Auf  diese  Weise  können  wir  entscheiden,  ob  wir 
in  Fig.  117  a  oder  in  Fig.  117  c  eine  größere  Querkraft  erhalten. 

Die  Stellung  Fig.  117  a  heißt  die  jjOrundstellung^^  die  SteDung 
Fig.  117c  die  ^^vorgezogene  SteUung^^.  Wir  werden  später  sehen, 
daß  bei  direkt  wirkender  Belastung  die  größte  Kraftsumme  eines 
Querschnittes  fast  immer  bei  Orundstellung  entsteht. 

Hat  man  nun  entschieden,  ob  für  den  betreffenden  Quer- 
schnitt die  „Grundstellung*'  oder  die  „vorgezogene  Stellimg^'  die 
größere  E^raftsumme  ergibt,  so  ist  es  ein  leichtes,  den  betreffenden 
Wert  Qm  selbst  zu  berechnen:  Im  ersteren  FaDe  ist  Q^  direkt 
gleich  dem  Auflagerdruck  Äi  {Aj = Auflagerdruck  bei  Grundstellung) ; 
im  zweiten  Falle  ist  Q«  i^eich  dem  Auflagerdruck  Ajj  vermindert 
um  die  Last  P^  (Äjj  »>  Auflagerdruck  bei  vorgezogener  Stellung). 

IL  Bestimmung  der  Momente. 

Während  wir  bei  den  Querkräften  je  nach  der  Laststellung 
einen  positiven  oder  einen  negativen  Wert  bekamen,  stellte  sich 
bei  der  Untersuchung  der  Momente  heraus,  daß  eine  Last  rechts 
vom  Schnitte  ein  positives  Moment  und  eine  Last  links  vom 
Schnitte  ebenfalls  ein  positives  Moment  ergibt.    Wir  werden  also, 
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am  für  m  (Fig.  118  a)  das  größte  Moment  zu  erhalten,  die  Lasten 
nicht  einseitig  (wie  bei  der  Qaerkraftbestimmung),  sondern  mög* 
liehst  symmetrisch  zu  dem  Schnitte  aufstellen  und  wollen  ein 
mathematisches  Kennzeichen  für  die  Stellung,  bei  der  der  Maximal- 
wert von  M  auftritt,  ableiten.  In  Fig.  118  a  ist  das  Moment  der 
Stelle  m: 

Ml  =  +^j  •  a?m  —  -Pi  •  Pi  —  A  •  P«  > 

Verschieben  sich  nun   die  Lasten  um  eine  beliebige  Strecke, 
/},  nach  links,  so  wird  das  Moment  für  den  Punkt  m  (Fig.  118  b): 

Mu  =  +^j/-a?«  -  Pi(Pi  +  Ä-  P2(P2  +  Ä  -  ^8  •/? , 


M 


II 


+  B^^^4-^'X,,-P,(p,  +  ß)-P,(j>,  +  ß)-P,'ß. 


l 


Ji.1 


r'i  j£F^j?     w 


•^i* asv»« H« 


^ 


^J 


R 


I        »/7t 


^o  '  ^ 


^ 


V 


Fig.  118. 

Um  zu  entscheiden,  ob  Mn  größer  oder  kleiner  ist  als  Jlf/, 
bilden  wir  wieder  den  Unterschied  zwischen  Mu  nnd  Mix 

Mu-Mt  =  \^+R^-x„  +  B-^-x„-PiPi-P,ß-P,p,-P,ß-P,ß\ 
Mu-Mi  =  +B-^.x„-P,ß-P,ß-P,ß 


-ß 


+  B^-{P,  +  P,+P,) 


Hieraus  folgt:  Ist 


B^XPi  +  P.+P»), 
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so  ist  der  Unterschied  zwischen  Jf/j  und  Jf/  positiv,  d.  h.  es  ist 

Ist  aber 

80  ist  Jf //  <  Mj . 

Hiermit  ist  entschieden,  ob  durch  eine  Lastverschiebung  nach 
Iin1c8  das  ursprüngliche  Moment  des  Punktes  m  (Fig.  118  a)  ver- 
größert oder  verkleinert  werden  würde.  Genau  so  wird  untersucht, 
welche  Wirkung  eine  Verschiebung  nach  rechts  hätte:  Ist 

so  gibt  die  nach  rechts  verschobene  Stellung  ein  größeres  Moment 
als  Fig.  118  a,  und  ist 


SO  ergibt  die  nach  rechts  veischobene  Stellung  ein  kleineres  M 


m 


Wenn  also  die  beiden  Bedingungen :   B  -y^  <  (P^  +  Pj  +  P,)  und 
Ii-^<  (Pg  +  P4  +  Pz)  erfüllt  sind,  darf  die  Belastung  weder  nach 

V 

links  noch  nach  rechts  verschoben  werden,  dann  enUteM  hei  der 
Stellung  Fig.  118  a  das  größte  Moment  M^  •  Ist  aber  eine  von  den 
beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  muß  eine  neue  Stellung  an- 
genommen und  diese  dann  in  derselben  Weise  untersucht  werden. 
Sobald  dann  die  für  das  Moment  M^  „gefährliche  Laststellung*' 
bestimmt  ist,  wird  der  Wert  von  Jf^  in  derselben  Weise  ermittelt 
wie  bei  feststehender  Belastung. 


Zweiter  Belastnngsfall:  Indirekt  wirkende  Einzellastem 

L  Qnerkrifte. 

Zunächst  werde  daran  erinnert,  daß  bei  indirekter  Belastung 
alle  Schnitte,  die  innerhalb  ein  und  desselben  Feldes  liegen,  die 
gleiche   Querkraft   haben   (§  67,  I).     £s   sei   nun   z.  B.   für   das  . 
Feld  u — V  von  Fig.  118  "^  die  größte  Querkraft  zu  bestimmen. 

Wir  beginnen  mit  „Grundstellung^^  dieses  Feldes  (d.  h.  die 
Lasten  nur  einseitig  vom  Felde;  Fig.  118 °a).  Hierfür  ist  die 
Querkraft: 
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Bückt  nun  der  Zug  in  die  vorgezogene  Stellung  (Fig.  118°  b), 
so  daß  sich  das  ganze  Belastungsschema  um  a  verschiebt,  so  übt 

die  erste  Kraft,  Pj ,  einen  Druck  P'  =  Pj  y  auf  den  Querträger  u 

aus.  Wir  haben  also  jetzt  links  von  m  zwei  Kräfte,  nämlich  Au 
und  P%  von  denen  die  eine  aufwärts  und  die  andere  abwärts 
wirkt.  In  Fig.  118 ^b  ist  demnach  die  Summe  aller  Kräfte  links 
vom  m: 

Q,z  =  ^7/-P'  =  ^7/-Pij 

_  p^o  +  g  a 


Fig.  118*. 

Durch  das  Vorschieben  der  Lasten  hat  demnach  die  Quer- 
kraft zugenommen  um 


Ist  nun 


^  ^  ▼>    Ä  -r*       Ä 


R-j  größer   als   Piy> 


so  ist  die  Zunahme  der  Querkraft  positiv.     Ist  aber 

R-=-  kleiner  als  Piy> 

dann  ist  der  Zuwachs  negativ;  dann  ist  also  die  Querkraft  in 
vorgezogener  Stellung  (Fig.  118  ^b)  kleiner  als  in  Grundstellung 
(Fig.  118  °a).  Kürzen  wir  die  obigen  Ausdrücke  noch  durch  a,  so 
erhalten  wir  nach  einer  einfachen  Umformung  die  beiden  Fälle: 


(V) 


(IV) 
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a)  £  <  Pj  -T- :     OmndsteUung  ergibt  größere  QuerJeraft ; 


h 


X 

l 

B  >  Pi  -r :     vorgezogene  St.      ,,  ,| 


w 


Hierin  ist  £  gleich  der  Summe  aller  Lasten,  die  sich  bei 
Grundstellung  auf  der  Brücke  befinden. 

Falls  die  Bedingung  (IV  b)  erfüllt  ist,  d.  h.  falls  vorgezogene 
Stellung  maßgebend  ist,  muß  untersucht  werden,  ob  durch  ein 
noch  weiteres  Vorziehen  vielleicht  noch  eine  weitere  Vergrößerung 
der  Querkraft  eintritt.  Auf  diese  Weise  entsteht  dann  die  zwei- 
mal vorgezogene  Stellung  Fig.  118  ^c.  In  genau  entsprechender 
Weise  läßt  sich  hierfür  ableiten: 

a)  B'  <  (Pi  +  Pg)  j :    einmal  vorgezog.  St.  ergibt  grö ßere  Querkraft. 


V 


Ä'XPi  +  Pa)^:    zkveimal       „         „       „  „  „ 


Hierin  ist  B'  gleich  der  Summe  aller  Lasten,  die  sich  bei 
einmal  vorgezogener  Stellung  auf  der  Brücke  befinden.  Falls  durch 
das  Vorschieben  keine  neue  Last  auf  die  Brücke  gelangt  ist,  ist 
also  R'==B.  Überhaupt  genügt  es,  nur  die  Summe  £  zu  be- 
bestimmen und  diese  dann  auch  für  die  Bedingungen  (V)  zu  be- 
nutzen.    Es   sei   noch   darauf  aufmerksam   gemacht,   daß,   falls 

Pi  =  Pj  ist,  (Pi  +  P2)  y  =  2  Pi  j  ist.     In  diesem  Falle  läßt  sich 

die  Bedingung  (V)  also  auch  so  schreiben: 


(V) 


Ä'<2P,|, 
£>2Pi|. 


Der  gesamte  Bechnungsgang  ist  also  folgender:  Man  nimmt 
die  Lasten  zunächst  in  Grundstellung  an  und  sieht  nach,  welche 
des  beiden  Bedingungen  (IV  a)  und  (IVb)  erfüllt  ist.  Ist  die  erste 
erfüllt,  so  bleibt  es  bei  Grundstellung.  Trifft  die  zweite  zu,  so 
kommt  vorgeschobene  Stellung  in  Betracht.  Dann  muß  aber  noch 
nachgesehen  werden,  welche  der  beiden  Bedingungen  (Va)  und  (Vb) 
erfüllt  wird.  Hierdurch  ergibt  sich,  ob  ein-  oder  zweimal  vorge- 
zogene Stellung  zu  nehmen  ist.  Meistens  ist  es  so,  daß  für  die 
ersten  Felder  vom  linken  Auflager  aus  einmal  vorgezogene  Stellung 
maßgebend  ist,  für  die  anderen  Grundstellung. 
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Zusatz:  Der  obigen  ÜDtersnchnDg  haftet  insofern  eine  Unge- 
nanigkeit  an,  als  während  des  Vorschiebens  auch  neue  Lasten  auf 
den  Träger  hinaufkommen  können.  Es  ist  leicht,  auch  diese  zu 
berücksichtigen;  doch  werden  die  Formeln  dadurch  unnötig  kom- 
pliziert. 

Sobald  nun  die  Laststellung,  bei  der  die  größte  Querkraft 
auftritt,  erkannt  ist,  ist  es  leicht,  letztere  selbst  zu  berechnen: 

falls  Grundstellg.  maßgebend :  Q=  +-4./, 


(VI) 


+ 
„    vorgezog.  St         „         :  Q  =  +Ä11  -  P^-jj 


bzw.      =+^,„-^ii±^)±^ 


Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  größte  positive  Querkraft  des 
betreffenden  Feldes.  Utn  die  größte  negative  Eraftsumme  zu 
erhalten,  läßt  man  den  Zug  entsprechend  von  Ä  aus  vorrücken. 
Statt  dessen  geht  man  bei  symmetrisch  angeordneten  Feldern 
meistens  so  vor,  daß  man  für  alle  Felder  des  Trägers*  nur  die 
größten  positiven  Werte  Q  berechnet.  Dann  hat  man  nämlich 
auch  die  größten  negativen  Querkräfte.  Denn  es  ist  z.  B.  die 
größte  negative  Querkraft  für  das  vorletzte  Feld  links  gleich  der 
größten  positiven  Querkraft  für  das  vorletzte  Feld  rechts;  usw. 
(vergl.  §  67, 1). 

n.  Momente. 

Die  Momente  berechnet  man  zunächst  für  die  Querschnitte, 
die  in  den  Belastungspunkten  liegen.  Denn  für  einen  Be* 
lastungspunkt  ist  das  Moment  bei  indirekter  Belastung  genau 
so  groß  wie  bei  direkter  Belastung  (vgl.  die  betreffenden  Ein- 
flußlinien). Für  einen  solchen  Punkt  gilt  also  auch  bei  indirekter 
Belastung  die  vorhin  (für  direkte  Belastung)  aufgestellte  Begel 
zur  Erzielung  der  größten  Momentensumme  (Fig.  118): 

Eine  Last,  z.  B.  P3 ,  wird  direkt  über  den  betreffenden  Punkt  m 
gestellt.  Die  übrigen  werden  möglichst  zu  beiden  Seiten  von  m 
angeordnet,  und  dann  wird  untersucht,  ob 

1.     Ä^"*<Pi+P2  +  P3,     und 

ist.  Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  so  darf  die  Be- 
lastung weder  nach  links  noch  nach  rechts  verschoben  werden; 
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d.  h.  dann  ergibt  die  angenommene  Laststellung  tatsäch- 
lich das  größte  Moment  für  den  Punkt  m. 

Ist  aber  eine  von  den  beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so 
ergibt  die  eingezeichnete  Laststellung  nicht  das  größte  Moment 
für  den  betreffenden  Punkt.  Dann  muß  also  eine  neue  Stellung 
ausprobiert  werden  (indem  man  eine  andere  Last  über  Punkt  m 
stellt,  usw.).  Und  zwar  hatte  sich  gezeigt:  Ist  die  erste  Be- 
dingung nicht  erfüllt,  so  müssen  die  Lasten  nach  links  ver- 
schoben werden;  andernfalls  nach  rechts. 

Auf  diese  Weise  werden  für  die  Belastungspunkte  die 
größten  Momente  berechnet. 

Für  die  anderen  Balkenpunkte  müßte  hinsichtlich  der  ge- 
fährlichen Laststellungen  eine  besondere  Untersuchung  erfolgen. 
Wenn  man  aber  die  Momente  für  die  Belastungspunkte  hat, 
trägt  man  sie  in  den  einzelnen  Punkten  auf,  verbindet  einfach 
die  Endpunkte  dieser  Strecken  durch  gerade  Linien  und  hat 
hiermit  für  alle  Balkenpunkte  das  größte  Moment.  (Für  die 
Zwischenpunkte  ist  dies  zwar  nicht  mathematisch  genau,  da  im 
allgemeinen  jeder  Zwischenpunkt  eine  besondere  Laststellung  hat 
[S  67, 1] ;  aber  ausreichend.) 


Dritter  Belastnngsfall!  Direkte,  gleichmäCig  Yerteilte  Last 

Die  gefährlichsten  LaststelluDgen  ergeben  sich  am  einfachsten 
durch  einen  Eückblick  auf  die  Einflußlinien. 

I.  Querkräfte. 

Aus  der  Einflußlinie  für  die  Querkraft  eines  Balkenpunktes  m 
für  direkte  Belastung  ist  folgcDdes  ersichtlich  (Fig.  llS+b):  Die 
größte  positive  Querkraft  für  den  Schnitt  m  infolge  einer  gleich- 
mäßig verteilten  Last  p  wird  dann  entstehen,  wenn  die  Last  von 
jB  bis  m  aufgestellt  ist;  und  die  größte  negative  Querkraft  ent- 
steht bei  Laststellung  von  A  bis  m. 

Diese  Laststellungen  sind  in  Fig.  llS+a  eingezeichnet.  Die 
betreffenden  größten  Querkräfte  ergeben  sich  dann  sofort: 


0  =  ^=px;.^.4-  =  -jfV-<*, 

+ 


2 

1 
l 

= 

V 
21 

2 

1 

l 



P 
U 

?  =  ^  =  P^»-2  T^iT-*^-- 

Zusatz:  Man  bestimme  diese  Werte  auch  durch  Ausrechnung 
aus  den  Einflußlinien!     (Q  =  p  .  J'  =  . . .) 
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Vffiiiiiinm 


m 


Fig.  118+. 

II«  Momente« 
Ein  Blick  auf  die  EinflußliDie  zeigt,  daß  zur  Erzielang  des 
größten  Momentes  für  einen  Schnitt  m  der  ganze  Träger  mit 
der  gleichmäßig  verteilten  Last  voll  gestellt  werden  muß  (Fig.  118''' c). 
Es  kommt  also  derselbe  Belastnngsfall  heraus  wie  bei  einer  stän- 
digen, sich  über  den  ganzen  Träger  erstreckenden  Belastung. 
Folglich  kann  auch  das  größte  Moment  für  den  Schnitt  m  nach 
der  für  gleichmäßige  Vollbelastung  aufgestellten  Formel  berechnet 
werden  (§  59,  60)  : 


max 


M. 


P 


tn 


öCm-afm. 


Trägt  man  für  alle  Querschnitte  ihre  größten  Blomente  auf,  so 
ergibt  sich  als  Kurve  der  Maximalmomente  eine  Parabel. 


Vierter  Belastungsfall:  Indirekte,  gleichmäßig  verteilte  Last 

Um  die  Formeln  für  die  größten  Werte  Q  und  M  eines  Schnittes 
zu  erhalten,  nehmen  wir  wieder  vorübergehend  die  Einflußlinien 
zur  Hilfe. 
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I«  Querkräfte« 
Die  größte  positive  Querkraft  für  ein  Feld  (wi  —  1)  —  w  ent- 
steht bei  Belastung  von  B  bis  znm  Pankte  x,  senkrecht  über 
dem  Nullpunkte  N  der  Einflußlinie,  um  diese  gefährliche  Last- 
Stellung  rechnerisch  zu  bestimmen,  muß  man  also  die  Lage  des 
Punktes  N  ermitteln.  Diese  ergibt  sich  durch  geometrische  Be- 
trachtung der  Einflußfläche  Fig.  118 +e:  Es  ist  zunächst 

l,0-<    1,0-ir^.i         , 


y  :  Ä  =  ?;i :  »^2  = j * j =  ^m '  ^m-i 


• 


Also  ist  auch 

y :  (y  +  «)  =  a?; :  (a?;;  +  a?«.i) , 

Nun  ist  aber  nach  der  Figur: 

(y  +  ^)  =  ^         (=  Feldweite  des  untersuchten  Feldes); 

Hiermit  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des  Lage  des  Punktes  N: 

y  =  <  •  7— V '     ^^^ 


n^x;^  +  y  =  x^  +  xi 


l        Am         *        Am 


Somit  ist  die  Strecke  n,   d.  h.   die  gefährliche  Laststellung  für 
das  Feld  (m  —  1)  —  w ,  rechnerisch  bestimmt. 

Die  Querkraft  selbst  finden  wir  nun  am  einfachsten,  indem 
wir  die  Belastung  p  multiplizieren  mit  dem  Inhalte  der  darunter 
liegenden  Einflußfläche: 

n-m      p   x'm'l     1,0-0?;; 


Q^P'F^p 


2  l-kn.        l 


^  2    i  —  Xm 

Hiermit  ist  die  größte  positive  Querkraft  für  das  Feld  (m  —  1)  —  w 
infolge  einer  indirekt  wirkenden  Belastung  p  bestimmt. 

Die  größte  negative  Querkraft  desselben  Feldes  ergibt  sich 
leicht  durch  entsprechende  Betrachtung  des  linken  Teiles: 

Zusatz:  Meistens  sind  alle  Felder  eines  Trägers  gleich  lang. 
Man  hat  dann  also:  A^  «  Ag  » .  • .  =  A .     Ist  dann  ferner: 

n  =  Anzahl  der  Felder       (also  Z  =  n  •  A), 


—     368^     — 

so  ist  für  ein  Feld  mit  den  Ordnungsnnmmern  (m  —  1)  —  m : 

i  —  ^  =  wi— A  =  (n  —  1)X 

oOm  =  l  —  Xfn  =  nX  —  rak  =  (n  —  m)X 

Mit  diesen  Vereinfachungen  ergeben  sich  die  Ausdrücke  für 
die  Querkräfte: 

__  p  (n  —  myX^ 
;       2"   (n-l)A   ' 

pX 
Q  =  -^j^^ =Y  •  (n  —  in)*   [(n  —  m)  «=  Pelderzahl  rechts  vom  Schnitt], 

■  g«2(tfil)  •(^^-^)^     [(m-l)=         „  links       „         „      ]. 

pX 
Der  Faktor  777-^- — rr  wird  ein  für  allemal  bestimmt,  wodurch 

2(n  —  1)  ' 

die  ganze  Berechnung  sehr  einfach  wird. 

Für  je  zwei  gleich  große  Felder,  die  symmetrisch  zur  Mitte 
des  Trägers  liegen,  gilt  natürlich  die  Beziehung:  Die  größte  posi- 
tive (negative)  Eraftsumme  des  einen  Feldes  ist  gleich  der  größten 
negativen  (positiven)  Kraftsumme  des  anderen  Feldes. 

n.  Momente. 
Maßgebend  ist  Vollbelastung,  wie  die  Einflußlinie  zeigt.    Für 
einen  Belastungspunkt  folgt  also  direkt: 


2 


Jtf  =  ^a?m-a^m- 


Durch  Auftragen  der  für  die  Belastungspunkte  gefundenen  Werte 
und  (geradlinige)  Verbindung  ergeben  sich  dann  auch  die  Maximal- 
momente für  die  anderen  Punkte. 


Znsammenfassung  zu  §  68. 

In  diesem  Paragraphen  haben  wir  verschiedene  F&lle  untersucht,  in 
denen  man  die  größten  Querkräfte  und  Momente  auch  recht  bequem 
rechnerisch  bestimmen  kann.  Es  zeigte  sich,  daß  man  je  nach  der  Be- 
lastungsart verschieden  vorgehen  muß.  Für  folgende  4  Fälle  haben  wir 
bestimmte  Methoden,  bzw.  Formeln  ausgearbeitet: 

1.  Direkt  wirkende  Einzellasten. 
a)  Querkräfte*   Wir  nehmen  die  Lasten  zunächst  in  „Grundstellung^* 
an  (d.  h.  einseitig  vom  Schnitte)  und  untersuchen  dann,  ob 

-B-y-<    oder    >  P^ 


tisch  kaum  vor. 
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ist.  Im  ersteren  Falle  ergibt  die  Grundstellung  tatsächlich  die  größere 
Querkraft.  Im  zweiten  Falle  ist  Grundstellung  nicht  maßgebend,  sondern 
es  muß  (um  eine  Last)  vorgezogen  werden. 

Sobald  auf  diese  Weise  die  ungQnstigste  Laststellung  bestimmt  ist, 
erfolgt  die  Ausrechnung  von  Q  in  gewöhnlicher  Weise: 

Q  =i  Aj  (falls  Grundstellung  maßgebend  war) 

bzw.    0  =  -4//  -  Pi       (  „    vorgezog.  Stelig.         „  „  ). 

2ju»atz:  Augenscheinlich  wird  bei  direkten  Einzellasten  fast  stets 
Grundstellung  maßgebend  sein.  Nur  wenn  die  erste  Last  sehr  klein  ist 
im  Verhältnis  zur  Lastensumme  R ,  kann  vorgezogene  Stellung  maßgebend 
werden.  Der  FalJ,  ob  rtreimal  vorgezogene  Stellung  eine  noch  größere 
Querkraft  ergibt,  ist  entsprechend  zu  untersuchen;  doch  kommt  er  prak- 

Es  müßte  dann  sein:  ü-y-  >  (Pj  +  P«) 

b)  Momente.  Wir  nehmen  die  Lasten  beiderseitig  von  dem  be- 
treffenden Punkte  m  an,  und  zwar  eine  Last  direkt  in  m ,  und  untersuchen 
dann,  ob  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1.    fi^<P,  +  P,+...P^, 

2.      Ä  -T-  <^  P„  +  P«  - 1  +  •  •  .  Pm  • 

[Hierin  bedeutet  P^  +  P,  + . . .  +  P,„  die  Summe  der  Lasten  von  links 
bis  einschließlich  Punkt  «;  P„  +  P„.i+...4-Pm  bedeutet  die  Lasten  von 
rechts  bis  einschließlich  m .  Die  L&ngen  x^  und  xU  sind  die  Abstände  des 
betreffenden  Punktos  vom  linken  bzw.  rechten  Auflager.  R  ist  die  Summe 
aller  Lasten.] 

Sind  beide  Bedingungen  erfüllt,  so  ergibt  die  angenommene  Last- 
stellung tatsächlich  das  größte  Moment  für  den  betreffenden  Punkt.  Andern- 
falls muß  nach  links,  bzw.  rechts  verschoben  werden. 

2«  Indirekt  wirkende  Einzellasten, 
a)  Querkräfte.    Mit  Grundstellung  wird  angefangen.    Dann  sind  fol- 
gende Fälle  möglich: 

/ 
1.     J3<Pi-T-:    es  bleibt  bei  Grundstellung; 


2.     R'^  P^-r-»     vorziehen 


a)  R'  <  (Pj  +  "Pg)  X  •      «wmal  vorziehen, 

b)  R'  >  (P^  -f  Pg)  T :    rireimal  vorziehen. 

[i2-Sunmie   aller   Lasten   bei  Grundstellung:   JR' =  Lastensumme   bei  vor- 
gezogener Stellung,  (kann  auch  einfach  gleich  R  genommen  werden).] 

Sobald  dann  über  die  maßgebende  Stellung  entschieden  ist,  ergibt  sich 
die  zugehörige  Querkraft  (vgl.  Fig.  118®): 

0  =  A/  (im  Falle  1  ) 

+ 

bzw.    0  =  ii//  -  Pj  -p  (  „       „     2a) 

bzw.    Q  =  Aju 5 —^—   {  „        „     2  b). 
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Zusatz:  In  entsprechender  Weise  ist  die  —  praktisch  kaum  vor- 
kommende —  dreimal  vorgezogene  Stellung  zu  untersuchen;  usw. 

b)  Momente«  Es  werden  zunächst  die  Momente  an  den  Belastungs- 
punkten untersucht,  und  zwar  genau  so  wie  hei  direkter  Belastung.  Falls 
auch  ein  Zwischenmoment  verlangt  wird,  ergibt  sich  dieses  durch  (gerad- 
linige) Einschaltung  zwischen  die  beiden  benachbarten  Belastungspunkte. 

8«  Direkt  wirkende  gleiehmäfiig  verteilte  Last, 
a)  Querkrätte.    Stets  Grundstellung,  und  zwar  kann  man  sofort  hin- 
schreiben: 

[x!n  und  cCm  sind  die  Abstände  des  betreffenden  Punktes  nach  rechts,  bzw. 
links.] 

b)  Momente«    Vollbelastung.    Für  irgendeine  Stelle  m  ist  also: 

Af  =  |-a;^  .  xi  .     (in  der  Mitte:    M=  ^)  . 

Kurve  der  Maximalmomente  ist  eine  Parabel. 

4«  Indirekt  wirkende  gleichmäßig  verteilte  Last. 

a)  Querkrätte«    Stets  vorgezogene  Stellung,  und  zwar  ergibt  sich  für 

ein  Feld:  ,t  s 

Q  ^  P     ^^"     .     Q  =  P   ^^"-' 

[xii  und  a?M-i  sind  die  Abstände  des  Feldes  (m  —  1)  —  m  nach  rechtsy 
bzw.  links.] 

Bei  n  gleichen  Feldern  ist: 

b)  Momente«  Die  Belastungspunkte  herausgreifen,  nach  Belastungs- 
tall 3  berechnen  und  dann  geradlinig  verbindeo. 

SchluObetrachtung:  Es  sei  nochmals  das  Charakteristische  bei  der 
Bestimmung  von  Q  und  M  hervorgehoben:  Bei  Q  ist  einseitige  Stellung, 
bei  M  ist  beiderseitige  Stellung  der  Lasten  maßgebend.  Bei  gleichmäßig 
verteilter  Last  kann  man  auch  die  betrefifende  genaue  Stellung  sofort  an- 
geben. Bei  Einzellasten  muß  man  im  allgemeinen  etwas  probieren.  (Bei 
angenäherter  Berechnung  von  Q  genügt  es  schließlich,  auch  bei  Einzellasten 
nur  mit  Grundstellung  zu  arbeiten.) 

Außer  diesen  4  Fällen  ist  die  rechnerische  Bestimmung  von  Q 
und  M  namentlich  bei  Eisenbahnbrücken  sehr  angebracht.  Hierüber 
s.  Band  II,  §  32. 

§68a. 
Beispiele  zu  §  68. 

Erste  Anfgabe« 

Für  den  Träger  Fig.  117y  118  sind  für  den  Querschnitt  m  die 
größte  Querkraft  und  das  größte  Moment  zu  bestimmen! 
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Zahlenwertc: 

Pj  =  Pg  = . . .  =  10,0  t  in  Abständen  von  je  3,0  m  5 
Z  =  25,0  m;     a?„  =  11,0  m;     a?i,  =  14,0  m. 

a)  Querkraft.     Von  Grundstellnng  wird  ausgegangen.     Hier- 
für ist: 

B~  =  5. 10,0.^-    6,0t  1       ,      .,     „a       „ 
l  25,0  \    also  ist    Äy<Pi. 

Pi  =  10,0t  j 

Es  bleibt  somit  bei  Grundstellung,  und  zwar  wird: 

Q  =  ^  =  J2^  =  50,0.^^^  =  16,Ot. 

b)  Moment    Wir  nehmen  zunächst  die  Stellung  Fig.  118^  als 
die  wahrscheinlich  am  ungünstigsten  an.     Hierfür  ist: 

i2^  =  50,0.^1^ -22,0t  1  ^Xm 

l  '      25,0  '       \    also  ist    1.  R~  KP^+P^  +  P^-, 

Pi  +  P2  +  -P3  =  30,0t  J 

P5  +  -P4  +  i'3=  30,0t] 

Die  angenommene  Stellung  ist  also  tatsächlich  diejenige,  die  für 
die  Stelle  m  das  größte  Moment  abgibt.  Letzteres  wird  nun  in 
gewöhnlicher  Weise  berechnet: 

maxJl^m  =  ^  •  a?m  —  ^^1  •  Pi  —  A  '  ^2  =  218  mt. 

Zweite  Aufgabe. 
Derselbe  Träger  wie  vorhin.     Nur  sei  die  Belastung: 
Pi  =  2,5t;    Pjj  =  P3  =  P^  =  10,0t;     P5  =  2,5 1  (also -TP  =- 35,0 1) ; 
und  die  Lage  des  Punktes  m  sei: 

a?»  =  '7,0m;    0?;;,  =  18,0m. 
a)  Querkraft.    Bei  zunächst  angenommener  Grundstellung  ist: 

B4^  =  35,0.-^=4,2t  1  a       ^ 

l  '      25,0        '      [  also  ist  Rj>Pi; 

Pi=2,5t  ) 
d.  h.  Grundstellung  gibt  nicht  die  größte  Querkraft,  sondern  vor- 
gezogene Stellung.     Für  diese  finden  wir  daun: 

35,0  ■  15,0 
Q  =  ^//  —  Pi  =  — ^ö'ö 2,5  =  18,5 1. 


(Bei  Grundstellung  würde  sich  nur  ergeben: 
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b)  Moment  Wir  nehmen  zunächst  die  Stellang  Fig.  118  a  an 
(Last  Pa  über  dem  zu  untersuchenden  Querschnitt)  und  unter- 
suchen, ob  für  diese  Stellung 


1.     Ä^<p,  +  p,  +  P3,        2.    2?^<P5  +  P4+P, 


ist.     Die  Ausrechnung  ergibt: 

7?  ^^  =  35  0  =    9  8t 

l  '    '  25,0  '       }  die  1.  Bedingung  ist  erfüUt; 

Pi+P8  +  Pj  =  22,5  t 

Ä^  =  35,0.^  =  25,2  t. 

l  '      25,0  \  die  2.  Bedingung  ist  nicht  erfüllt. 

Pj+P^+P,»  22,5  t 

Die  angenommene  Laststellung  ergibt  also  nicht  das  größte 
Moment  für  den  Punkt  m .  Sondern  es  muß  verschoben  werden, 
und  zwar  nach  rechts^  da  die  zweite  Bedingung  nicht  erfüUt  ist. 
Wir  stellen  also  die  Lasten  so,  daß  P^  über  m  steht.  Diese 
Laststellung  ergibt  dann  tatsächlich  das  größte  Moment  für  den 
Punkt  m . 

Dritte  Aufgabe* 


Bei  dem  Träger  Fig.  118''  ist  für  das  Feld  u-^  die  größte 
positive  QuerJcraß  und  femer  für  den  BeUistungspunJct  v  das  größte 
Moment  zu  berechnen! 
Zahlenwerte : 

Pj  =  Pj  ==  . . .  =  10,0  t  in  Abständen  von  je  3,0  m; 
Feldweite  i  =  5,0  m ;     Spannweite  Z  =  5  •  A  =  5  •  5,0  =  25,0  m. 

a)  Qaerkraft     Von    Grundstellung  für   das    Feld    wird    aus- 
gegangen.   Hierfür  ergibt  dann  die  Gegenüberstellung  der  Werte: 

R  =  50,0 1  I  i 

l  ^  ^  ^     >  also  ist  fiferade  B  =  P,  -r- . 

Pij=  10,0  .  5  =  50,0  t  p"*"  *«^  ^  i  ;i  • 

Es  hat  sich  zufällig  ergeben,  daß  R  weder  kleiner  noch  größer 

l  l 

als  -Piyj  sondern  gleich  Pjy  ist.     Dies  bedeutet,  daß  für  das 

Feld  (t* — V)  die  Grundstellung  und  die  vorgezogene  Stellung  die 
gleiche  Querkraft  liefern. 

Letztere  ergibt  sich  nun  durch  einfache  Ausrechnung: 

Q«_,  =  J.  =  18,0  t. 

b)  Moment.    Wir  stellen  die  Lasten  so,  daß  P3  über  v  steht. 
Hierfür  ist 
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i?^-  =  50,0.  |^=  20,0  t   1       ,  ...        «a^  T>       .     r.       .     r. 

l  '     bi  '       i  also  ist  1.  R~Y<Pi+  Pi  +  Ptf 

P, +P.  + Pa«  30,0  t  I 

Ä^=    50,0.-^=    30,0t    1         ,  ..o         T>^'  T>         .       T>         .       T. 

l  '5  I  also  ist  2,  -By  =  P5 +P4  +  P8. 

P5 +P4  +  Ps  =  30,0t  ) 

Es  braucht  also  weder  nach  links  noch  Dach  rechts  verschoben  zu 
werden.  Die  Ausrechnung  von  M  erfolgt  dann  in  gewöhnlicher  Weise: 

M  =^  Ä  '  X  —  P^ .  pi  —Pi'Pi  =  . . . 

Vierte  Autyabe. 

Bei  dem  Träger  Fig.  118+ d  sind  für  das  Feld  (w  — 1)  — w 
die  größten  Querkräfte  {positiv  und  negativ)  und  für  den  Punkt  m 
das  größte  Moment  zu  bestimmen! 

Zahlenwerte: 

I  ==  6i  =  6  •  3,0  =  18,0  m;    p  =  2,5  t/m. 

a)  Querkräfte. 

O  -P     <"     _  2,6  9,0«  _ 

ß  _  P    arü-i         2,5  6,0«  _ 

?(«.,)_„-"  2"  th;: -"2"  i5;ö--^'""*- 

Statt  dessen  kann  man  auch,  da  der  Träger  gleiche  Feldweiten 
bat,  die  Formeln  anwenden: 

g  =  0,75.  2»  = -3,00t. 

b)  Moment.     Es  ist 

maxJfm  "=  ^  =  g  =  101,25  mt. 

§68b. 
Berechnung  eines  Kranträgers  mit  2  Lasten. 

Für  den  wichtigen  Spezialfall:  Kranträger  mit  2  Lasten  (Lauf- 
katze) gestaltet  sich  die  rechnerische  Bestimmung  der  Querkräfte 
und  Momente  besonders  einfach  und  ist  jeder  anderen  Methode  vorzu- 
ziehen. Es  gilt  nämlich  für  diesen  Fall  folgender  Satz :  Die  größte  Kraft- 
und  die  größte  Momentensumme  eines  Querschnittes  entstehen  bei  der- 
selben Laststellung j  und  zwar  dann,  wenn  das  eine  (schwerere)  Rad  direkt 
über  dem  Querschnitte  und  das  andere  nach  der  Mitte  des  Trägers  zu  steht, 

[Eigentlich  gehören  allerdings  zu  jedem  Querschnitte  zwei  „größte 
Kraftsummen''  (die  größte  positive  uud  die  größte  negative).] 
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Im  obigen  Satze  ist  unter  ,,gr5ßte  Eraftsnmme*^  die  zahlenmäßig 
größere  der  beiden  gemeint,  ohne  Berücksichtigung  des  Vorzeichens. 
Für  viele  Aufgaben  kommt  es  nämlich  nur  auf  überhaupt  größte 
Querkraft  des  betreffenden  Schnittes  an,  so  namentlich  bei  der 
Berechnung  von  Nietteilungen. 

Der  Beweis  des  obigen  Satzes  folgt  direkt  durch  Betrachtung 
der  für  einen  solchen  Belastungsfall  gezeichneten  Einflußlinien 
Fig.  111  und  112.  Natürlich  ergibt  er  sich  auch  aus  dem  vorigen 
Paragraphen. 

Als  Beispiel  für  diesen  Spezialfall  wollen  wir  die  erste  Auf • 
gäbe  des  §  66  in  dieser  analytischen  Weise  behandeln.  Die  Eech- 
nung  wird  am  übersichtlichsten  in  Form  einer  Tabelle  durchgeführt. 
In  der  folgenden  Tabelle  bedeutet  : 

X  die  Entfernung  des  zu  untersuchenden  Querschnittes  vom 
linken  Auflager; 

x^  die  entsprechende  Entfernung  vom  rechten  Lager; 

Xq  den  Abstand  der  Besultierenden  B  der  beiden  Bäder  der 
Katze  von  B ,  wenn  jene  sich  für  den  betreffenden  Querschnitt  in 
9,gef ährlicher  Laststellung'^  befindet; 

A  der  bei  dieser  gefährlichen  Laststellung  entstehende  Auf- 
lagerdruck; 

Q  und  M  die  größte  Kraft-  bzw.  Momentensumme  des  be- 
treffenden Querschnittes. 

Dann  ergibt  sich  folgende  Ausrechnung  (zur  Sicherheit  zeichne 
man  die  sechs  gefährlichen  Laststellungen  auf!): 


3 

e 

9 


0 


2 
3 
4 
5 


Abstand  « 

vom 
Lager  A. 

im) 


0,00 
0,90 
1,80 
2,70 
3,60 
4,50 


Abstand  »' 

vom 

Lager  B 

(m) 


9,00 
8,10 
7,20 
6,30 
5,40 
4,50 


Abstand  flb 

der 

Resultierenden 

von  B 

(m) 


(- 


Auflagerdruck  A 
s  Q(ierkrafk  Q 

I     "     9,0      ""  8  **j 
(t) 


8,35 
7,45 
6,55 
5,65 
4,75 
3,85 


33,40 
3 

29,80 
3 

26,20 
3 

22,60 
3 

19,00 
3 

16,40 


11,13 
9,93 
8,73 
7,53 
6,33 
5,13 


Moment  M 
{M^Ä'*) 

(mt) 


29,80 
3 

26,20 
3 

22,60 


1^.3,60 
15,40 


0,00 
-  8,94 
«  15,72 
»20,34 
«22,80 
4,50  «  23,10 


0,90 
1,80 
2,70 


Flsohert^SUtik. 


24 


—    370    — 

Hau  idqS  eiae  solche  Tabelle  bo  einrichteo,  daß  möglicbat 
keine  Nebenrechmmgea  —  ant  später  nicht  mehr  aoffindbareo 
Zetteln  —  nOtig  sincl.  Dann  ist  diese  analytische  Methode  bei 
swel  Lasten  recht  empfehlenairert.  Die  kleinen  Unterschiede  der 
Reenltate  gegennber  Fig.  111  and  112  kommen  natärlich  von  Ab- 
rosdnngen  her. 


Dritte  Methode:  BesÜmmong  von  Q  nnd  31  mittels  Seilpoiygon, 

Dieee  Methode  bat  viel  von  ihrer  frfiheren  Beliebtheit  ver- 
loren, namentlich,  seitdem  man  die  Übersichtlichkeit  der  EinfloB- 
linien  sdi&tzen  gelernt  hat.  Immerhin  verdient  sie,  erw&bnt  zu 
werden.  Der  Einfachheit  vegen  beschränken  wir  nns  auf  direkt 
wirkende  Belastung. 

L  BertlmmaBg  der  Qaerkritte. 
Bei  der  Beredinung  von  Q  kommt  es  vor  allen  Dingen  darauf 
an,  den  Änflagerdmck  Ä  zu  bestimmen,     Hierm  haben  wir  in 
dem  J. -Polygon  (§  21}  eine  sehr  branchbare  Methode  kennen  ge- 


Fig.  110. 

lernt.  In  Fig.  119d  ist  zu  den  Lasten  Pj,  ..  ■,  P;  das  J.-Polygoa 
konstmiert.  Um  nun  für  die  „Orundstellnng"  (Fig.  119a)  die 
Querkraft  zu  finden,  haben  wir,  da  Qi  =  +Äj  ist,  nur  die  Strecke 
uuter  der  Last  P^  abzumessen  and  finden  damit  Qj.  Für  die 
vorgezogene  Stellung  ist  Qu  =  +jlji  —  P, .  An  liegt  im  J-PolygoQ 
unter  der  ersten  Last.    P^  ziehen  wir  davon  ab,  indem  wir  die 


—    371    — 

(ponktiert  gezeichnete)  borizontale  Linie  durch  den  Anfangspankt 
von  Pj  im  Kräftepolygon  zeichnen.  Wir  erhalten  aomit  die  Qaer- 
kraft  infolge  der  Torgesogenen  Stellung  dargestellt  durch  die  mit 
Qu  bezeichnete  Strecke.  Hier  ist  auch  der  Fall  behandelt,  daß 
die  Lasten  noch  weiter  Torgerückt  sind.  Dann  ist  Qm  —  +Ä111 
—  Pj  —  P, .  Wir  finden  diese  GrOfie,  indem  wir  im  J -Polygon 
von  der  unter  der  ersten  Last  gemessenen  Ordinate,  Am,  die 
beiden  Kr&fte  P^  und  P,  abziehen  (Pig.  119d).  Übrigens  wird 
diese  zweimal  voi^ezogene  Stellang  bei  direkter  Belaatcng  wohl 
kaum  jemals  maßgebend  sein. 

Auf  jeden  Fall  kann  man  nach  Fig.  119  für  jeden  QnerschnitC 
diejenige  Stellung,  bei  der  die  gr&ßte  Kraftsamme  entsteht,  auf- 
finden und  dann  letztere  ans  der  Figur  abgreifen. 

DL  Bestimm  nng  der  Homente. 

Auch  diese  Arbeit  besteht  in  einem  Aneprobieren  von  ver- 
schiedenen Stellnngeil.  Cm  zuDächst  fflr  die  Stellung  Fig.  120a 
das  Moment  eines  Schnittes  m  za  finden,  verfahren  wir  nach 


Fig.  120. 

§  56,11:  Wir  reihen  die  Kraft«  zu  einem  Krftft«polygon  anein- 
ander und  ziehen  die  Pol-  und  die  Seilatrahlen  (Fig.  120c  und  d). 
Dann  bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  Sj,  tj  der  Strahlen  II  und 
VII  mit  Ät  und  Bj ,  ziehen  die  Schlufllinie  Sj  Sj  und  haben  das 
Polygon  »i,a,b,e,A,e,»jsiB  Momentenfläche  für  die  Last- 
Stellung  Fig.  120a  (v^.  Fig.  93).  Das  Moment  am  Pankte  m 
ist  dann: 


M,  =  H- 


Vi- 


Nun  sind  die  Lasten  aber  nicht  fest  auf  dem  Träger,  wie  bei 
Fig.  93,  sondern  beweglich.    In  Fig.  120b  ist  deshalb  auch  der 
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Fall  vorgesehen,  daß  die  Last  P|  über  m  steht.  Hierbei  ist  von 
demselben  Kunstgriffe  Oebrauch  gemacht,  wie  bei  der  Ableitung 
des  ^-Polygons  in  §  21:  Die  Linien,  die  die  Lasten  darstellen, 
sind  an  ihrer  früheren  Stelle  gelassen,  dafür  ist  aber  der  Träger 
etwas  nach  links  verschoben  gezeichnet,  so  daß  auf  diese  Weise 
Pg  über  m  zu  stehen  kommt.  Jetzt  können  wir  dasselbe  Kräfte- 
und  Seilpolygon  benutzen;  wir  haben  nur  die  neuen  Schnitt- 
punkte Sil  j  ^11  ^^^  Strahlen  II  und  VII  mit  den  neuen  Auflager- 
kräften Au  und  Bu  zu  bestimmen,  die  Schlußlinie  «//  Sn  einzu- 
tragen und  finden  dann  aus  der  Momentenfläche  «i/^  a,  6,  c,  d,  e, «// 
das  bei  dieser  Stellung  entstehende  Moment: 

Um  festzustellen,  welches  von  den  beiden  Momenten  das 
größere  ist,  brauchen  wir  nur  (mittels  Stechzirkel)  yi  und  yn  zu 
vergleichen.  Indem  man  auf  diese  Weise  die  verschiedenen  Stel- 
lungen ausprobiert,  findet  man  das  Maximalmoment  für  den  unter- 
suchten Querschnitt  m. 

§69a. 
Beispiel  zu  §  69. 

Die  Belastung  einer  Feldbahnhrüeke  von  l « 12,00  m  Spcmn- 
weite  bestehe  aus  einer  Lokomotive  nach  Fig.  121a  und  aus  Oüter- 
wagen  nach  Fig.  121b,  Letztere  können  sich  in  beliebiger  Anzahl 
soioohl  vor  als  auch  hinter  der  Maschine  befinden.  Die  größten 
QuerJcräfte  und  Momente  der  Brücke  sind  zu  bestimmen! 

a)  Querkräfte,  um  für  irgendeinen  Schnitt  des  Balkens  die 
größte  positive  Kraftsumme  zu  finden,  müssen  bekanntlich  die 
Lasten  rechts  von  diesem  Schnitte  aufgestellt  werden.  Die  schwerste 
Last  muß  hierbei  an  der  Spitze  des  Zuges  sein,  um  den  Auflager- 
druck A  (der  ja  hauptsächlich  die  Ejraftsumme  bildet)  möglichst 
groß  zu  machen.  Zur  Erzielung  der  größten  positiven  Querkräfte 
werden  wir  also  Lokomotive  und  Wagen  in  folgender  Anordnung 
nehmen:  Lokomotive  an  der  Spitze,  Wagen  nur  einseitig,  und 
zwar  rechts  von  der  Lokomotive,  angehängt.  Somit  ist  die  Frage 
der  Lastenzusammenstellung  erledigt. 

In  Fig.  121g  ist  nun  zu  diesem .  Lastenzuge .  das  ji -Polygon 
gezeichnet:  Auf  dem  Balken  haben  sieben  Lasten  Platz  (Fig.  121  d). 
Diese  werden  vertikal  unter  A  aufgetragen,  die  vorderste  zu  unterst 
(Fig.  121g).  Dann  werden  zu  diesen  Lasten  die  Polstrahlen  I — VIII 
gezeichnet.  Hierauf  werden  die  Abstände  der  Lasten  von  rechts 
nach  links  aufgetragen,  Fig.  121  f  (der  Zug  wird  also  in  umge- 
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^^^Sängtrtmaßate^   f  cm  -    f,0  •" 

Fig.  121. 

drehter  StelliiDg  noch  einmal  anfgezeichDet),  dnrch  die  Lasteo  die 
Yertikallinien  gezogen  and  zwischen  diese  Tertäkallinien  parallel 
za  den  Polstrablen  die  Seüstrahlen  I — Ylll  eingezeichnet.  Dann 
ist  das  Seüpolygon  1 — YUI  das  .J -Polygon  des  vorliegenden 
Trägers  (vgl.  §  21). 
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Befindet  sich  nun  der  Lastenzug  beispielsweise  für  den  Quer- 
schnitt 4  in  rechtsseitiger  Grundstellung  (Fig.  121  e),  so  ist  die 
Kraftsumme  Q^  gleich  dem  Auflagerdruck  A^ .  Letzterer  ist  aber 
in  dem  A -Polygon  durch  die  Ordinate  Q^  dargestellt.  Wir  er- 
halten also 

Q^  =  A4  -  4,80  t. 

Die  vorgezogene  Stellung  kommt  für  Q^  nicht  in  Betracht. 
Denn,  wenn  man  für  diesen  Fall  die  Kraftsumme  ermittelt  {Qi  in 
Fig.  121g),  so  zeigt  sich,  daß  sie  bedeutend  kleiner  ist  als  der 
Wert  Q4  bei  Orundstellung. 

In  derselben  Weise  sind  in  Fig.  121g  für  die  anderen  Quer- 
schnitte die  größten  positiven  Kraftsummen  gefunden.  Überall 
ist  Grundstellung  maßgebend.  Das  Seilpolygon  in  Fig.  121g  stellt 
also  die  Kurve  der  größten  positiven  Querkräfte  dar. 

Aber  auch  die  größten  negativen  Querkräfte  der  einzelnen 
Querschnitte  lassen  sich  aus  Fig.  121  g  ablesen.  In  §  67, 1  ist 
gezeigt,  daß  zum  Beispiel  für  die  beiden  Schnitte  2  und  8  von 
Fig.  121c  hinsichtlich  der  Kraftsummen  die  Beziehung  gilt:  Die 
größte  positive  Querkraft  von  Schnitt  8  ist  gleich  der  größten 
negativen  Querkraft  von  Schnitt  2 .  Wenden  wir  diese  Beziehung 
auf  je  zwei  spiegelbildlich  gelegene  Schnitte  an,  so  ergibt  sich  für 
eine  Balkenhälfte  folgende  Zusammenstellung  von  größten  positiven 
und  negativen  Kraftsummen: 

Q^  =  + 10,6  t ;  bzw.  «  -  0,0  t, 

Öl  =  +  9,0  t;        „  =  -0,4  t, 

Q,  =+  7,4  t;        „  =-l,Ot, 

Q3  =  +  6,0 1;        „  --1,8  t, 

«4  =  +  4,8  t;         „  =  -2,6  t, 

«5  =  +  3,6  t;         „  =-3,6t. 

Hiermit  sind  die  Querkräfte  vollständig  ermittelt. 

b)  Momente.  Für  Momente  gilt  „Vollbelastung^^,  und  zwar 
müssen  die  schweren  Lasten  über  dem  zu  untersuchenden  Quer- 
schnitte, die  leichten  Lasten  seitlich  davon  stehen.  Durch  diese 
Überlegung  kommen  wir  zu  der  Zuganordnung  Fig.  122  a. 

Zu  diesen  Lasten  wurde  nun  (Fig.  122  b)  das  Kräftepolygon 
und  (Fig.  122  g)  das  Seilpolygon  gezeichnet.  Als  Maßstab  für  die 
Laaten  ist  4,0  t  «=  1  cm  und  für  die  Längen  1,0  m  »  1  cm  ge- 
wählt. Die  Polweite  H  des  Kräftepolygons  wollen  wir  im  Längen- 
maßstab und  die  Ordinaten  y  des  Seüpolygons  im  Kräftemaßstab 
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messen.  Der  Lastenzug  muß  so  lang  genommen  werden,  daß  der 
Balken  in  verschiedenen  Stellungen  eingezeichnet  werden  kann, 
um  nun  für  den  Querschnitt  1  des  Balkens  das  größte  Mo- 
ment zu  erhalten,  zeichnen  wir  den  Träger  so,  daß  der  Schnitt  1 
unter  dem  linken  Lokomotivrade  steht  (Fig.  122  c).  Durch  Hin- 
unterloten der  Lagerpunkte  wird  die  Schlußlinie  Si — «^  bestimmt, 
die   Ordinate   y^    abgemessen    {y^ «  0,9  cm  «  0,9  •  4  «  3,6  t)  und 

hierauf  If,«  H-y,- 3,0  m.3,6  t 

—  10,8  mt 

gefunden.  Somit  ist  für  die  Laststellung  Fig.  122c  (linkes  Loko- 
motivrad über  Schnitt  I)  das  Moment  M^  bestimmt.  Wenn  man 
nun  an  die  Form  der  Einflußlinie  für  M^  denkt,  erkennt  man,^ 
daß  eine  andere  Laststellung  für  den  Schnitt  1  nicht  in  Frage 
kommen  kann.  Somit  ist  das  größte  Moment  M^  endgültig  ge- 
funden. 

Für  den  Querschnitt  3  des  Balkens  sind  in  Fig.  122  d  und  e 
die  beiden  Stellungen  gezeichnet,  daß  einmal  das  linke  und  dann 
das  rechte  Lokomotivrad  sich  über  3  befindet.  (Außerdem  sind 
natürlich  die  anderen  Lasten  vorhanden.)  Beide  Stellungen  müssen 
ausprobiert  werden.  Die  Schlußlinien  sind  s^ — 8^  bzw.  s^ — s^'f 
die  zum  Schnitte  gehörigen  Ordinaten  sind  y^  bzw.  yi.  Der  Ver- 
gleich zeigt,  daß  erstere  die  größere  ist,  und  zwar  wird 

if  j  =  H .  y,  «  3,00  m .  7,6  t 
-=  22,5  mt. 

In  derselben  Weise  ist  dann  noch  durch  Fig.  122  f  für  den 
Querschnitt  6  die  größte  Momentensumme  bestimmt: 

ifg  =  H .  yg  =  3,00  m  •  8,8  t 
=  26,4  mt. 

Ein  Ausprobieren  verschiedener  Stellungen  ist  bei  M^  augenschein- 
lich nicht  nötig. 

In  Fig.  122  h  sind  für  sämtliche  Querschnitte  die  größten 
Momente  zusammengestellt.  Für  die  Querschnitte  2  und  4^  die 
in  Fig.  122  nicht  untersucht  sind,  führe  man  die  Ermittlung 
selber  durch! 

Die  Methode  geht  recht  schnell  vonstatten,  zeitigt  aber  auch 
ein  ziemliches  Liniengewirr.  Außerdem  muß  man  schon  einen 
gewissen  Überblick  über  die  gefährlichen  Laststellungen  haben, 
da  man  sonst  sehr  leicht  Fehler  machen  wird. 
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Zusatz:  Zeichnet  man  in  Fig.  122g  die  Linie  s — 8  ein,  so- 
kann  augenscheinlich  die  zwischen  der  Linie  s — 8  und  dem  Seil- 
polygon gelegene  Fläche  als  die  Momentenfläche  eipes  (gedachten) 
Balkens  angesehen  werden,  der  sich  in  Fig.  122a  zwischen  der 
äußersten  linken  und  der  äußersten  rechten  Last  erstreckt  und 
nach  Fig.  122  a  belastet  ist.  (Denn  für  einen  solchen  Balken  LE 
würde  man  ja  durch  Fig.  122  b  und  g  die  Momentenfiäche  graphisch 
finden;  vgl.  §  56,  II.)  Daraus  folgt,  daß  sich  die  Abstände  z^, z^  usw. 
zwischen  der  Linie  8 — 8  und  den  Knickpunkten  des  Seilpolygons 
auch  rechnerisch  ermittln  lassen:  Man  berechnet  für  den  (gedachten)^ 
Balken  LR  mit  der  Belastung  Fig.  122  a  die  Momente  unter  den 
Lasten.  Diese  Momente  sind  dann  gleich  den  Abständen  2^,  z^  usw. 
(Die  Polweite  IT  ist  für  diesen  Fall  gleich  1,0  zu  setzen.)  Auf  diese 
Weise  erspart  man  Fig.  122  b  und  erhält  außerdem  ein  sehr  ge- 
naues Seilpolygon.  Die  Eechenarbeit  ist  auch  nicht  besonders 
groß,  wenn  man  nach  §  67, 11  die  Momente  des  Balkens  LB  aus- 
einander entwickelt. 

§70. 
Das  absolute  Maximalmoment 

In  den  letzten  Paragraphen  haben  wir  die  Aufgabe  behandelt^ 
für  einen  bestimmten  Querschnitt  eines  Balkens  die  größte  Kraft- 
und  Momentensumme  zu  bestimmen.  Jetzt  wollen  wir  uns  die 
Frage  vorlegen:  Wie  groß  ist  das  größte  Moment,  das  infolge  einer 
vorgeschriebenen  Belastung  überhaupt  an  einem  bestimmten  Träger 
auftreten  kannt  Dieses  Moment  —  es  werde  daß  ^^ab8Ölute  Maximal- 
moment  Jtfabs^'  des  betreffenden  Balkens  genannt  —  kann  natür- 
lich gefunden  werden,  indem  man  verschiedene  Querschnitte  durch* 
probiert.  Für  viele  Belastungen  kann  man  jedoch  systematischer 
nach  den  folgenden  zu  entwickelnden  Methoden  vorgehen. 

I.  Belastung  dureh  eine  Last. 

Wenn  sich  nur  eine  Last  auf  dem  Träger  bewegt  (Fig.  123  a)^ 
so  entsteht  das  größte  Biegungsmoment  am  Balken,  wenn  die 
Last  in  der  Mitte  steht,  und  zwar  ist  dann 

l       P     l       PI 

-afab8-+A.2-  = -g- 2-  =  x- 

n.  Belastung  dureh  zwei  gleich  schwere  Lasten. 

Bei  zwei  gleich  8chweren  Lasten  wollen  wir  folgenden  Weg 
einschlagen.    Zunächst  untersuchen  wir  die  Stellung,  bei  der  die 
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erste  Last  in  Trägermitte  steht  (Fig.  123  b).  Bd  dieser  Stellung 
entsteht  das  größte  Moment  am  Punkte  m  (da  hier  die  Querkraft 
aus  dem  Positiyen  in  das  Negative  übergeht),  und  zwar  hat  dieses 
die  Größe: 

Nun  verschieben  wir  die  Lasten  um  eine  beliebige  Strecke  ß 
nach  links  (Fig.  123  c).  Das  größte  Moment,  das  bei  dieser  Last- 
stellung entsteht,  tritt  bei  n  auf  und  ist 

ai)  if„  =  :^(a.,.|  +  /j.|_a^.^_^»). 

Wir  haben  also  in  Gleichung  (I)  das  größte  Moment,  das  bei 
der  Laatstellang  Fig.  123  b  auftritt,   und  in  Oleichong  (II)  das 


größte  Moment  tax  Laatstellung  Fig.  123  c.     Aus  dem  Vergleiche 
der  beiden  Werte  ergibt  sich  der  Unterschied 


M 


„-Jlf,-y(/J.|-a?o-/8-/?»), 

(III)  Ma-Mt  =  ^-ß{^-Xo-ß). 

l 

Bezeichnen  wir  die  Strecke  w  —  ^o  (^8-  123  b),  die  die  Ent- 
fernung der  Ersatzkraft  Ton  der  ersten  Last  darstellt,  mit  «, 
so  geht  die  Gleichung  über  in: 

(IV)  Mn-Mj^^'ß(u-ß). 
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R  P  +  P 
Hierin  ist  —  =  — = —  für  jeden  einzelnen  Fall  ein  be- 
stimmter, unveränderlicher  Wert.  Je  nach  der  Oröße  der  Strecke  ßj 
nm  die  wir  die  Lasten  verschoben  haben ,  wird  der  Unterschied 
Mjj  —  Mj  verschieden  ausfallen,  und  zwar  ist  der  Unterschied  um 
so  größer,  je  größer  das  Produkt  ß{u  —  ß)  ist.  Am  übersichtlichsten 
wird  die  Untersuchung,  wenn  wir  ß  in  Bruchteilen  von  u  ausdrücken. 
Ist  z.B.  /?  — 0,lv,  so  wird  /?(w  — /5)  =  0,1  w •  0,9 1*  =  0,09 w«.  Wir 
wollen  nun  für  verschiedene  ß  das  Produkt  ß^u  —  ß)  ausrechnen, 
um  auf  diese  Weise  denjenigen  Wert  von  ß  zu  finden,  bei  dem 
Mii  —  Mj  am  größten  wird : 


/S  =  0,1«:) 

/?(«■ 

-ß) 

=  0,09«», 

/?  =  0,6«:) 

ß(u. 

-ß) 

-0,24«S 

=  0,2« 

-0,16««, 

=  0,7« 

=  0,21 ««, 

=  0,3« 

=  0,21 ««, 

-0,8« 

=  0,16««, 

=  0,4« 

=  0,24««, 

-0,9« 

=  0,09««, 

=  0,5« 

=  0,25  «», 

=  1,0« 

=  0,00««. 

Aus  dieser  Zusammenstellung  ist  folgendes  zu  ersehen:  Ver- 
schieben wir  die  Lasten  zunächst  um  eine  kleine  Strecke,  z.  B. 

B 

/?  — 0,1«,  so  wächst  das  Moment  um  -y-0,09i**.    Den  größten 

Zuwachs  erfahrt  das  Moment  da/nnj  wenn  ß  =  0^5u  ist  Wird  ß 
größer  als  0,5  u,  so  wird  der  Zuwachs  wieder  kleiner,  bis  bei 
ß  =  lflu  der  Zuwachs  gleich  Null  ist;  d.  h.  bei  dieser  Stellung 
wäre  das  Moment  ebenso  groß  wie  bei  der  Stellung  Fig.  123  b, 
von  der  wir  ausgegangen  sind.  Würden  wir  noch  weiter  ver- 
schieben, so  würde  der  Zuwachs  ß{u  —  ß)  negativ  werden,  d.  h. 
das  Moment  ist  dann  kleiner  als  unser  ursprüngliches  Moment  Mj. 
Um  also  das  größte  Moment  zu  erhalten^  stellen  wir  die  Lasten  so 
auf,  daß  ß  =  0,5u  ist  Nun  geht  bei  zwei  gleich  schweren  Lasten 
die  Ersatzkraft  B  durch  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Kräften; 
es  ist  also  w  «=  0,5  a  (Fig.  123  b).  Setzen  wir  diesen  Wert  in  die 
Gleichung  für  ß  ein,  so  wird 

^  =  0,5  w  =  -^  . 

Wir  haben  also  zur  Aufsuchung  des  absoluten  Maximalmomentes 
den  Satz: 

Um  bei  zwei  gleichen  Lasten  das  absolute  Maximalmoment  Mabt 
zu  erhalten,  müssen  wir  die  Lasten  so  stellen,  daß  die  erste  um  ein 
Viertel  des  Ähstandes  der  beiden  Lasten  über  die  Trägermitte  hinaus- 
geschoben steht 
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Die  Qröße  des  bei  dieser  Stellung  entstehenden  Momentes  ist: 


l  \2       2  "^  4A2       4/ 


l 


Hiermit  ist  für  den  Fall  zweier  gleich  schwerer  Lasten  P,  die  im 
Abstände  a  voneinander  wirken,  das  größte  aller  am  Balken  vor- 
kommenden Momente  durch  eine  einfache  Formel  bestimmt.  Es 
tritt  also  nicht  in  der  Balkenmitte  auf,  sondern  in  den  Ent- 
fernungen \a  seitlich  (links  und  rechts)  von  der  Mitte. 

m.  Belastung  durch  eine  beliebige  Gruppe  Ton  Einzellasten. 


Wir  wollen  nun  in  derselben  Weise  für  ein  beliebiges  Lasten- 
system die  Stellung  aufsuchen,  bei  der  Jfabs  entsteht.  Hier  ist 
die  Schwierigkeit,  daß  man  nicht  von  vornherein  angeben  kann, 

ra>    ^1^1  I ,  f.  f. 


rrrr"  f    ^.^.'i 


3 


^ l 

Fig.  124. 


-M 


unter  welcher  Last  daa  absolute  Moment  auftreten  wird.  Daß 
das  größte  Moment  unter  einer  Last  und  nicht  etwa  zwischen  zwei 
Lasten  entstehen  wird,  ist  allerdings  sicher.  Meistens  sieht  mau 
auch  sofort,  unter  welcher  Last  das  absolute  Moment  zu  erwarten 
ist.  In  manchen  Fällen  müssen  aber  auf  Grund  des  jetzt  zu  ent- 
wickelnden Verfahrens  mehrere  Lasten  ausprobiert  werden. 

Wenn  in  Fig.  124  a  alle  Lasten  annähernd  gleich  groß  sind, 
oder  P3  wenigstens  nicht  ganz  bedeutend  kleiner  ist  als  die  übrigen, 
wird  ifabs  unter  der  mittleren  Last,  P3 ,  auftreten.     Nun  stellen 
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wir  die  Lasten  so,  daß  P3  über  Trägermitte  steht  und  bestimmen 
das  bei  dieser  Laststellnng  entstehende  größte  Moment 

l 

(I)  M,^+R^^^P,p,^P,p,. 

Hierauf  verschieben  wir  die  Lasten  einmal  nach  der  Seite, 
auf  der  sich  B  befindet  (Fig.  124  b),  und  dann  nach  der  anderen 
Seite  (Fig.  124  c)  und  sehen  nach,  ob  die  jetzt  unter  P3  entstandenen 
Momente  größer  oder  kleiner  als  Mj  sind.  Verschieben  wir  um  ß 
nach  rechts,  so  entsteht  (am  Querschitte  n): 

Mn^+Än[^  +  ß)-PiVi-P,Pt3 

(II)  Jf,,  - +22^^(1 +  /?)-PiP,-P,p,. 

Hieraus  finden  wir  (nach  Auflösung  der  Klammern  usw.): 

Hieraus  sieht  man,  daß  der  Ausdruck  in  der  Klammer  negativ 

ist  (da  Xq  kleiner  als  —  ist);  folglich  ist  auch  Mw  Mi  negativ, 

d.  h.  Mii  ist  kleiner  als  Mi.    Die  Laststellung  Fig.  124b  kommt 
also  nicht  in  Frage. 

Nun  verschieben  wir  den  Zug  um  ß  nach  links,  und  zwar  so, 
daß  P3  links  von  Trägermitte  kommt,  während  R  rechts  davon 
bleibt.    Dann  ist  das  Moment  unter  P3  (Querschnitt  o): 

Min  -  +  ^///  (4  -  ^)  -  -Pi  Pi  -  -P2  P2 


^B^^i^^^ß^p^p^^P^^^. 


Der  üntersohied  zwischen  diesem  Momente  nnd  dem  orsprfing- 
liehen,  Jlf/,  ist: 

Mm  -  If,  =  4  (/^4  -  ß«>^  -  ß') , 


(IV)  Mni-Mj^^'ß[j-Xo-ßy 
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l 

Nun  ist  o"  —  ^0  die  Entfernung  der  Last  P9  von  der  Ersatz- 

kraft  B  des  gesamten  Lastensystems  (Fig.  124  a).  Nennen  wir 
diesen  Wert  u  y  so  ergibt  sich 

(IVa)  Mjn-Mj^^^ß{u^ß), 

d.  i.  dieselbe  Formel  wie  vorhin  hei  zwei  gleich  großen  Lasten.  Wir 
können  also  die  am  Anfange  dieses  Paragraphen  aufgestellten 
Untersuchungen  hier  verwenden.  Wir  hatten  gesehen:  Der  Unter- 
schied der  beiden  Momente  wird  um  so  größer^  je  größer  ß  ist, 
und  zwar  gilt  dieses  bis  zu  dem  Werte  /?  =  0,5  ii  •  Wird  ß  größer 
als  0,5  fi,  so  wird  der  Unterschied  wieder  kleiner,  d.  h.  der  Wert 
von  Miji  nähert  sich  wieder  dem  Werte  von  Mi .  Bei  ß ^u  \&t 
der  Unterschied  gleich  Null,  dann  sind  die  beiden  Werte  einander 
gleich.  Wird  ß  größer  als  u  (d.  h.  verschieben  wir  die  Lasten  so 
weit,  daß  die  Ersatzkraft  über  Trägermitte  kommt),  so  wird  der 
Unterschied  negativ,  dann  wird  Mm  kleiner  als  Jf/.  Der  größte 
Wertj  den  das  Moment  unter  der  Last  P^  Oberhaupt  erreichen  kann, 
entsteht  also  danny  wenn  Pg  um  0,6 u  vor  Trägermitte  steht,  d.  h. 
wenn  die  Trägermitte  den  Abstand  zwischen  Pg  ^^^  ^  halbiert. 
Wenn  man  nun  im  Zweifel  ist,  ob  das  absolute  Maximal- 
moment z.  B.  unter  P3  oder  unter  P^  entstehen  wird,  muß  man 
sowohl  für  P3  als  auch  für  P,  die  Werte  für  Mtitm  ausrechnen 
und  vergleichen. 

§70a. 
Beispiele  zu  §  70. 

Erste  Aufgabe. 

Ein  Laufkra/n  von  l  «=»  8,00  m  Spannweite  ist  für  eine  Belastung 
von  12, 00  t  {Nutzlast  +  Gewicht  der  Katze  usw.)  zu  berechnen!  (Fig.  125  a.) 

Das  Eigengewicht  des  Trägers  schätzen  wir  zu  ^  »  100  kg 
pro  Meter.     Der  Badstand  betrage  1,20  m.     Auf  jedes  der  vier 

Räder  der  Katze  entfällt  eine  Last  P  =  j  •  12,00  =  3,00  t.    Wir 

haben  also  jeden  der  beiden  Laufbahnträger  zu  berechnen:  a)  für 
eine  ruhende,  gleichmäßig  verteilte  Last  g  =  100  kg/m ;  b)  für  ein 
bewegliches  System  von  zwei  Lasten  von  3,00  t  im  Abstand  von 

a  — 1,20  m. 

Der  Träger  soll  aus  Walzeisen  gebildet  werden.  Es  kommt 
also  nur  darauf  an,  das  überhaupt  größte  Moment  festzustellen, 
um  danach  das  erforderliche  Widerstandsmoment  zu  bestimmen. 
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Das  Maximalmoment  infolge  Eigengewicht  tritt  in  der  Mitte 

aiif  nnd  ist 

gV      0,10 '  8,0« 

^^""    8    ""         8 
—  0,80  mt. 

{g  =  100  kg/m  -=  0,100  t/m,  da  wir  in  Meter  und  Tonnen  rechnen 
wollen.) 


<a.> 


J 


^T« 


rri      m  ^  <  J  m ^ 


O  — — 


f      (c,      n »  ^=^ 

A^ l  -  «ä^^^'^ Js' 

Fig.  125. 

Das  größte  Moment  infolge  zwei  gleich  schtoerer,  beweglicher 
Lasten  entsteht  dann,  wenn  die  eine  Last  um  ^a  seitlich  von 
Trägermitte  steht,  und  zwar  ist  dieses  nach  Absatz  11: 


^"»"nrii-T) 


—  10,27  mt. 

Nun  addieren  wir  einfach  Mg  und  Jfp,  trotzdem  Mg  in 
Trägermitte  und  Mp  seitlich  davon  (unter  der  der  Trägermitte 
zunächst  liegenden  Last)  auftritt,  und  erhalten  das  Oesamtmoment 

M^Mg  +  Mp  =  0,80  +  10,27  =  11,07  mt. 

Nehmen  wir  nun  eine  zulässige  Beanspruchung  von  1000  kg 
pro  Quadratzentimeter  «  i^OO  t  pro  Quadratzentimeter,  so  wird 
das  erforderliche  Widerstandsmoment 

W  -  -i^^  - 1107  cm». 
1,00  t/cm* 

Verwendet  wird  I  N.-P.  38  mit  W  «  1262  cm». 
Zusatz:    Sobald   die  Entfernung  a  der  beiden  Lasten  einen 
gewissen  Wert  erreicht,  muß  man  zwei  Stellungen  untersuchen; 
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D&mlicb:  1.  die  Stellung  Fig.  125  b,  bei  der  die  eine  Last  um  \a 
vor  Trägermitte  steht,  und  2.  die  Stellung  Fig.  125  c,  bei  der  die 
eine  Last  den  Träger  verlassen  hat  und  die  andere  Last  in  der 
Mitte  steht.    Bei  Fig.  125b  ist 


Xr 


(l-f) 


M  ^^  Ä  •  Xfg^  ^  R  -=~  •  ^M  ^  2  P         _ 


(l-x) 


l    \2       i) 


nnd  bei  Fig.  125  o 


M'       A'     ^         P      «         PI 


• 


Um  nun  zu  bestimmen,  bei  welchem  Badstande  a  das  Moment 

nach  Fig.  125  b  gleich  dem  nach  Fig.  125  o  ist,  setzen  wir  M  =  M\ 

also 

2P 


(l       aV^Pl 

\2    Tr  T' 


l 

woraus  wir  (nach  Auflösung  der  Klammer  usw.)  erhalten: 

a  »  0,586  ; . 

Wenn  also  der  Eadstand  a  gleich  0,586 1 ,  ist  es  gleichgültig, 
•ob  wir  die  Lasten  nach  Fig.  125  b  oder  o  aufstellen.  Ist  a  kleiner 
als  0,586  {,  so  ergibt  die  Stellung  125  b  das  größte  Moment.  Ist 
^  größer  als  0,5862,  so  ist  Stellung  Fig.  125  c  maßgebend. 

Zweite  Aufgabe« 

Der  Träger  Fig.  126a  ist  für  die  Belastung  Fig.  126h  zu  berechnen! 

Die  einfache,  bei  der  vorigen  Aufgabe  benutzte  Formel  darf 
•nur  dann  zur  Bestimmung  von  Jfai»  angewendet  werden,  wenn 
^  sich  um  zwei  gleich  schwere  Lasten  handelt!  Bei  Fig.  126b 
müssen  wir  also  zur  Ermittlung  des  absoluten  Maximalmomentes 
auf  die  allgemeine  Eegel  zurückgreifen :  Zunächst  die  Ersatzkraft  B 
-des  Lastensystems  bestimmen  und  dann  dieses  so  aufstellen,  daß 
die  Trägermitte  den  Abstand  zwischen  R  und  der  Last  P,  unter 
der  jlfabfl  2u  erwarten  ist,  halbiert. 

Für  Fig.  126  b  ergibt  sich  die  Lage  von  R  durch  Aufstellung 
•der  statischen  Momente: 

B.t*  =  2,0. 1,20 +  4,0-0,0, 

2,0-1,20       2,40      ^.^ 

u  =  — —  =  — —  =  0,40  nu 

^       2,0  +  4,0        6,0       ^'*^"^ 
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Nun  sieht  man,  daß  im  vorliegenden  Falle  das  größte  Moment 
unter  der  Last  von  4,0  t  auftreten  wird.  Wir  stellen  also  die 
Lasten  so  auf  (Fig.  126  a),  daß  die  Trägermitte  zwischen  4,0  t 
und  B  ist.    Dann  ist 

3,80 


-3/abs  =  Ä .  3,80  =  B 


8,00 


3,80 


=  6,0  .  -^  =  10,83  mt. 

Dritte  Aufgabe. 

Der  Träger  Fig.  126c  und  e  ist  für  die  Belastung  Fig.  126d  zu 
berechnen  ! 


(CL) 


Ä 


4«o 


3,  SO 


■"^ 


^.SO 


i*Ä 


M.OOmr 


-*:*- 


^,OOrn- 


A 
i 


CO     i^-'yr  I  i''''^   v-"'[  fi^"'     ^^^"1 


\t.sot  <ro|« 


J.J1      I ^^S9^o.S9\ 


S.3I 


J 


I   \z.sot 


-fSot 


T 1 

'         I 

K^  Cd) 


i 


•      I 


4«  «^^  ^n» 4* 


^.oom. 


Hg.  120. 


Zunächst  muß  die  Lage  von  B  bestimmt  werden.  Nehmen 
wir  als  Bezugspunkt  für  die  statischen  Momente  einen  beliebigen 
Punkt  auf  der  Last  2,0  t,  so  ist 

+  Ä .  1^  =  -1,0 . 0,75  +  2,0  •  0  +  2,5  •  2,00  +  1,5  •  3,60  j 
9,65 


u  = 


7,0 


=  1,38  m. 


Wenn  wir  jetzt  die  Lasten  auf  dem  Träger  aufstellen  wollen,  be- 
steht die  Schwierigkeit,  daß  wir  von  vornherein  nicht  angeben 
können,  unter  welcher  Last  ifabs  entstehen  wird.  Wir  nehmen 
zunächst  an,  dieses  geschehe  unter  der  Last  von  2.0  t;  stellen 
also  die  Lasten  nach  Fig.  126  c  auf  und  erhalten  das  größte  Mo- 
ment, das  unter  der  Kraft  von  2,0  t  entstehen  kann: 

Fischer,  Statik.  25 
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JI/  = +^-3,31 -1,0.0,75 

=  +7,o||^.3,31- 1,0.0,75 

=  9,59  -  0,75  =  8,84  mt 

Nun  probieren  wir  die  Last  von  2,50  t  aus ,  stellen  also  die 
Belastung  so  auf,  daß  Trägermitte  zwischen  B  und  der  Last  von 
2,50  t  ist  (Fig.  126  e),  und  bekommen  für  diese  Laststellung  (unter 
der  Last  2,50  t) 

M  =  +jB.3,69- 1,5.1,60 

=  +7,0|^.3,69- 1,5.1,60 

=  11,90 -2,40  =  9,50  mt. 

Da  eine  andere  Last  als  2,00  t  und  2,50  t  nicht  in  Betracht 
kommt,  so  ist  das  größte  Moment,  das  Infolge  des  obigen  Lasten- 
systems an  dem  Balken  entstehen  kann,  gleich  9,50  mt.  Es  hat 
sich  ergeben,  daß  üfabs  unter  der  Last  entsteht,  die  der  Ersatz- 
kraft B  am  nächsten  steht.  Man  wird  finden,  daß  dieses  fast, 
immer  so  ist. 


12.  Vortrag: 

Autlagerdrttcke,  Querkräfte  und  Momente  beim 
überkragenden  Balken,  beim  Frei-  und  Gerber  sehen  Träger.^> 

§71. 
Der  überkragende  Balken  bei  ständiger  Belastung. 

Nachdem  wir  in  den  beiden  letzten  Vorträgen  die  Querkräfte 
und  Momente  des  einfachen  Balkens  zwischen  zwei  Stützen  unter- 
sucht haben,  wollen  wir  jetzt,  als  Ergänzung  dieser  Betrachtungen, 
einige  dem  einfachen  Balken  verwandte  Konstruktionen  betrachten. 
In  Fig.  127a  haben  wir  einen  Balken,  der  über  seine  Auflagert 
und  B  hinüberkragt  {Balken  mit  überkragenden  Enden).  Die  Be- 
lastung bestehe  aus  den  Einzellasten  P^ ,  . . . ,  P4 .  Wir  be- 
ginnen mit 


^)  Dieser  Vortrag  kann  vom  Leser  auch  an  späterer  Stelle  nachgeholt 
werden. 
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ft)  BerectmaDg  der  AaOagerdräcke.  Um  die  ÄuÜagerkraft  Ä 
zQ  bestimmen,  stellen  wir  die  Summe  der  statischen  Momente  in 
bezng  auf  Punkt  B  auf  und  erhalten: 

entsprechend 

d  +  l 


B^-P,±  +  ?1^-+Il^  +  P,'- 


(la) 


Wie  man  sich  leicht  öberzeugt.  ist  die  Summe  A  +  B  gleich 
der  Summe  Pi  +  Pg  +  Pg  +  P^ .  Äu8  den  obigen  Gleichungen  ist 
zu  ersehen,  daB  die  Beiträge,  die  die  beiden  zwischen  A  und  B 


^A 


T l^s"^ — ! 

!• —  c  -i— I — ; 


-^l  - 


f 


C 


Fig.  127. 


stehenden  Kräfte  P,  und  Pg  zu  den  AnflagerdrÜcben  A  nnd  B 
liefern,  ebenso  groß  sind  wie  beim  einfachen  Balken  zwischen 
zwei  Stützen.  Es  tritt  nnr  noch  hinzu  der  Beitrag  Ton  P,  nnd  P^. 
Hierbei  zeigt  sich  ans  Gleichung  (I),  daß  der  Beitrag,  den  die 
Kraft  P,  zum  Auflagerdruck  A  liefert,  größer  ist  als  P,  selber. 
Der  Beitrag  der  Kraft  P^  dagegen  ist  negativ.  In  dei  Tat  ist  ja 
diese  Kraft  bestrebt,  den  Balkeu  vom  Auflager  ahmheben;  sie 
bringt  also  einen  negativen  (nach  unten  gerichteten)  Auflagerdmok 
hervor.  Bei  B  [Gleichung  (la)]  sind  die  Verhältnisse  umgekehrt, 
b)  Berechnung  der  Querkrätte.  Die  weitere  Untersuchung  dieses 
Trägers  kann  nun  in  derselben  Weise  geschehen  wie  beim  einfachen 

2f>* 
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Balken.  Wollen  wir  die  inneren  Kräfte  bestimmen,  die  an  einer 
beliebigen  Stelle,  m ,  des  Balkens  wirksam  sind,  so  berechnen  wir 
zunächst  für  diesen  Querschnitt  die  Querkraft  Q^  und  das  Mo- 
ment Jtffli«  I^i^  Kraftsumme  fdr  den  Schnitt  m  von  Fig.  127  a 
ist  gleich  —  Pi*  Denn,  betrachten  wir  den  Teil  links  von  m,  so 
haben  wir  als  einzige  äußere  Kraft  die  Last  P|.  Da  nun  am 
linken  Teile  die  abwärts  gerichteten  Kräfte  negativ  gezählt  werden, 
so  ist  also  n   —      p 

Für  den  Schnitt  n  haben  wir  die  beiden  äußeren  Kräfte  P^ 
und  A .    Da  letztere  nach  oben  wirkt,  so  wird 

In  derselben  Weise  bestimmen  sich: 

Qp-  -Pi  +  A  ^ P^  ^ P^  +  B  ^  +P^  . 

Trägt  man  diese  Querkräfte  graphisch  auf,  so  entsteht  die  in 
Fig.  127  b  dargestellte  Querkraftfläche.  Hierbei  ist  angenommen, 
daß  der  Auflagerdruck  A  größer  als  P^  ist,  so  daß  die  Querkraft 
für  einen  Schnitt  rechts  von  A  positiv  ist.  Es  kann  natürlich 
auch  der  Fall  eintreten,  daß  A  kleiner  als  P^  ist  (wenn  P^  sehr 
groß  ist).  Dann  bekommt  auch  für  einen  Querschnitt  rechts  von 
A  die  Querkraft  einen  negativen  Wert. 

e)  Berechnung  der  Momente,  um  das  Moment  für  Punkt  m 
zu  berechnen,  bilden  wir  das  Produkt  aus  der  Kraft  Px  mal  der 
Entfernung  0?^.  Da  am  linken  Teile  die  linksherum  zeigenden 
Kräfte  negativ  gerechnet  werden,  so  ist 

Mn^  «  — Pj  •  x^  . 

Für  den  Querschnitt,  der  gerade  über  der  Stütze  A  liegt,  ist 
das  Biegungsmoment  ir    __      p    ^ 

Entsprechend  ist  das  Moment  über  der  Stütze  B: 

Mb  =  — P4  •  d  . 

(Am  rechten  Teile  wurden  die  rechtsherum  drehenden  Momente 
negativ  genommen.)  Diese  beiden  Momente  heißen  die  „Stützen- 
momente^^  Für  einen  zwischen  den  Stützen  liegenden  Punkt,  r, 
ist  das  Biegungsmoment 

Mr  =  +A'W-  Pi{o  +  0?)  -  Pg  (a?  -  a^) 

oder 

Mr='+B'X'-  P^{ä  +  x')-Pj ix'-  ft,)  . 
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Mitunter  ist  es  aber  einfacher,  folgenden  Weg  zur  Berechnung 
von  Mf  einzuschlagen:  Betrachte  ich  die  beiden  außenstehenden 
Lasten  Pj  und  P4  für  sich  allein ,  so  ist  deren  Anteil,  Jf^,  an 
dem  Biegungsmoment  Mfi 

{A'  sei  der  Auflagerdruck  infolge  Pj  und  P4.)    Da 
ist,  80  folgt  ffir  M'r'. 


__P..(i_^)_P.|, 

--Pio— P.ä-j, 


X  ^     ^  X 


M;  =  -p,o—^p^d 


Nun  sind  —PiO  und  —P^d  die  Biegungsmomente  über  den 

Stützen  (Stützenmomente).    Tragen  wir  diese  in  Fig.  127  c  in  einem 

beliebigen  Maßstab  auf,  so  daß  A''a  =  P^-o  und  B''b  » P4 •  d  ist, 

und  verbinden  a  mit  h ,  so  ist  die  unter  dem  Punkte  r  gemessene 

Strecke 

cd==  00'+  c'd 

d.  h.  die  Strecke  0  d  steJU  den  Anteil  M'r  dar^  den  die  beiden  Kräfte  P| 
und  P4  an  dem  Biegungemoment  Mf  haben.  Dieser  Anteil  ist  negativ, 
wie  sich  aus  der  obigen  Gleichung  ergibt. 

Nun  gehen  wir  zu  den  Kräften  P^  und  P3 .  Diese  beiden 
Kräfte  wirken  auf  die  überkragenden  Teile  überhaupt  nicht  ein. 
Sie  bringen  nur  in  dem  zwischen  A  und  B  gelegenen  Balkenteile 
Biegungsmomente  hervor,  so  daß  sich  der  Träger  unter  der  Ein- 
wirkung von  Pi  und  P,  ebenso  verhält  wie  ein  einfacher  Balken, 
der  von  J.   bis  P  reicht.    Wir  können  also  nach  den  früheren 
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Methoden  die  zu  P,  und  P3  gehörige  Momentenfläohe  zeichnen  — 
sie  wurde  in  Fig.  127  c  zu  A"fgB''  angenommen  —  und  haben 
dann  durch  die  Strecke  0  e  die  graphische  Darstellung  des  Biegungs- 
momentes infolge  P2  und  P,  .  Wir  wollen  diesen  Anteil  M"  nennen ; 
er  ist  positiv,  wie  aus  dem  Früheren  bekannt  ist.  Das  Moment 
infolge  des  gleichzeitigen  Einwirkens  von  P|  und  P4,  und  P^  und  P3 
ist  also 

^oe  —  cd 

==  de  . 

Die  Strecke  de  stellt  demnach  graphisch  das  zu  dem  Schnitte  r 
gehörige  Biegungsmoment  dar.  Entsprechend  finden  wir  für  jeden 
anderen  Querschnitt  das  Biegungsmoment.  Die  in  Fig.  127  c 
schraffierte  Fläche  ist  also  die  Momentenfläche,  d.  h.  ihre  Ordi- 
naten  geben  für  jeden  Querschnitt  das  zugehörige  Biegungsmoment. 

Meistens  wird  es  aber  bequemer  sein,  das  Moment  Mf  analy- 
tisch zu  ermitteln.  Dann  berechnen  wir  also  zunächst  die  Stützen- 
momente 

Jtf^  =  — Pi*o     wnd     Mb  =  —P4,'d 

und  erhalten  hiermit  das  gesuchte  Moment  im  mittleren  Teile; 


l     • 

Hierin  wird  das  Moment  M^'  so  berechnet,  als  ob  sich  der  Balken 
nur  über  den  mittleren  Teil  Ä — B  erstreckt.  Der  Einfluß  der 
überkragenden  Arme  dagegen  kommt  durch  die  beiden  letzten 
Glieder  der  obigen  Gleichung  zum  Ausdruck.  Da  Jf^  und  Mb 
negativ  sind,  stellen  diese  beiden  letzten  Glieder  die  Verminderung 
des  Momentes  dar,  die  die  Stelle  r  dadurch  erfährt,  daß  der 
Balken  über  seine  Stützpunkte  auskragt.  Die  Kragarme  wirken 
also  günstig  (verkleinernd)  auf  die  Momente  des  mittleren  Teiles. 
d)  Von  besonderem  Interesse  ist  natürlich  wieder  die  Frage 
nach  dem  Maximalmoment  Hierzu  sieht  man  aus  Fig.  127  b,  daß 
die  Querkraft  nicht,  wie  beim  einfachen  Balken,  an  einer  Stelle 
aus  dem  Positiven  in  daa  Negative  übergeht,  sondern  daß  ein 
solcher  Übergang  an  drei  Stellen,  bei  A',  «^  P^  stattfindet.  Direkt 
unter  der  Last  P^  ist  das  Moment  gleich  Null.  Die  Querkraft  ist 
von  da  ab  negativ;  also  ist  auch  die  Zunahme  des  Momentes 
negativ.  Das  Moment  nimmt  von  Null  ab,  d.  h.  es  wird  negativ 
und  erreicht  dann  bei  Ä  einen  Maximalwert.     Von  Ä  ab  nähert 
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•es  sich  dem  Werte  Null,  wird  daan  positiv  und  erreicht  bei  s  den 
größten  positiven  Wert.  Von  hier  aus  nimmt  das  Moment  wieder 
ab,  wird  negativ  und  erreicht  bei  B  einen  zweiten  Maximalwert 
im  negativen  Teil.  Man  muß  also  bei  einem  derartigen  Balken 
für  die  drei  Stellen,  an  denen  die  Querkraft  ihr  Vorzeichen  wechelt, 
<Lie  Biegungsmomente  ausrechnen  und  miteinander  vergleichen. 
Besonders  beachte  man,  daß  beim  überkragenden  Balken  so- 
wohl positive  als  auch  negative  Momente  vorkommen.  In  den  Krag- 
armen sind  die  Momente  nur  negativ;  im  mittleren  Teile  sind  sie 
teils  positiv,  teils  negativ.  Daraus  folgt:  In  den  Kragarmen 
herrschen  in  den  oberen  Fasern  stets  Zi^(;rspannungen ,  in  den 
XLUteren  stets  Druck8pB,nuvingen.  Im  mittleren  Teile  ist  entweder 
oben  Zug,  unten  Druck  oder  oben  Druck  und  unten  Zug. 


§72. 
Der  Freiträger. 

Wenn  die  beiden  Auflager  Ä  und  B  des  vorhin  behandelten 
Kragträgers  eng  zusammenrücken  und  der  eine  überkragende  Teil 
gleich  Null  wird,  entsteht  der  in  Fig.  128  a  dargestellte  Freiträger 
<Konsolträger,  Balkonträger).  Dessen  Auflagerdrücke,  Querkräfte 
und  Momente  können  wir  also 
nach  den  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Methoden  ermitteln. 
Der  Auflagerdruck  bei  B  ist 
negativ  (nach  unten  wirkend). 
Man  wird  also  zweckmäßig  bei 
B  das  Lager  an  der  oberen  Fläche 
•des  Trägers  anordnen.  Ist  nicht 
genügend  Aufmauerung  vorhan- 
den, so  muß  man  eine  nach 
unten  gehende  Verankerung  vorsehen.  Meistens  handelt  es  sich 
hierbei  aber  nur  um  kleinere  Konstruktionen.  Der  Träger  wird 
dann  einfach  im  Mauerwerk  eingemauert;  allenfalls  kann  man 
nach  Fig.  128  b  noch  zwei  Platten  hinzufügen.  Die  Querkraft  ist 
für  einen  beliebigen  Querschnitt  m 


ttv^:-:^.^ 


em  =  -P. 


Das  Moment  ist 


Mjn  =  — P-a?. 
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Während  die  Querkraft  für  alle  Querschnitte  dieselbe  ist^ 
wächst  das  Moment  mit  der  Entfernung  x  und  wird  an  der  Ein- 
spannstelle gleich  —  P*Z.  Da  die  Querkraft  an  der  Mauerkante 
nicht  gleich  Null  ist,  kann  auch  nicht  an  dieser  Stelle  das  Maximal- 
moment eintreten.  Dieses  entsteht  vielmehr  an  einem  Querschnitt, 
der  bereits  in  der  Einmauerung  liegt  (in  Fig.  128  a  bei  dem  Quer- 
schnitt über  Ä),  Man  kümmert  sich  aber  darum  nicht  weiter, 
sondern  rechnet  den  Balken  nach  der  einfachen  Formel 


M 


maz 


=  -p.z. 


§73. 

Der  überkragende  Balken  bei  beweglicher  Belastung.   Einflaßlinien. 

Am  übersichtlichsten  gestaltet  sich  die  Betrachtung  einer  be- 
weglichen Belastung,  wenn  wir  die  Untersuchung  mittels  Einfluß- 
linien durchführen. 


n  xK^^t 


Fig.  129. 

a)  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck.  Auf  dem  Balken  be- 
findet sich  an  der  Stelle  I  eine  Last  P  =  1,0  t  (Fig.  129  a).  Dann 
ist  der  Auflagerdruck 

^,=P.i-.i,„A, 

und  diesen  Ausdruck  tragen  wir  in  bekannter  Weise  graphisch 
auf,  indem  wir  in  Fig.  129b  A'G'=  1,0  t  zeichnen  und  C  mit  B' 
verbinden.     Dann  ist  -A/  =*  171 . 
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Eückt  nun  die  Last  in  die  Stellung  II ,  so  ist  der  jetzt  ent- 
stehende Auflagerdruck: 

Graphisch  stellen  wir  diesen  Ausdruck  dar|  indem   wir  die 
Linie  B'C  verlängern  bis  D\    Dann  ist 

%  :  1,0  =  &2 :  Z ; 

1^2  =  1,0  •  -y  =  An  . 

Steht  die  Last  auf  dem  über  B  hinauskragenden  Trägerteil, 
Laststellung  III  ^  so  ist 

^jj/  =  — 1,0- y 

(A  ist  negativ,  d.  h.  der  Träger  hat  daa  Bestreben,  sich  vom 
Lager  abzuheben.)  Diesen  Ausdruck  stellen  wir  graphisch  dar, 
indem  wir  die  Linie  C'B'  über  B'  hinaus  verlängern.     Dann  ist 

%  :  1,0  =  d :  Z , 

d 
l 


178  =  1,0-^  =  ^///, 


und  zwar  ist  diese  Ordinate  negativ  zu  nehmen.  Die  Linie  2>'(7'-B'J5' 
hat  also  folgende  Eigenschaft:  Steht  an  beliebiger  Stelle  eine  Last 
P  =  1,0  tj  80  ergibt  die  darunterliegende  Ordinate  den  Auflager- 
druck  A,  Sie  ist  die  Einflußlinie  für  den  AuflagerdrucJc  A  des 
überkragenden  Balkens  (A-Linie). 

In  Fig.  129  c  ist  noch  die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  B 
gezeichnet;  sie  dürfte  ohne  weitere  Erklärung  verständlich  sein. 

b)  Einflußlinie  für  die  Querkraft  Steht  die  Last  P  =  1,0  t  an 
der  Stelle  I  (Fig.  130a)  und  betrachten  wir  zunächst  Querschnitt  m , 
so  ist  links  von  diesem  Schnitte  überhaupt  keine  Kraft.  Es  ist 
also  bei  dieser  Laststellung  Qm  =  0.  Dasselbe  Besultat  ergibt 
sich  für  jede  andere  Stellung,  die  die  Last  rechts  vom  Schnitte  m 
einnimmt.  Es  ist  dann  immer  die  Summe  aller  links  oder  rechts 
von  m  befindlichen  Kräfte  gleich  Null.  Bückt  die  Last  aber 
links  vom  Schnitte  m  (Stellung  171),  so  ist  Q,»  =  —  P  =  — 1,0  t. 
Um  nun  die  Querkraft  für  aUe  möglichen  Laststellungen  graphisch 
aufzutragen,  zeichnen  wir  (Fig.  130b)  die  Linie  MNOBj  deren 
Ordinaten  von  M  bis  N  gleich  — 1,0  t  und  von  0  bis  jB  gleich 
Null  sind;  sie  ist  also  die  Einflußlinie  für  Q^. 
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In  Fig.  130  c  ist  in  entsprechender  Weise  die  EinfluBlinie  für 
die  Querkraft  eines  Schnittes,  n,  im  rechten  auskragenden  Teil 
dargestellt. 

Untersuchen  wir  nun  einen  Querschnitt,  o,  zwischen  den 
Stützen,  so  ist  bei  Laststellung  I  die  Querkraft  gleich  dem  bei 
dieser  Stellung  entstehenden  Auflagerdruck  Ai\  Qo  =  +-^/-  Rückt 
die  Last  in  Stellung  7F,  und  betrachten  wir  wieder  den  Teil  links 
vom  Schnitte  o,  so  ist  Q  »  +^/f-  Solange  also  die  Last  recUs 
vom  Schnitte  steht,  ist  die  Querkraft  gleich  dem  bei  der  betref- 
fenden Laststellung  entstehenden  Auflagerdruck  A .     Ergibt  die 


I?' 


Fig.  130. 


Laststellung  einen  positiven  (nach  aufwärts  gerichteten)  Wert  von 
J.,  z.  B.  bei  Stellung  7,  so  ist  auch  Q  positiv;  ist  aber  bei  der 
betreffenden  Stellung  der  Auflagerdruck  A  negativ  (abwärts  ge- 
richtet), so  ist  auch  Q  negativ.  Um  nun  Q  für  die  verschiedenen 
Laststellungen  graphisch  darzustellen,  zeichnen  wir  die  Einfluß- 
linie jy'G'B'W  für  den  Auflagerdruck  A .  Steht  dann  an  belie- 
biger Stelle  eine  Last  P  =  1,0  t,  so  ergibt  die  unter  der  Last  be- 
findliche Ordinate  den  Auflagerdruck  A  und  damit  die  Querkraft 
für  den  Schnitt  o .  Dieses  gilt  aber  nur  so  lange,  als  P  sich  rechts 
vom  Schnitte  befindet.  Bückt  es  links  von  o  (Stellung  II  oder  7IJ), 
so  ist  die  Querkraft  gleich  dem  Auflagerdruck  A  vermindert  um  P. 
Einfacher  ist  es  jedoch,  dann  den  rechts  von  o  befindlichen  Träger- 


—     395    — 

teil  zu  betrachten.  Dann  haben  wir  den  Auflagerdmck  B  als 
einzige  äußere  Kraft,  und  die  Querkraft  ist  gleich  dem  negativen 
Wert  von  B  (beim  rechten  Teile  werden  die  aufwärts  wirkenden 
Kräfte  negativ  gezählt).  Eine  Laststellung,  die  einen  positiven 
Auflagerdruck  B  erzeugt,  ergibt  also  eine  negative  Querkraft,  und 
umgekehrt.  Aus  diesem  Grunde  tragen  wir,  um  für  alle  Last- 
stellungen links  von  o  die  Querkraft  Qq  graphisch  darzustellen, 
die  Einflußlinie  für  B  nach  oben  ab  und  benutzen  von  dieser  den 


r  r^)  r-' 


P 


to  7e 


Fig.  131. 


Teü  Q'R\    Die  Linie  O'H'F'E'  ist  also  die  Einflußlinie  für  die 
Querkraft  des  Schnittes  o. 

e)  Einflußlinie  für  das  Moment.  Wir  beginnen  wieder  mit 
Querschnitt  m  (Fig.  131a).  Steht  die  Last  an  der  Stelle!,  so  ist 
das  Moment  am  Punkte  m ,  M^ ,  gleich  Null.  Dieses  folgt  daraus, 
daß  dann  links  vom  Schnitte  überhaupt  keine  Kräfte  vorhanden 
sind,  und  also  kein  Biegungsmoment  M^  entstehen  kann.  Aber 
auch  ohne  besondere  Untersuchung  erkennt  man,  daß  eine  zwi- 
schen den  Auflagerpunkten  A  und  B  stehende  Last  an  den  über- 
kragenden Enden  keine  Momente  hervorrufen  wird.  Bückt  nun 
die  Last  P  =  1,0  t  zunächst  bis  zu  Punkt  m ,  so  bleibt  M^  noch 
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gleich  Null.  Sobald  sie  dann  aber  weiter  nach  links  steht,  Stel- 
lung III  j  entsteht  am  Punkte  m  ein  Biegungsmoment 

Die  in  Fig.  131b  dargestellte  Linie  ist  also  die  Einflußlinie  für  Jf^ . 
Entsprechend  zeigt  Fig.  131c  die  Einflußlinie  für  einen  Schnitt, 
n,  am  rechten  Teile. 

Bei  dem  Querschnitte  o  betrachten  wir,  solange  P  rechts 
von  o  ist,  den  linken  Teil  und  haben  dann  Mn  =  +Ä  »Xq.  Um 
für  diese  Stellungen  die  Einflußlinie  für  das  Moment  Mq  zu  finden, 
tragen  wir  die  J.- Linie  im  rr^o- fachen  Maßstabe  auf.  Wir  zeichnen 
also  J."C  =  a?o*l,0,  ziehen  D"E"  und  benutzen  hiervon  den 
rechts  von  o  gelegenen  Teil  F"E'\  Wenn  A  positiv  ist  (bei  Last- 
Stellung  J),  ist  auch  das  Moment  positiv,  da  am  Teile  links  vom 
Schnitte  die  rechtsherum  zeigenden  Kräfte  positiv  gezählt  wer- 
den. Ist  A  negativ  (bei  Laststellung  77),  so  ist  auch  M  negativ. 
Steht  nun  die  Last  links  vom  Schnitte  o,  so  berechnen  wir  M^ 
aus  den  am  rechten  Teile  angreifenden  Kräften  und  erhalten 
M^  =  +B-Xq.  Dieser  Teil  der  Einflußlinie  für  das  Biegungs- 
moment  wird  also  erhalten,  indem  die  ^- Linie  im  XQ-iB^h&ti  Maß- 
stabe  aufgetragen  wird,  und  zwar  ist  es  dort  positiv  (negativ),  wo 
B  positiv  (negativ)  ist.  In  Fig.  131  d  sind  die  Teile  der  £- Linie, 
die  nicht  gebraucht  werden,  der  Einfachheit  wegen  fortgelassen. 
Die  Linie  B"F''E''  ist  also  die  Einflußlinie  für  da^  Biegungs- 
moment am  Schnitte  o.  Im  mittleren  Teile,  A"F"B^\  stimmt 
sie  überein  mit  der  Einflußlinie  für  3fo,  die  für  den  Fall  ge- 
zeichnet ist,  daß  der  Balken  nur  zwischen  A  und  B  reicht.  In 
der  Tat  kommen  ja,  solange  sich  die  Lasten  zwischen  A  und  B 
befinden,  die  überkragenden  Teile  nicht  in  Betracht. 

§74. 
Der  Gerbersehe  Träger.    Einflaßllnien. 

Das  Prinzip  des  Oerher sehen  Trägers,  In  Fig.  132  a  haben 
wir  einen  Balken  AB  j  der  außer  an  dem  festen  Lager  A  und  dem 
beweglichen  B  noch  zwischen  diesen  beiden  Lagern,  bei  0,  gestützt  ist. 
Wir  haben  hier  also  an  den  Auflagern  vier  Unbekannte,  nämlich 
bei  A  Größe  und  Eichtung,  bei  B  Größe  und  bei  G  ebenfalls  die 
Größe  der  Auflagerkraft.  Um  nun  die  Auflagerdrücke  zu  er- 
mitteln, stehen  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  zur  Verfügung. 
Die  erste,  R^  =  Q^  sagt  aus,  daß  die  am  festen  Lager  wirkende 
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Auflagerkraft  ebenfalls  vertikal  gerichtet  ist,  wenn  die  Last  P 
vertikal  wirkt.  Die  beiden  anderen  Bedingungen  lauten  (mit  G 
als  Bezugspunkt): 

(H)  By  =  +^  +  5  +  0  -  P  =  0  , 

(III)  ZM  ^-hÄ'h-B'l^-P'h^O. 

(Die  Kraft  B  wirkt  in  Wirklichkeit  abwärts;  dieses  Eesultat 
ergibt  sich  dann  aus  der  Berechnung  von  selber.)  Aus  diesen 
beiden  Gleichungen  allein  lassen  sich  jedoch  die  drei  Unbekannten, 
A,  B  und  0,  nicht  ermitteln;  die  Aufgabe  ist  also  statisch  un- 
bestimmt (vgl.  §  19,  Schluß). 

Wie  sich  trotzdem,  aber  unter  Zuhilfenahme  der  elastischen 
Formänderungen,  die  Berechnung  durchführen  läßt,  wird  später 
bei  der  Untersuchung  dieser  statisch  unbestimmten  Systeme  be- 

(ci)       Jr  ^  - 

Hl r  ^7T         ,  TB 

^/    r ^. 


B 


Fig.  132. 


handelt  werden.  Hier  soll  nur  der  Weg  gezeigt  werden,  um  das 
vorliegende  System  statisch  bestimmt  zu  machen:  Wir  nehmen 
statt  des  einen,  zusammenhängenden  Balkens  AB  zwei  getrennte 
Balken  AQ  und  QB  und  verbinden  diese  durch  ein  Gelenk.  Wir. 
haben  also  einen  einfachen  Balken  QB  mit  dem  beweglichen  Lager 
bei  B  und  dem  festen  (Bolzenlager)  bei  (?,  und  einen  überkragen- 
den Balken  AQ .  Ordnen  wir  das  Gelenk  direkt  über  dem  Auf- 
lager 0  an,  so  entstehen  zwei  einfache  Balken,  AG  und  OP,  die 
aber,  wie  alle  einfachen  Balken,  den  IS^achteil  haben,  daß  das 
Material  hauptsächlich  nur  in  der  Mitte  der  Stützweite  ausgenützt 
werden  kann.  Nimmt  man  aber  das  Gelenk  nach  Fig.  132b,  so 
hat  man  einen  einfachen  Balken  von  der  kurzen  Spannweite  QB 
und  einen  überkragenden  Träger  AGQ ,  der  durch  den  j,eingeMngten 
Träger^^  QB  teilweise  entlastet  wird.  Diesen  überaus  fruchtbaren 
Gedankep,  durch  Anordnung  von  Gelenken  statisch  bestimmte 
Konstruktionen  mit  sehr  günstiger  Materialausnutzung  zu  erzielen, 
verdanken  wir  Qerber. 
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Bei  ständiger  Belastung  berechnet  man  die  Momente  nnd 
Querkrafte,  indem  man  zunächst  den  eingehängten  Teil  untersucht 
und  dann  dessen  Auflagerdruck  im  Oelenkpunkte  als  äußere  Kraft 
für  den  Kragträger  einführt.  • 

Bei  beweglicher  Belastung  benutzt  man  am  besten  Einfluß- 
linien. 

a)  Einflufilinie  tiir  den  Auflagerdruck.  Der  Oerbersche  Träger 
in  Fig.  133  besteht  aus  dem  überkragenden  Balken  DE  und  den 
eingehängten  Trägern  (auch  Koppelträger  genannt)  FD  und  EO. 
Hieran  schließt  sich  dann  das  Widerlager  resp.  der  folgende  Trä- 
ger an.  Um  nun  die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  Ä  zu 
zeichnen,  beachten  wir,  daß,  solange  sich  die  Last  zwischen  D 
und  E  befindet,  nur  der  überkragende  Balken  DE  in  Frage  kommt. 
Die  eingehängten  Träger  sind  dann  unbelastet  und  treten  über- 
haupt nicht  in  Erscheinung.  Die  Einflußlinie  für  A  für  einen 
Träger  mit  überkragenden  Enden  wurde  bereits  in  §  73  (Fig.  129) 
abgeleitet.  In  Fig.  133  b  ist  sie  durch  die  Linie  D^E^  dargestellt. 
Wir  haben  also  z.  B.   für  die  Laststellung  I  den   Auflagerdruck 

Tritt  nun  die  Last  P » 1,0 1  auf  den  eingehängten  Träger 
FD  (Laststellung  II)j  so  berechnen  wir  zunächst  die  Auflager- 
drücke dieses  Trägers  auf  seine  Unterstützungspunkte  F  und  D 

d 

und  erhalten  bei  F  einen  Auflagerdruck  von  1,0 -y-  und   bei  D 

h  ^ 

einen  Druck  von  1,0*^.    Der  erstere  Druck  geht  auf  das  Wider- 

lager  und  kommt  also  für  Ä  nicht  in  Betracht.    Der  zweite  wirkt 
als  Einzellast  im  Punkte  D.     Stände  in  D  eine  Last  von  1,0  t« 

so  wäre  Ä  ==1,0-17'.    Nun  haben  wir  in  D  eine  Last  von  1,0  •  -r- ; 

b  ^ 

folglich  ist  Äjj  ==  —  •i]\    Dieses  ist  also  der  Auflagerdruck  Äu^ 

h 
wenn  in  II  eine  Last  von  1,0  t  steht.     Um  den  Ausdruck  gra- 
phisch aufzutragen,  verbinden  wir,  in  Fig.  133b,  D'  mit  P'^und 
erhalten  die  unter  II  liegende  Ordinate 

Steht  die  Last  an  der  Stelle  III ,  so  ermitteln  wir  den  Auf- 
lagerdruck E^lfij-  und  finden 
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Die  Linie  F'D'E'G'  ist  also  die  Einflußlinie  für  den  Auflager- 
druck  Ä.  lu  genau  entsprechender  Weise  ist  in  Fig.  133  c  die 
Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  B  konstruiert. 

b)  ^Einflußlinie  für  die  Querkratt  Die  EinflußUnie  für  die 
Querkraft  bestimmen  wir  in  derselben  Weist?  wie  vorhin  den  Auf- 
lagerdruck. Solange  sich  die  Last  zwischen  2>  und  E  befindet, 
haben  wir  es  nur  mit  dem  überkragenden  Träger  zu  tun.  Für 
diesen  sind  die  Einflußlinien  für  die  Querkraft  am  Schnitte  m 
(Fig.  133d),  am  Schnitte  n  (Fig.  133e)  und  am  Schnitte  o  (Fig.  133f) 
unter  Fortlassung  der  nicht  gebrauchten  Strecken  dargestellt.  Um 
nun  diese  Einflußlinien  auch  für  den  Fall  zu  Tervollständigen, 
daß  die  Last  auf  die  eingehängten  Träger  FD  oder  EO  tritt,  be- 
stimmen wir  die  Punkte  F'  unter  F  und  verbinden  sie  mit  den 
Bndpunkten  der  Ordinaten  r}\  und  die  Punkte  O'  unter  ff  und 
verbinden  diese  mit  den  Endpunkten  der  Ordinaten  17''.  Steht 
dann  z.  B.  an  der  Stelle  II  die  Last  P  =^1,0  t,  so  sind  die  unter 
der  Last  liegenden  Ordinaten  rj^  in  Fig.  133  d,  e  und  f  gleich  der 
Querkraft  für  Schnitt  m,  n,  o.  Der  Beweis  dafür  entspricht 
genau  der  unter  a)  gegebenen  Ableitung  für  den  Auflagerdruck  Ä 
bei  den  Laststellungen  II  und  III . 

c)  EinQußlinie  für  das  Moment.  Die  Einflußlinie  für  die 
Biegungsmomente  in  den  Schnitten  m,  nj  o  sind  in  Fig.  133g,  h 
und  i  dargestellt.  Sie  sind  in  derselben  Weise  abzuleiten,  wie  es 
vorhin  für  Auflagerdruck  und  Querkraft  geschehen  ist.  Für  alle 
Laststellungen  zwischen  D  und  E  kommt  nur  der  überkragende 
Balken  DE  in  Betracht.  Tritt  dann  die  Last  auf  die  eingehängten 
Träger,  z,  B.  Stellung  III j  so  bestimmt  man  zunächst  die  Auf- 

c  d 

lagerdrücke  dieses  Trägers  S  «=  1,0  •  y-  und  ff  =  1,0  •  — .    Letzterer 

kommt  nicht  in  Betracht.     Ersterer  wirkt  als  Einzellast  in  E  und 
erzeugt  ein  Moment 

Dieser  Ausdruck  wird  dann  graphisch  dargestellt,  indem  wir 
den  Endpunkt  der  Ordinaten  17"  mit  den  Punkten  ff'  verbinden 
und  die  Laststellung  III  hinunterloten.     Dann  ist 

Jf  =  P-%- 

Entsprechend  werden  dann  die  Einflußlinien  auf  der  linken 
Seite  für  den  eingehängten  Träger  FD  vervollständigt. 
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§75. 

Spezialtall:  Oerberträger  mit  gleichförmiger  Belastung  und 

gleichmäßiger  Stfitzenenttemong. 

L  Allgemeines« 

In  der  Praxis  kommt  häufig  die  Aufgabe  vor,  eine  Anzahl 
TOn  gleichweiten  Durchfahrten  durch  Träger  zu  überbrücken,  die 
eine  gleichmäßig  verteilte  Last  aufzunehmen  haben.  In  Fig.  134  a 
ist  ein  solcher  Fall  gezeichnet.  Der  Abstand  zwischen  den  beiden 
Endwiderlagern  ist  durch  sechs  Zwischenpfeilcr  in  sieben  gleiche 
Öffnungen  (Durchfahrten)  geteilt,  die  sämtlich  die  Länge  I  haben. 
Die  aufzunehmende  Last  sei  gleichmäßig  verteilt  und  betrage 
g  kg/m.  Wie  wird  man  eine  solche  Pfeilerreihe  mittels  Walzträger 
zweckmäßig  überbrückenf 

Wenn  man  jede  Öffnung  durch  einen  einfachen  Träger  von 
der  Länge  l  überbrückt,  hat  man  den  Nachteil,  daß  jeder  Träger 
nur  in  der  Mitte  der  Spannweite,  wo  das  Maximalmoment  auf- 
tritt, vollständig  ausgenützt .  ist.  Die  übrigen  Teile  des  Trägers 
haben,  da  er  ein  Walzeisenprofil  sein  sollte,  denselben  Querschnitt 
wie  die  am  meisten  beanspruchte  Stelle,  trotzdem  sie  bedeutend 
geringere  Momente  aufzunehmen  haben.  Sie  werden  also  gar  nicht 
bis  zur  zulässigen  Grenze  ausgenützt.  Auf  diese  Weise  bedingt 
die  Konstruktion  eine  bedeutende  Materialverschwendung. 

Letztere  läßt  sich  nun  vermeiden  durch  die  Anwendung  von 
Gerberträgern:  In  jedem  zweiten  Felde  ordnen  wir  einen  über- 
kragenden Balken  an  und  verbinden  je  zwei  solcher  überkragenden 
Balken  bzw.  einen  überkragenden  Balken  und  das  anstoßende 
Endwiderlager  durch  einen  „eingehängten  Träger".  Diese  „ein- 
gehängten Träger"  (Koppelträger)  können  natürlich  schwächer  ge- 
nommen werden  als  Balken  von  der  Spannweite  { ,  da  sie  ja  eine 
geringere  Stützweite  hab6n.  Aber  auch  die  überkragenden  Träger 
werden  schwächer  als  entsprechende,  nur  von  Pfeiler  zu  Pfeiler 
reichende  Balken.  Denn  durch  Auskragung  seiner  Enden  werden 
die  Momente  eines  Balkens  zwischen  den  Stützpunkten  verringert, 
wie  Fig.  127  c  bei  dem  daselbst  untersuchten  auskragenden  Balken 
zeigte  (vgl.  §  71,  c).  Insgesamt  wird  sich  also  durch  Verwendung 
von  Gelenkträgern  eine  erhebliche  Materialersparnis  erzielen  lassen. 

Die  allgemeine  Theorie  der  Gerhersehen  Träger  ist  bereits  in 
den  beiden  letzten  Paragraphen  durchgenommen.  Wir  wollen  sie 
jetzt  für  die  besonderen  Verhältnisse  des  vorliegenden  Falles  er- 
Fischer, Statik.  26 
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ganzen,  die  darin  beatehen,  daß 
erstens  sämtliche  Träger  in  glei- 
cher Weise  belastet  werden  and 
zweitens  die  Entfernung  der  Stätz- 
puokte  -voneinander  gleich  ist. 

Die  Belastung  der  Längenein- 
heit sei  g ;  die  Sttitzenentfernang 
sei  I,  und  die  G«lenke  seien  nadi 
Fig.  134a  angeordnet.  Wir  wollen 
nan  dieBiegangsmomente  berech- 
nen und  hierbei  die  Präge  onter- 
suchen:  Wie  lang  mässeo  die  Äua- 
kragangen  a  and  b  genommen 
werden,  damit  die  an  den  ver- 
schiedenen Stellen  des  Trägermges 
entstehenden  grdStea  Momente 
einander  gleich  werden,  d.  h.  damit 
das  Material  möglichst  gleichmäßig 
ausgenatzt  wirdt 

n.  BereebDung  ita  normten  Erag- 
Uikgen  II  (Fig.  134a). 

In  Fig.  134a  haben  wir  im 
ganzen  drei  Kragträger  und  vier 
eingehängte  Träger.  Je  ein  Krag> 
träger  and  ein  eingehängter  Träger 
folgen  aufeinander.  Den  mittleren 
Eragträger  II  wollen  wir  den  nor- 
malen Eragträger  nenoen,  weil  er 
nach  beiden  Seiten  gleichweit  über 
die  Auflager  auskragt.  (Die  beiden 
seitlichen  Kragträger  IV  haben 
nach  den  Endwiderlagern  za  anor- 
male Auskrf^ungen.)  Zunächst 
werde  fm  solcher  normaler  Krag- 
träger untersucht. 

Bei  einem  Kragträger  tritt 
das  größte  Moment  entweder  über 
den  Stützen  oder  im  mittleren 
Teile  auf  (§  71,  c;  Fig.  127c). 
Durch  eine  bestimmte  Jjänge  der 
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Auskragung  a  —  die  wir  später  bestimmen  werden  —  läßt  sieb 
erzielen  9  daß  die  Stützenmomente  gerade  gleich  dem  größten 
mittleren  Momente  sind.  In  diesem  für  die  Materialausnützung 
natürUcb  sehr  günstigen  Falle  ergibt  sich  dann  für  das  Stützen* 
moment  und  das  mittlere  Moment  folgender  Wert: 

Allgemein  ist  nach  §  71,  c  das  Moment  im  mittleren  Teile 
eines  Kragträgers: 

(Hierin  ist  Jf  das  Moment  des  Querschnittes,  wenn  man  nur 
den  mittleren  Teil  des  Balkens  als  vorhanden  annimmt;  Mj^  und 
Mß  sind  die  Stützenmomente;  x'  und  x  sind  die  Abstände  des 
betrachteten  Querschnittes  von  den  Lagerpunkten  B  und  A .) 

Nun  sind  (Fig.  134  c)  die  Stützenmomente  3f^  und  Mß  des 
Trägers  II  aus  Symmetriegründen  einander  gleich.  Sie  mögen 
mit  Jf//,,  bezeichnet  werden.   Das  Moment  M^'  ist  nach  Fig.  134  c: 

Die  Abstände  x^  und  x  sind  gleich  1/2. 

Somit  ergibt  sich  für  das  größte  Moment  des  mittleren  Teiles: 

Aus  der  Momentenfläche  Fig.  134  c,  die  der  Fig.  127  c  entspricht^ 
ist  der  obige  Ausdruck  für  Mu*^  auch  direkt  abzulesen. 

Für  den  Fall,  daß  die  Stützenmomente  gleich  diesem  größten 
Moment  des  mittleren  Teiles  sind, 

besteht  also  die  Beziehung: 

und  hieraus  folgt  für  M^^g  (und  If//,«)  der  Wert 

(I)  iM:ix,m  =  Jtf2T..  =  ^flr?«  =  0,0626  flr««. 

26* 
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Somit  ist  unter  der  Annahme  dieser  günstigsten  Auskragung  die 
Oröfie  des  Stützenmomentes  und  damit  auch  die  Größe  des  mittleren 
Momentes  bestimmt. 

Die  Länge  der  Auskragung,  bei  der  der  obige  Wert  von  Mjj^, 
und  if//,m  eintritt,  ergibt  sich  durch  folgende  Berechnung.  Bei 
einer  beliebigen  Auskragung  a  ist  die  Größe  des  Stützenmomentes 
(Fig.  134  o): 

gif 

^-^  ist  der  Auflagerdruck,  mit  dem  der  eingehängte  Träger  I 
auf  den  Träger  II  wirkt;  ^a  ist  die  verteilte  Last  auf  dem  Krag- 
arm; a  und  -^  sind  die  Hebelarme  dieser  Lasten.) 


( 


Zur  beqaemea  Berechnung  drücken  wir  a  durch  2/  aus  (Fig.  134  a) 

2  a  -  Z  —  Ij  , 

l__h 
"~  2       2 

und  erhalten  ffir  Jf//,«  die  Formel: 

g     l  —  lj      l  +  h 


Dieser  Wert  ist  aber  nach  Gleichung  (I)  gleich   t^-^^*.     Somit 
wird: 

Z?  =  —  z* 


(11)  Ir^l^j^O, 


7071 1 . 
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Und  für  die  Auskragung  a  bleibt  übrig: 

l       0,7071 1 
*"2 2—' 

(m)  a  »  0,1465 1 . 

Somit  ist  durch  Qleichung  (III)  die  Länge  des  Kragarmes  a  vor- 
geschrieben, bei  der  die  Stützenmomente  gerade  gleich  dem  größten 
Momente  des  mittleren  Teiles  werden,  und  durch  Gleichung  (I) 
sind  diese  Momente  selber  bestimmt. 

Da  ilf//,m  und  3fjj,,  nur  halb  so  groß  sind  wie  die  Momente 
eines  einfachen  Balkens  von  der  Spannweite  l  ^  braucht  der  Krag- 
träger im  Verhältnis  auch  nur  das  halbe  Widerstandsmoment. 
Hiernach  läßt  sich  die  Materialersparnis  beurteilen. 

in.  Berechnung  des  normalen  eingehängten  Trägers  I  (Fig.  134  a). 

Der  eingehängte  Träger  I  hat  die  Spannweite  Z/  und  folglich 
das  Moment 

Die  Spannweite  Ij  war  aber  schon  vorher  —  durch  die  Bedingung, 
daß  Mii^f=^  J^u,m  Bein  sollte  —  bestimmt: 

Ij  -  0,7071 1 . 
Folglich  ^gibt  sich  für  Mi  der  Wert: 

(IV)  Mj^^gl^. 

Aus  dem  Vergleiche  der  Formeln  (IV)  und  (I)  folgt: 

Wenn  die  Auskragung  a  =  0^1466  l  hzw.  die  Länge  des  ein- 
geMngten  Trägers  h  =  0^7071  l  genommen  wird,  sind  die  Stützen- 
momente des  überhrtigenden  Trägers  II  j  das  größte  mittlere  Moment 
dieses  Trägers  und  das  größte  Moment  des  eingehängten  Trägers 

gleich  großj  nämlich  sämtlich  gleich  -ir^gl** 

10 

Führt  man  die  gesamte  Belastung  6^  einer  Öffnung  ein, 
Q  =  gl^  so  kann  man  auch  schreiben: 
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lY.  Berechnung  eines  selülehen  Kra^ägen  IV  (Fig.  134  a). 

Da  der  im  Endfelde  befindliche  eingehängte  Träger  III  bis 

zum   Endauflager  reichen  muß,  wird  er  länger  als  die  anderen 

eingehängten  Träger  Z .     Er  übt  also  auch  auf  den  überkragenden 

Träger  einen  größeren  Auflagerdruck  aus.     Es  würde  demnach, 

wenn  man  h  ebenso  groß  wie  a  nehmen  würde,  am  Stützpunkt  A' 

ein  größeres  Moment  entstehen  als  an  den  übrigen  Stützpunkten. 
Um  dieses  zu  vermeiden,  schränkt  man  die  Auskragung  h  etwas 

ein,  und  zwar  so  weit,  daß  das  Stützenmoment  bei  A'  —  es  werde 

Jtf/  genannt  —  ebenfalls  gleich  y^fl'I*  wird.     Für  die  Größe  von 
Jf/  ergibt  sich  nach  Fig.  134  d: 


{Im  +  V) 


9  hl 

Um  also  Jf/  gleich  -rprgl^  zu  erhalten,  muß  sein: 

lo 

(V)  6  =  |^  =  0,126?. 


y.  Bereehnimg  des  eingehängten  Trägers  Im  Endfelde« 

Für  den  eingehängten   Träger  III '  im   Endfelde  bleibt  eine 

1         7 
Länge   von   ?£u«Z  —  6  =  i  —  —  1  =  — I   übrig.     Er  ist  also  be- 

o  o 

deutend  länger  als  die  anderen  eingehängten  Träger  und  hat  dem- 
entsprechend auch  ein  größeres  Moment,  nämlich: 


^ni  =  -E^g^n 


1^ 

8 


1       /7\«      1     49., 
=  8^-l8V=8^64^'' 


(TI)  Mm  -  0,0967  G  l . 
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Während  alle  anderen  Träger  das  größte  Moment  0,0625  6^  Z 
haben,  ist  es  bei  dem  eingehängten  Träger  des  Endfeldes  gleich 
0,0957  0 1 .  Dieser  Träger  maß  also  besonders  dimensioniert  werden. 

Insgesamt  haben  wir  somit  für  die  zweckmäßigste  Anordnung 
eines  derartigen  6^^berschen  Trägerznges  folgende  Eegel:  Man 
mache  in  den  mittleren  Feldern  die  Auskragungen 

a  =  0,1465 1 

und  in  den  beiden  Endfeldern 

ft  =  0,12501. 

Dann  sind  die  beiden  eingehängten  Träger  der  (linken  und  rechten) 
Endöffnung  für  das  Moment 

-af'=  0,0957  ÖZ, 

alle  anderen  Träger  aber  für  das  Moment 

Jtf  =  0,0625  01 
zu  rechnen. 

VI.  Erweiterung  und  Zusammenstellung» 

Statt  im  ersten  Felde  mit  einem  eingehängten  Träger  III 
anzufangen,  kann  man  auch  mit  einem  überkragenden  Balken 
beginnen  und  daran  einen  eingehängten  Träger  anschließen.   Diese 


ri,) 


(C) 


TT 


^ 


Fig.  135. 


Anordnung  zeigt  Fig.  135  b,  während  in  Fig.  135  a  der  Über- 
sichtlichkeit wegen  die  vorhin  besprochene  Anordnung  noch  ein- 
mal dargestellt  ist.  Sowohl  Fig.  135  a  als  auc]}  Fig.  135  b  sind 
dann  möglich,  wenn  die  Anzahl  der  Felder  eine  ungerikäA  Zahl  ist. 
Ist  sie  eine  gerade  Zahl,  so  sind  die  Gelenke  nach  Fig.  135  c 
anzuordnen.  Ebenso  wie  für  Fig.  135  a  kann  man  nun  für  die 
Fig.  135  b  und  c  diejenigen  Längen  der  Auskragungen  feststellen, 
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bei  denen  die  Verteilung  der  Momente  am  günstigsten  ist.  Diese 
Aufgabe  ist  in  dem  Buche  ,yDie  Balkendecken^'  von  Barkhausen 
(Handbuch  der  Architektur,  3.  Teil,  2.  Band,  Heft  3  a)  behandelt. 
Die  Eesultate  ergeben  sich  aus  folgender 

Zusammenstellnng:  Man  nehme  bei  den  einzelnen  Anordnungen 
Fig.  135  a,  b  und  c: 

a  =  0,1465 1\     ft  «  0,1250  Z ;     c  -  0,2035  Z ;     d  -  0,1570  Z . 

Dann  müssen  die  Träger  I,  II  usw.  berechnet  werden  für  die 
Momente: 

Träger  I ,  IZ ,  IF,  7   für  Jf  =  0,0625  G  l ; 

Träger  III  für  lf  =  0,0957 ÖZ; 

Träger    VI  für  Jf  =  0,05110«; 

Träger  VII  f ür  Jtf  =  0,0858  G  l . 


Auflagerdrüeke. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  die  Auflagerdrücke  eines 
solchen  Trägerzuges  berechnen.  Der  Einfachheit  wegen  aber  nur 
für  die  Anordnung  Fig.  134  a;  in  den  anderen  Fällen  gestaltet 
sich  die  Berechnung  ganz  ähnlich. 

Für  den  überkragenden  Träger  II  ergibt  sich,  da  wegen  der 
Symmetrie  A  und  B  je  gleich  der  halben  auf  dem  Träger  befind- 
lichen Belastung  sind, 

A^B^^gh^ga-^r-^gl 

A^B^^g'2l^gl  =  G. 

Auf  jeden  Stützpunkt  A  und  B  entfällt  also  die  Belastung 
eines  Feldes,  wie  ja  auch  vorauszusehen  ist. 

Bei  dem  Kragträger  17  ist  es  anders.  Da  dieser  unsymmetrisch 
angeordnet  ist,  sind  seine  beiden  Auflagerdrücke  verschieden  groß, 
und  zwar  findet  man 

^'=l,0625flrl;     B'^lfigl. 

(Man  führe  die  Berechnung  selbständig  aus!) 

Während  B'  also  ebenfalls  gleich  der  Belastung  eines  Feldes 
ist,  ist  A'  um  mehr  als  6^/o  größer  als  diese.     Wenn  man  z.  B. 
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bei  Dächern  die  Pfetten  als  OerherBche  Träger  ausbildet,  bekommen 
also  die  beiden  den  Oiebelwänden  zunächst  stehenden  Binder  6  ^/q. 
mehr  Bachlast  als  die  mittleren  Binder  (s.  später  Berechnung  der 
Dachkonstruktionen). 

Man  kann  übrigens  eine  günstigere  Verteilung  der  Stützdrücke 
erreichen,  wenn  man  die  Auskragung  i  (Fig.  134  a)  nicht  gleich 
0,125 1 ,  sondern  nur  gleich  0,0833 1  nimmt.  Bei  dieser  Anordnung 
werden  die  Auflagerdrücke: 

A'=J5'=  1,0208  fifZ. 

Dann  entsteht  also  nur  2^Iq  Mehrbelastung  der  Unterstützungs- 
punkte. Dafür  sind  aber  die  Biegungsmomente  nicht  mehr  so- 
günstig  verteilt  wie  vorhin  (bei  i  «=  0,125 1).  Bei  B'  ist  das  Moment 
allerdings  unverändert,  gleich  0,0625  6^2.  Bei  A'  ist  es  gleich 
0,042  ÖZ ,  und  im  mittleren  Teile  des  Trägers  IV  gleich  0,073  ö  •  ? . 
Für  den  eingehängten  Träger  III  ist  das  größte  Moment  gleich 
0,105 O'l.  Bei  dieser  Oelenkanordnung  muß  also  außer  dem 
Träger  III  auch  der  Träger  lY  besonders  dimensioniert  werden. 
Deshalb  wird  man  lieber  bei  der  zuerst  besprochenen  Anordnung 
bleiben  und  zugunsten  der  kleineren  Momente  die  größeren  Auf- 
lagerdrücke mit  in  den  Kauf  nehmen.  Ein  Eadikalmittel  besteht 
darin ,  die  letzte  Öffnung  nicht  gleich  l ,  sondern  gleich  ({/  +  a)y, 
d.  L  0,8536  2,  zu  nehmen. 

§76. 

Zusammenstellung  von  Formeln  zur  Berechnung  von  Querkrätteni 
und  Momenten  bei  ständiger  und  bei  beweglicher  Belastung. 

In  den  letzten  drei  Vorträgen  haben  wir  uns  ausschließlich 
mit  der  Ermittlung  von  Querkräften  und  Momenten  befaßt.  Und 
zwar  ist  im  10.  und  11.  Vortrage  der  Fall  behandelt,  daß  der 
betreffende  Balken  sich  nur  innerhalb  zweier  Stützpunkte  erstreckt, 
während  im  12.  Vortrage  der  über  die  Auflagerpunkte  hinaus- 
kragende  Träger  untersucht  ist. 

Im  Prinzip  ist  die  Ermittlung  von  Kraft-  und  Momenten- 
summen  sehr  einfach:  Bei  der  Bestimmung  von  Q  sind  einfach 
die  seitlich  vom  Schnitte  befindlichen  Kräfte  zu  summieren,  und 
bei  der  Bestimmung  von  M  sind  diese  Kräfte  zunächst  mit  ihren 
Abständen  vom  Schnitte  zu  multiplizieren  und  dann  zu  summieren. 
Nach  dieser  Grundregel  muß  man  bei  jedem  beliebigen  Belastungs- 
fall unbedingt  zum  Ziele  kommen.  (Fortsetzung  S.  414.) 


Erläuterungen: 

A  und  B  sind  die  von  den  Lagerpunkten  ausgeübten  Stützkräfte. 

Qm,  Q^  U8W.  sind  die  Eraftsummen  (Querkräfte)  der  Stellen  m,  n  usw. 

Qm-n  ^Bt  die  Querkraft  der  Strecke  m—nf  falls  alle  Schnitte   innerhalb  dieses  Feldes  m— n  die  gleiche  Eraft^ 

summe  Q  haben, 
^'"i  Mn  ^sw.  sind  die  Momentensummen  (Biegungsmomente)  der  Stellen  m,  n  usw. 
ÜT  ist  das  Maximalmoment  des  Balkens. 

Die  Punkte  an  den  Balken  bezeichnen  die  gefährlichen  Querschnitte  (Stellen  der  Mazimalmomente). 
k  ist  die  zulässige  Biegungsspnnnung    [h  b  1200  kg/qcm  nach  Preußisch.  Ministerialerlaß  vom  81.  Jan.  1910]. 
a  die  wirklich  auftretende  Spannung. 
W  ist  das  erforderliche  Widerstandsmoment, 
W  ist  das  vorhandene  Widerstandsmoment  (aus  konstruktiven  Gründen  oder  wegen  Durchbiegung  häufig  gr5fter 

als  W). 
f  ist  die  Durchbiegimg  des  Trägers,  unter  Toraussetzung  konstanten  Trägheitsmomentes. 
J  ist  das  vorhandene  Trägheitsmoment. 

E  ist  der  Elastizitätsmodul  des  Materials.    (FluAeisen:  J?s=  2160000  kg/qcm.) 
h  ist  die  Höhe  des  Trägers. 
Jg  ist  das  erforderliche  Trägheitsmoment  (  falls  die  Durchbiegung  /  nicht  größer  als  ein  Bruchteil  der  Spann- 

hg  ist  die  erforderliche  Höhe  des  Trägers.  1  weite  l  werden  soU.    /s  — ;,  wobei  n  =  600  . . .  1000. 

(Es  genügt,  Jg  oder  hg  nachzuweisen.) 


A.  Balken  zwischen  zwei  Stützpunkten  bei  Terschiedenen  Belastnngsarten. 


1.  EinzeUait  in  der  Mitte. 


M 


PI 
4  • 


/  = 


PI« 


48£J      6£A  ' 
.   ,     ,    48JSrj     ,     dEh 


Je 


*.-y^,    wobei    ß^^. 


8.  EinzeUait  an  beUeblger  Stelle. 


M„ss+B'X„f 
JPab 


9lVS'BJ 
(hierin  .a''  der  gröAere  der 
beiden  Abstände  a  und  b\  / 
entsteht  im  Abstände 

Unter  der  Last  ist: 
"' *   BIBJ  ' 


KD 


8.  Zwei  glelehe,  lymmetrlich  angeordnete  Einzellasten. 


^  =  B  =  P, 
Qi.i  =  0 . 


Alle  Querschnitte  des 
mittleren  Teiles  haben 
das  gleiche  Moment: 

üf  MB  jP  •  a  • 


/  = 


Pa 


m-T\ 


2BJ 

(in  Balkenmitt«  auftretend). 
Unter  den  Lasten  ist: 


® 


.a. 


-tf/^ 


h 


^  ,:^^  »^ 


•^r^ 


eiwil  j' '    AM    st 


A 


*./ 


4.  Bellebig  angeordnete  EInzeUaiten. 


Ä  =  j{P^bi  +  .,.+  PMf 

B  =  y(Pi«i+-- +  '*«««) 
=  (Pj  +  ...+P«)-il. 

Qt.,=:A-P,. 

Q...  =  A  -  (Px  +  P.) 
usw. 


^='^  Sir      Äj —  ^*-  ^> 

oder,  genau,  nach  §  86,  86. 


tn 


MJJ^  =  AXfn-P^Pl-PtP%f 
oder  durch  Zerlegung 
in  Eräftepaare  {A  -  P^ 
+P.  +  Q,.,): 

^m  =  Pi«i  +  Pi»*  +  Qi-i  •  «m » 
oder,  durch  Trennung  in  rechte  und  linke  Gruppe: 

Bei   Berechnung   mehrerer  Momente  auseinander 
entwickeln : 

Äfo  =  0;  3firrMo  +  Qo.i*Vi;  Af,  =  Äf,  +  Qi.,  .  Aj^;  usw. 

Afm=af.  +  Qt^-»  =  A^t  +  ^V^-«- 

Das  Maximalmoment  M  entsteht  stets  in  einem 
Lastangriffspunkt,  und  zwar  da,  wo  die  Querkraft 
ihr  Vorzeichen  wechselt,  d.  h.  wo  die  Lastensumme 
(Pi  + . . .)  zum  erstenmal  größer  ist  als  der  zuge- 
hörige Auflagerdmck. 


® 

.1. 
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TJf 


6.  GlelehmäOl;  verteilte  OesamtbelaBtung  (p  kg/cm;  gesamt  PspQ. 


P 
2"' 


Qm  =  P*' 


m 


-^^m  =  "g"  *i»  ^tn  » 


üf  = 


i>/»      PI 
8"~  8 
=  0,125  ri . 


6    PI*      bV^ 

•'^~8S4  EJ  ~2iEh  • 
-  ,     ,    834  Ä J      ^  24  ÄA 

^         ^'   6    Pf  6    al  ' 

-  6    PI*       5n    _., 

^  SS4     J9         48£ 

.        l   W  .     .     24Ä 

Ä#  =  T  ,^; .  worin  ß  = 


6nlr' 


6.  Streekenlast  (p kg/cm;  gesamt  P »)>&). 


B 


Pe 
l 


A-'P. 


Gefährlicher   Querschnitt:   x  s  — .      Moment: 


M 


=-(-!)• 


Zeichnerische  Darstellung :  Mo- 
mentendreieck fflr  P  als  Einzellasty  abgerundet 
durch  Parabelbogen.  Falls  a^c  (Belastung 
symmetrisch),  wird  hiemach 

^     PI     Pb     P(2l-b) 

^  =  T""8"^ 8 • 


©.— ^     -- 


7.  Gesamtlast  mit  Streekenlait  (pi  und  Pt;  Pi^Pi^i  Pt  =  Pt^)' 


I 


iiiinriiiiii: 

lllllllJllllMlllllllllllllilllllllllll 


A- 


^2   +     /     • 


Ä* 


Ist  Q-  bereits  negativ:  M=— r- . 

„     D    noch  positiv:       Jf=ö — ^• 
Falls  ^--^t  liegt  steta  der  erstere  Fall  vor.l 


8.  Oesamtlast  mit  Strecken-  und  ElnzcUast. 


m 


i'ii'|'"|""ff''"i"i'ii"n 


i 


A  =  ^-i 


^^  =  ^«-'*«  =  -Ä  +  Pi«. 


il> 


Ist  Q^  bereits  negativ:         iir  =  ^r-r^ r- . 

„    „    positiv,  Qij  negativ:  Jf«Bo-j)iC -g 

B* 
„    Qi^  noch  positiv:  ^~9 — * 


<ruilll|lllili 


A 
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^ 


••  Oesamtlait  mit  mehreren  Streokenlaiten. 

Zunächst   die   Strecke    bestimmen,   innerhalb 


^    -3     •   •    •    ,         JCP    SB     a    .    a   y 


welcher  der  gefährliche  Querschnitt  liegen  maft 
Ist  z.  B.  M  -  p.)t 

Qa^+f^ß-'f  ^*»»  ist  Jftf  =  ^    o^       +  P,-rf  , 


2pi 


Jf= 


2(Pi  +  ft) 


-P««' 2-  +  ^«*''- 


lllirillUmHIIIIIII 


AX^. 


u 


^ ! 


tjr 


'i>IlillKÄ  !7^; 


10.  Gesamtlast,  Strecken-  nnd  Einsellasten« 

Zunächst  feststellen,  innerhalb  welcher  Strecke 
bzw.  unterhalb  welcher  Einzellast  der  gefähr- 
liche Querschnitt  liegt    Ist  z.  B. 


A  —  •     K  — 

**    ^     •    •    •    I  MJ    ^     «    •    •    • 

Q^^+A-  Pia  -  P,  , 

Qß  =  Qoi'iPi  +  P^fff 
Qy^Qß-P*, 

Qd  =  QY-iPi  +  P*)f' 


<?«=+. 


b+Pib » ^+Pte'h+Pfd  y 


(i4+p,a-P,-P4)> 


Jf  = 


2(Pi  +  Pt) 


-P««'-2+^i*<^+'*4*ft 


(a)    il  =  iP;     B  =  K, 


Pj 


11.  Dreleektlasten  (P  =  Gesamte  Last). 

(a)    -af=0,12SP^ 


Pd 


(b)  il«    ^ 

(c)  -l  =  B  =  iP 


£=: 


(b)    jir=Py 

P     2    l      PI 
(C)    jir=:-. --=---. 


-M/fl- 


18.  Trapezlasten  (p  und  p^  Belastungshöhen,  P  Gesamtlast). 


(»)    A«-g  (2p-hpO, 
(b)    il-Pj;   B  =  P^. 


(a)  Zunächst  Hilfswert  v  =  — ; - 

Dann:  ^P  '  P) 


l  ausrechnen. 


r 


i* 


w  =  l' !»('  +  p)  +  g  ;    a;  a  w  -  » ; 

p-H2ir 


jirs=px> 


6o 


S>)  Zunächst  Hilfswert  v  s  --^i:  -   b  ausrechnen, 
ann:  , ^  -  P) 

,/2yip 

./        xr  +  2w\ 

=  il  a  +  — 1. 

\        8    r  +  tf  / 


M 


6c 


a 

60 

a 
s 

N 

a 

& 


Indirekte  Belaatung. 


rAJf  fimnunt  ! L_l 


r^iic 


Hiiimiiiiiiiiiiiiiiriiiiiiiiiiitiiiiiiii 


••- 


fi:\t0üj^ 


S&mtliche  bisherigen  Angaben  gelten  zunächst  nur  ffir  dinkU  Be^ 
lastung.    Bei  Indirekter  Belastung  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Der  erste  n.  letzte  Belaitungipunkt  liegen  über  den  Auflagern  (Figf.  a). 

1.  A  und  B.  Die  Anflagerdrflcke  A  und  B  können  so  berechnet  werden, 
als  ob  die  Belastung  dit$kt  auf  dem  Träger  stände  (Fig.  b). 

8.  Q,  Bei  Berechnung  der  Querkraft  Q«  muA  die  Belastung  des  be- 
treffenden Feldes  (m  - 1)  -  m  auf  die  beiden  anliegenden  Belastanes- 
punkte  (m  -  1)  una  m  Obertraffen  werden  (Fig.  c);  die  übrige  Be< 
lastung  kann  als  direkt  wirkend  eingeführt  werden.  Diese 
Querkraft  Qa  gut  dann  für  alle  Schnitte  des  Feldes  (m  - 1)  -  m. 
Für  den  Spezialfall :  OUiehmOftig  verteOU  VoUbtUutung  p  gilt  dieFormel : 
Q(m  ~  1)  -  m  =  ±P  *  ^m  i^m  ~  Abstand  von  Feldmitte  bis  Trägermitte,  Fig.  e) 

=>  ±P^  (—5 ^]  (falls  der  Balken  aus  n  gleichen  Feldern  besteht). 

S.' JT.  Die  Momente  an  den  Belastungspunkten  (aber  auch  nur  an  cüeten 
Steütnl)  werden  so  berechnet,  als  ob  die  Belastung  direkt  wirkte 

g?'i^.  d).    Zunächst  also  für  diese  Stellen  M  berechnen.   Für  einen 
Wischenpunkt  a  (Fig.  d)  ergibt  sich  dann: 

u 
^a  ■  ^m-i  +  i^m  "  ^m- 1)  y  • 

Das  Maximalmoment  JT  tritt  stets  in  einem  Belastungspnnkte  auf. 
Für  den  Spezialfall:  GleiehmOflig  verteilU  VoObeUutung  p  ist  (Fig.  e) 

^m  =  -5-  *m  •  *'m    *>*^'  (^oi »» gleichen  Feldern)    M,,,  ■■  •^A«»(n--m) . 

IL  Der  erste  n.  letzte  Belastungiponkt  liegen  anBerhalb  A  und  B  (Fig.  f). 

Zunächst  die  Drücke  der  Zwischenträger  bestimmen  und  mit  diesen 
Einzellasten  weiterrechnen.  0.5 

Spezialfall;   VoUbeloitung  durch  p:  Berechne  die  Hilfswerte  uss—^, 

•  -~^.   Dann:  ^  =  |-[J  +  (a-ft)-(tt-i»)],     B-|.  [i  +  (e- d)  +  («  -  •)]  , 


^m  =  f  («  +  «)  (*'+  •)  -  f  «•  • 


Bei  lfm  kann  das  letzte  Glied  vernachlässigt  werden.  Dann  Überein- 
Stimmung  mit  direkt  belastetem  Balken  von  gedachter  Länge  r=(^-f«+o). 
M  unter  dem  der  Mitte  von  V  zunächst  liegenden  Belastungspunkt. 


■3' 

» 


OD 

MD 


6£ 


OS 


0 

PQ 

9 

u 


H 


h 
0 


a 

SS 


Einzellasten. 


^  =  y  (Pi^  +P.fti  +  Ptb»  -  PM, 

B  =  i(-Piai+Pta,+P,a,+P4a*) 

«(Pj  +  P.  +  P.  +  P^)-^, 
Q^=  -Pi  (Querkraft  links  von  ^), 

Q^  =  +i'4  (        ,1         rechts  „  B), 
Q^=+^-Pt-P,. 


Af  ^  «  -  Pj  0  (Moment  über  Punkt  il)\  Ortate 


Af^a  +A»fn - PtPt-PtPi  (Moment  Im mltU. TMl). 
Das  gröAte  Mf^  entsteht  da,  wo  (P1+P1+ . . .) 
zum  erstenmal  gröfter  als  der  Aufla^er- 
druck  ist 

Alle  drei  Momente,  If^,  Mß  und  Af,^ 
müssen  untersucht  werden.  Zeichnerische 
Darstellung  der  Momente  nach  Fig.  b  und  c. 


Betrachtet  mau  den  mittleren  Teil  A~  B  des  Balkens  zunächst  für  sieb 

Fig.  d)  und  bezeichnet  dessen  Auflagerdrücke  mit  Ao  und  £0»  femer  dessen 

'^uerkraft  und  Moment  einer  Stelle  m  mit  Qo^m  und  Ifo.mi  ^o  ist  für  den 

überkragenden  Balken  Fig.  a: 


51 


AmAo'Qgi j ;    B  =  -»0  +  Qä  +  - 


;m 


Q, 


i 


o^m 


l 
ifm  =  Äfo,„,  +  M^.^  +  Jlf2,.^ 


Hierin  sind 
Q«,  ^A  an^ 

Zahlenwerte! 


MittelOffnnng  verteilte  Belastung;  Kragarme  beliebig  belastet. 


;'1?. 


Miiiiimiiiiiiiiiiiitirriiiiiiniiririi 


fA 


^J9f^ 


Stüteenmomente   Mj^  ~  r  * "ö"^  ^* ^)  *      ^B  =  r  «  ö"*'  ^**\  •    Hieraus: 

rdaQ«.-(P.+P.)]         Pt  .^   .  ^   .If^-AfB    [MA^ndMs 

[       «^  =  +(^4+^») J  -*  =  -2"  +  '^i  +  ^«  + i         »  fohne  VorxeicK 


Größtes  positives 
Ferner  [da  Q^ » - 


B  =  "2^  +  P4  +  P»  -  -^~ — - 


einsetzen.) 


Falls  Äf^  =  Mb:)  M„,  =  ^-lf^;     ^  =  ^'  +  (P,  +  PO;     B«~'  +  (P,  +  P^) 


Einseitiger  Kragträger.    Mittelöffhung  gleichmäflig  belastet 


Jl.    "i 


Zunächst  Stützenmoment  If^  berechnen :        Af^  ^  r  *  "ö"^  ^*  ^)  * 

^1       1    /        21f«\« 
Dann  grOiktes  positives  Moment  innerhalb  I:    Af  s  - —  a  - —  IP^  «  — - —  I 

[Bemerk.  Falls  A  negativ,  kein  positives  Af .]  ^  _  ^  -  — ^ . 


Pi  Ä'iJ      *        ' 

5--^  +  P.  +  P,  +  -^=.(P,  +  P.  +  P.)-^. 


Freiträger  mit  verteilter  und  einzelner  Last 
K ^PT 

Einspannmoment:  Af  >  -^  +  Pt'. 

.1=1-^;    B  =  -<i  +  Pj  +  P,. 
Durchbiegung  /  -  — ^  +  -  _ . 


Beiderseitig  eingespannter  Träger  mit  verteilter  und  einzelner  Last. 
Einspannmomente  If^  «  Af ^  ==  -  (-^  +  -^ . 

MitUeres  Moment  AT  =  +^  +  ^ . 
Bemerkung.    Derartige  starre  Einspannung  liegt  in  der  Praxis  nie  vor. 
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L  ELnAuJUlnlen. 


1.  Q,    ElnfluiUinie  fQr  Q  bei  direkter  Belastung:  A'E'TV, 

-  B^   »    1.     indirekter       „        :  A'Q'WB^, 

Bei  direkter  Belastung  gehOrt  zu  jedem  Schnitte  eine  besondere 
Einflu61inie;  bei  indirekter  Belastung  nur  zu  jedem  Felde.  Nach 
Aufzeichnen  der  Einflußlinie  wird  aie  Belastung  einmal  so  ge« 
stellt,  daß  die  größte  positive,  und  dann  so,  daß  die  grOßte  ne- 
gative Querkraft  entsteht.  Hierdurch  die  beiden  Grenzwerte  von 
Q  bestimmt 

2.  ÜT.   Einflußlinie  fOr  M  bei  direkter  Belastung:  A"E''W', 

„     „     p     indirekter       -        :  A"€r'H"B'\ 
Zu  jedem  Querschnitte  gehört  eine  besondere  Einflußlinie  (auch 
bei  indirekter  Belastung).    Es  ist  nur  ein  Grenzwert  (positiv)  zu 
bestimmen.    (Tollbelastung.) 
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II.  Analytltehe  Methoden. 
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a)  Direkte,  glelehm&Olg  yertellte  Last  p  • 
GefährL  Laststellung:  Vom  Auflager  bis  Querschnitt  (»GnifMbteUun^) 


.*«- 


f-^-^ 


1.  ö. 

1.  Q.    Belastung  um  z  - 


i  '^       2  2i    ' 

Gefahrliche  Laststellung:  Tollbelastung. 


^a  = 


b)  Indirekte,  glelehmAßlg  verteilte  Last  p  • 


«'«,,  bzw.  a': 


l-X  -"»' 
einschieben  („vorgezogme  Stellung") 


l-X 


ffin_i  in  das  Feld  hin- 


?      2   {l'X)*      1      2    (Z-A)  • 


Q~.L  **"»-i 
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8.  M. 
1.  0. 


Vollbg.  Jlfss-5-(x. «'-«•).  Im  Belastungspunkt:  flfm  =  "f- «»» •  * ^ • 

o)  Direkt  wirkende  Einzellasten. 
Fast  stets  Grundstellung  maßgebend.    Nur,  wenn 

Pi  —  < iPi  +  ...  +  Px  + ) ,      vorgezogene  Stellung  maßgebend. 

Q-A    (bzw.  a  ^'-  P|);       Q  entsprechend  aus  Auflagerdruck  B. 
+ 
2.  M.   Zunächst  eine  schwere  Last  (P^)  Aber  Querschnitt  stellen  und 

die  anderen  Lasten  zu  beiden  Seiten  gruppieren.    Sind  dann  die 
beiden  Bedingungen  erfüllt:  ^  ^^ 

L  (Pi+...+P«)>(Pi+...+P;,)-7-;    IL  (^n+—+^m)>(^i+— +^»»)-r. 


l 


l 


1.  0. 
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so  ist  die  angenommene  Laststellung  tatsächlich  die  gefährliche 
für  M,  Andernfalls  neue  Stellung  annehmen  und  Untei-suchung 
wiederholen.    Ausrechnung  von  iT  nach  Fall  4. 

d)  Indirekt  wirkende  Einzellasten. 
[In    der  NähQ  der  Auflager  häufig   vorgezogene  Stellung  maß- 
gebend: sonst  Grundstellung.] 

Ist  '^i  T  '^  r  1  "•"  •••  +  ^«  +  — ■)•   Grundst  maßgeb.;  Q  =  +A. 

Ist  Pi  -r  <  (''i  + ...  +  P«  +  -~i'  vorgez.  St  „  ;  Q  =  ^'-  P^  4"  • 
r  A        V  l  ^  >  +  * 

Falls  sogar  (Pi+P|)  -j-  <(Px  +  .••),  zweimal  vorg.  Stellg.  maßgeb. 


M 


2.  üf  .   Man  untersucht  nur  Belastnngspunkte;  also  nach  Fall  c)  behandeln. 


UL  Mittels  ^-Polygon,  JT* Fliehe. 


1.  0. 

2.  üf. 

1.  0. 

2.  If. 


1.  0. 

2*  itf. 


a)  Direkte,  gleichmäßig  verteilte  Lastp. 
ii- Polygon  wird  zu  Parabel.   Hierdurch  größte  Querkraft  bestimmt 

Parabel  mit  S-^^-^  ergibt  größtes  Moment  fOr  jeden  Querschnitt 

b)  Indirekte,  gleichmäßig  verteilte  Lastp. 
Für  jedes  Feld  größtes  Q  nach  Fig.  a  finden.    Entsprechend  Q . 

Zunächst  Momente  fOr  Belastungspunkte  aufisuchen  (durch  Parabel 

mit  /  B  ^1  und  dazwischen  geradlinig  verbinden. 

e)  Direkte  Elnzellasten  (s.  §  68!). 

d)  Indirekte  EInzellaiten. 
Querkraft  Qaii  (bei  Grundstellung),  bzw.LQ'»  A'- Pi  —  (bei  vor- 
gezogener Stellung)  nach  Fig.  b  finden.   Beide  Werte  vergleichen. 
Momente   zunächst  nur  für  Belastungspunkte  aufsuchen  [nach 
Fall  c)]  und  dann  verbinden. 


\ 


IT.  Die  absolut  größten  Momente. 

X, 
(ct. 


S 


^"i=r 


PI  i  a)  Eine  bewegliche  Eüuellait 

J/  =  -— ;  «  =  -Ä-  [«  bezeichnet  den  Abstand  des  gefährLQuerschn.  vom  Lagert] 

b)  Zwei  gleiche  Lasten  P  (Laufkatze), 
c)  Zwei  ungleiche  Lasten  JPi  und  Pf    (^i>Ps)* 


*— I- 


i 


df  =s 


Pj+Pt 


l-^j ;  a;  =  -^  -  -^.    Falls  a  groß,  ev.  M 
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d)  Beliebige  Gruppe  von  Elnzellasten« 
Zunächst  Lage  der  Resultierenden  B.  bestimmen.    Dann,  falls  Af^.. 
imter  P%  zu  erwarten ,  Lasten  so  aufstellen,  daß  Abstand  u  durch  Träger- 
mitte halbiert  wird  und  fflr  Fußpunkt  von  P%  Moment  berechnen.    Kv. 
entspr.  Untersuchung  mit  anderer  Last  (P«)  vornehmen  und  M  vergleichen. 

e)  Zwei  Lasten  Pi  und  P%\  vorne  und  hinten i>i;  gesamtes.    (Pi>Pt). 


1./ 


j 


«  = 


m  -  «)  +-|-  [('  -&)»  -  26c]  +  -^  Z« 


if  =  A     -^(x«-C«)--|-»*. 
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Das  praktische,  flotrc  Eechnen  ließ  es  aber  angezeigt  erscheinen, 
aus  dieser  prinzipiellen  Eegel  wenigstens  für  die  wichtigsten  Be- 
lastungsfälle einfache,  fertige  Formeln  abzuleiten,  nach  denen  man 
aus  der  Spannweite  und  der  Belastung  des  Trägers  sofort  die 
Kraft-  und  Momentensummen  hinschreiben  kann.  Diese  Formeln 
kürzen  natürlich  die  Eechenarbeit  ganz  erheblich  ab. 

In  den  Tabellen  (S.  410 — 413)  sind  nun  alle  diese  Formeln  und 
besonderen  Methoden,  die  wir  für  die  verschiedenen  Belastungsfälle 
ausgearbeitet  haben,  noch  einmal  in  systematischer  Aufeinander- 
folge zusammengestellt.  Hinzugefügt  sind  noch  manche  neue 
Formeln  und  Hinweise,  die  bisher  —  um  den  Lernenden  nicht 
zu  ermüden  —  nicht  erwähnt  worden  sind.  Deren  Beweise  werden 
zum  Teil  später  gelegentlich  der  Durchnahme  von  Beispielen  nach- 
geholt werden,  zum  Teil  sind  sie  in  den  Tabellen  selber  angedeutet. 
Man  beachte,  daß  es  bei  solchen  Betrachtungen  nicht  darauf  an- 
kommt, für  jeden  möglichen  Fall  die  betreffende  Formel  bis  aufs 
kleinste  abzuleiten,  sondern  daß  man  vor  allem  das  Prinzip  und 
den  Zweck  der  ganzen  Untersuchung  erfassen  muß. 

Um  einen  vollständigen  Überblick  über  das  Gebotene  zu 
erhalten,  lese  man  die  vorhergehenden  Tabellen  gründlich  durch  — 
und  wende  sie  dann  richtig  an. 


13.  Vortrag: 
Berechnung  genieteter  Träger« 

Die  von  den  Walzwerken  gelieferten  Profileisen  sind  bekannt- 
lich nur  bis  zu  gewissen  maximalen  Abmessungen  als  Fertig- 
fabrikate erhältlich.  Benötigt  man  größere  Dimensionen,  oder 
sind  die  lieferbaren  Profilträger  für  den  besonderen  Fall  ungeeignet, 
so  muß  man  die  Träger  aus  einzelnen  Bestandteilen  zusammen- 
setzen. Auf  diese  Weise  entstehen  die  sogenannten  ^yBlechträger^^ 
oder  „genieteten  Träger^^,  Ihre  einzelnen  hauptsächlichsten  Teile 
sind:  Stehblech  (auch  Stegblech  genannt),  Ourtwinkel  und  La- 
mellen (Deckplatten).  Zur  Verbindung  dieser  einzelnen  Bestand- 
teile dienen  Niete  oder  Schrauben.  Deren  Berechnung  werde 
zunächst  erledigt.  (Über  die  Berechnung  von  Trägheitsmomenten 
s.  9.  Vortrag.    Beispiel:  §  54,  zweite  Aufgabe.) 
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§77. 
Niete  und  Schrauben. 

Von  vornherein  muß  bemerkt  werden,  daß  die  im  folgenden 
entwickelten  Bechenmethoden  nur  einen  Notbehelf  für  die  noch 
fehlende  genaue  Theorie  der  Niete  (Schrauben)  bilden.  Vorläufig 
ist  man  sich  über  die  Wirkungsweise  eines  Nietes  bzw.  einer 
Schraube  noch  vollständig  im  unklaren.  Die  folgenden  Eegeln 
über  Nietberechnungen  bauen  sich  also  auch  nicht  auf  bestimmten, 
wissenschaftlichen  Grundlagen  auf;  ihre  Existenzberechtigung  be- 
steht vielmehr  ausschließlich  darin^  daß  die  danach  konstruierten 
Nietverbindungen  im  allgemeinen  ihre  Aufgabe  erfüllt  haben. 

L  Einsohnittige  Vernietung« 

In  Fig.  136  haben  wir  zwei  Bleche,  I  und  ZI,  die  durch 
einen  Niet  oder  einen  Bolzen  vom  Durchmesser  d  verbunden  sind. 
Die  Kraft  P  soll  aus  dem  einen  Blech  in  das  andere  übergeleitet 
werden.     Wie  groß  ist  die  Beanspruchung  des  Nietest 

a)  Berechnung  auf  Abscheren. 

Die  Zerstörung  dieser  Verbindung  kann  dadurch  geschehen,, 
daß  die  beiden  Teile  1  und  2  des  Nietes  infolge  der  Kräfte  P 
sich  gegenseitig  verschieben,  so  daß  der  Niet  die  in  Fig.  136c 
gezeigte  Gestalt  annimmt.  In  der  Fläche  a — oc  hat  ein  „Ab- 
scheren^^ des  Nietes  stattgefunden.  Um  die  hierbei  auftretenden 
Spannungen  zu  bestimmen,  schlägt  man  folgenden  Bechnungs- 
gang  ein:  Im  Querschnitte  a — (x  muß  die  Kraft  P  aufgenommen 
werden.  Wir  nehmen  nun  an,  daß  P  sich  gleichmäßig  über  die 
Querschnittsfläche  J^  des  Nietes  verteilt  (obgleich  diese  Annahme, 
wie  sich  auf  theoretischem  Wege  nachweisen  läßt,  nicht  zutreffen 
kann),  und  erhalten  dann  die  auf  jeden  Quadratzentimeter  ent^ 
fallende  Kraft  {„Scherspannung^^) 

-|. 

P 

(1)  Scherspannnng  t « • 

Dieses  ist  also  die  Spannung,  die  in  der  Ebene  des  Querschnittes- 
(X — (X  durch  die  Lasten  P  erzeugt  wird. 
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Hat  man  nan  in  den  Blechen  I  und  II  eine  zulässige  Span- 
nung Ic  (z.  B.  fc  =  1000  kg/qcm),  so  gestattet  man  in  dem  Quer- 
schnitte (X — (X  des  Kietes  eine  zulässige  innere  Kraft  t  von 
0,8  bis  0,9  X  fc ,  in  Ausnahmefällen  bis  1,0  X  *  (also  800,  900, 
1000  kg/qcm).  Natärlich  sind  dieses  Erfahrungszahlen,  die  je 
nach  der  bei  der  Nietarbeit  verwendeten  Sorgfalt  verschieden  zu 
wählen  sind.  Für  Berechnungen,  die  behördlicher  Kontrolle  unter- 
liegen, sind  ganz  bestimmte  Scherspannungen  t  vorgeschrieben. 


h)  Berechnung  auf  LeibungsdrucJc. 

Außer  durch  Abscheren  kann  die  Zerstörung  der  Nietver- 
bindung auch  dadurch  eintreten,  daß  der  Niet  sich  in  das  Blech 
,,eiDfrißt'^     Dieses  geschieht  meistens  in  der  Weise,  daß  in  der 


Fig,  136. 

Fläche,  wo  sich  Niet  und  Blech  berühren,  im  letzteren  zunächst t 
feine  Bisse  entstehen,  die  sich  dann  erweitem  und  den  Bruch 
herbeiführen.  In  Fig.  136  a  sind  die  Stellen,  in  denen  die  Be- 
rührung zwischen  Niet  und  Blechen  stattfindet,  etwas  stäiker 
gezeichnet.  Im  oberen  Bleche  kommt  die  linksseitige  Hälfte  des 
Nietschaftes  zum  Anliegen.  Die  Berührungsfläche  ist  also  ein 
halber  Zylindermantel  mit  dem  Durchmesser  d  und  der  Höhe  d^ 

und  folglich  dem  Flächeninhalte  —dn^di.     Im   unteren  Bleche 

^  1 

ist  die  entsprechende,  zum  Anliegen  kommende  Fläche  —dn^d^. 

Nun  wollen  wir  die  Kräfte  berechnen,   die  in  diesen  Berüh- 
rungsflächen   zwischen  Niet   und  Blech  —   ^jLeibu/ngsflächen^^  — 
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wirksam  sind.  Die  Berührungsfläche  mit  dem  Bleche  I  ist  in 
der  Draufsicht  in  Fig.  136  d  in  größerem  Maßstabe  dargestellt. 
Die  in  dieser  Fl&che  zwischen  Nietschaft  und  Blech  auftretenden 
Druckkräfte  werden  natärlich  auf  die  einzelnen  Teile  der  Fläche 
in  verschiedener  Größe  und  Bichtung  wirken.  Der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  jedoch  von  diesen  Berührungskräften  nur  die 
Komponenten  berücksichtigen,  die  in  Bichtung  der  Ejraft  P  ver- 
laufen. 

Zur  Berechnung  dieser  Kräfte  dient  natürlich  die  Bedingung, 
daß  sie  insgesamt  der  Kraft  P  das  Oleichgewicht  halten.  (Qleich- 
gewichtsbedingung  für  das  Blech  I).  Ich  denke  mir  den  Zylinder- 
mantel in  eine  Anzahl  senkrecht  stehender  Streifen  eingeteilt,  von 
denen  jeder  ein  kleines  Rechteck  darstellt,  dessen  Höhe  gleich  d^ 
und  dessen  Breite  ein  bestimmter  Teil  des  Kreisumfanges  ist 
(Fig.  136 d).  Die  Kraft,  die  in  dem  Streifen  f^  von  dem  Niete 
auf  das  Blech  I  ausgeübt  wird,  betrage  pro  Quadratzentimeter  p^ , 
insgesamt  also 

Die  in  dem  Flächenstreifen  fi  pro  Quadratzentimeter  ausgeübte 
Kraft  werde  entsprechend  p^  kg/qcm  genannt  usw.  Insgesamt 
übertragen  also  sämtliche  Flächenstreifen  des  halben  Zylinder- 
mantels die  Kraft  (Fig.  136  d) 

{f^  kommt  nur  einmal  vor.  Die  anderen  Streifen  kommen  in 
Fig.  136  d  doppelt  vor.)  Zur  Berechnung  dieser  Kräfte  dient  also 
die  Bedingung  (Fig.  136  d  und  a): 

(I)  Po •/'o  +  2(Pi-A  +  P»'/'2+-.  •)--?. 

Die  Kräfte  Po  y  V\  ^^^*  otogen  die  j^Leibungsapannungen^^  heißen. 
Sie  sind  also  die  Kräfte,  die  an  den  einzelnen  Stellen  f^ ,  f^  usw. 
der  Leibungsfläche  parallel  der  Kraft  P  wirken. 

Da  aus  der  einen  obigen  Gleichung  sich  nicht  sämtliche  ver- 
schiedenen Werte  Po?  Vi  ^^^*  berechnen  lassen,  müssen  wir  jetzt 
noch  eine  Annahme  zu  Hilfe  nehmen.  Diese  laute:  Die  Leibungs- 
spannuDgen  pi ,  p^  usw.  der  Stellen  f^ ,  f^  usw.  seien  gleich  der 
Spannung  p^  der  Stelle  f^^  multipliziert  mit  dem  Kosinus  der 
Winkel,  die  die  nach  f^ ,  /*,  usw.  gezogenen  Eadien  mit  der  Bich- 
tung von  P  einschließen.     Es  sei  also  In  Fig.  136  d: 


(11) 


f  Pi  =-  Po  • 
l  P«  =  Po  • 


008(Xi  , 

COS  «2    usw. 

Fischer,  SUtik.  27 
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Da  der  Kosinus  eines  Winkels  mit  wachsendem  Winkel  abnimnUj 
erhalten  nach  dieser  Annahme  die  einzelnen  Stdlen  einen  um  so 
kleineren  Drack«  je  weiter  sie  von  der  Bichtnng  der  Kraft  P 
entfernt  sind.  Dieses  entspricht  auch  dem  Gefühl.  Denn  sicher- 
lich wird  das  Flächenelement,  das  direkt  in  Bichtong  der  Kraft 
liegt,  den  größten  Druck  übertragen  müssen,  während  die  weiter 
liegenden  Teile  weniger  beansprucht  sind.  Aus  diesem  Oefflhl 
heraus  ist  natürlich  auch  die  obige  Annahme  entstanden. 

Setzen  wir  nun  die  Werte  (11)  in  die  Gleichung  (I)  ein,   so 
erhalten  wir: 

(HI)         Po'fo  +  2(Po  <»8*i  •  A  +  Po  cos«,  •/•,+...)  —  P . 

In  dieser  Gleichung  kommt  nur  noch   die  Unbekannte  p^  vor. 
Diese  muß  sich  also  auf  jeden  Fall  ermitteln  lassen. 
Zunächst  schreiben  wir  die  obige  Gleichung: 

(nia)  Po[/'o  +  2(cosai-/'i  +  cos«a  •/*,+...)]  --?• 

Nun  ist  f^  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe  d^  mal  dem  kleinen 
Kreisbogen  ah.  Denken  wir  uns  aber  die  Anzahl  der  Streifen 
sehr  groß,  so  können  wir  den  Kreisbogen  als  eine  gerade  Linie 
auffassen.     Hiermit  bekommen  wir: 

Entsprechend  ist  

A  =  ^  <^  •  ^1  > 

/*,  =  c  d  •  (Jj     usw., 

worin  also  hc^  ed  usw.  in  Fig.  136 d  wegen  ihrer  Kleinheit  nicht 
mehr  als  gebogene,  sondern  einfach  als  gerade  Linien  betrachtet 
werden  können.  Setzen  wir  die  obigen  Werte  in  Gleichung  (III  a) 
ein,  so  wird: 


Po[ab'di  +  2(cos«i 'h€'di  +  cosoj  •  cd •  (Jj  +  ...)]«=  P , 
(Illb)  Po •  ^1  \ab  +  2{b7'  cosöCj  +  cd* cosöCg  +...)]  =  •?• 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  in  Flg.  136  d  durch  die  Punkte  ayb^e  usw. 
parallele  Linien  zu  der  Bichtung  von  P  ziehen, 


die  Strecke  ab  ^  a'b\ 


„  „  ftc- COSöCj  «  &'c'. 


„         „        cd'  COS «2  =  cd. 
Somit  geht  schließlich  die  Gleichung  (III b)  über  in: 


(nie)  po-<'i[«'^'+2(6V+c'd'  +  ...)]  =  P. 
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Die  Samme  in  der  eckigen  Klammer  ist  aber  nichts  anderes  als 
der  Durchmesser  d  des  Nietes  (Fig.  136  d),  so  daß  sich  schließlich 
die  einfache  Form  ergibt: 

und  hieraus  folgt  die  bisher  unbekannte  Bpannnng: 

P 


Po  = 


d'd^  ' 


Hiermit  haben  wir  die  Gleichung  (III)|  die  ursprünglich  zur  Be- 
stimmung von  Po  aufgestellt  war,  gelöst. 

Die  anderen  Drücke,  pi ,  p^  usw.,  können  wir  nun  ebenfalls 
berechnen;  sie  bieten  aber  weiter  kein  Interesse,  da  sie  kleiner 

als  Po  ^i^ä- 

In  der  zum  Bleche  II  gehörigen  Leibungsfläche  bekommen 

wir  entsprechend  den  größten  auf  einen  Qaadratzentimeter  ent- 

fallen4en  Druck 

Allgemein  werden  wir  die  größte  Leibungsspannung  als  den  „X«i- 
hungBdmck  p'^  bezeichnen,  so  daß  bei  einem  Nietdurchmesser  d 
und  einer  Blechstärke  6  die  Formel  lautet: 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  sagen  also  aus:  Bei  einer  evMohniUigen 

Vernietung  ist 

autzunehmende  Kraft 
Seherspannoiig  t  - 1^^^  ^er  Scheril&ehe ' 

-  ,.         ,      -  aulzunehmende  Kraft 

Leibungsdrnck  p  x 


Nietdurchmesser  X  Leibungsstärke  * 

Je  kleiner  die  „Leibungsstärke^'  (Blechdicke),  um  so  größer  ist  der 
Leibungsdruck. 

e)  Die  Tragfähigkeit  eines  Nietes. 
Will  man,  umgekehrt,  die  Kraft  bestimmen,  die  ein  Niet  vom 
Durchmesser  d  aufnehmen  kann,  der  zwei  Bleche  verbindet,  so 
schreibt  man  die  Formeln  (1)  und  (2)  so,  daß  die  Kraft  auf  der 
einen  Seite  allein  steht.  Die  zulässige  Scherspannung  sei  <,  der 
zulässige  Leibungsdruck  sei  p.    Dann  wird 

F  «  —^  •  t ;      bzw.      P  ==dd'p. 

27* 
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(d  ist  die  kleinere  der  beiden  Blechatürken.)  Diese  Kraft  P  wollen 
wir  die  Tragfähigkeit  einea  (eioschDittigen)  STletes  nennen  and  mit 
N  bezeichnen.  Die  Tragfähigkeit  eines  einsobnittigen  S'ietea  ist  also : 

(la)        mit  Rfickaicht  auf  Abscheren:  N^—j — t, 

(2a)  „  „  „    Leibungadrack:    N^d-i-p . 

Der  kleinere  der  beiden  Werte  iat  natürlich  für  den  betreffenden 
Niet  maßgebend. 

IL  Zwelachnlttlgc  Vernletniig. 

a)  Berechnung  auf  Ahacheren. 
Wenn  bei  der  in  Fig.  137  dargestellten  Verbindung  eine  Zer- 
stOrnng  durch  AbBcheren  eintritt,  bo  mflBseD  aich  die  Teile  des 
Nietes  in  stoet  Flächen  gegeneinander  verschieben.   Man  bezeichnet 


Fig.  137. 

deshalb  diese  Verbindung  zweiachnittig,  Nennen  wir  die  Kraft, 
die  AUS  Blech  I  in  die  beiden  Bleche  II  abergeleitet  werden  soll,  P, 
ao  entfällt  also  anf  Jeden  der  beiden  Querschnitte  a — a  und  ß — ß 


Kraft  ist  demnach: 


p 

Seherepannang  t  — 


d*jt      Inhalt  beider  ScherlL  * 

'-r 

b)  Berechnung  auf  Leibungsdruok. 
Bei  der  Untersuchung  des  Fläehen^^iekea  haben  wir  in  der 
Berührungsfläche  1  einen  grfiOten  Druck 


Po- 


d-d. 


da  in  dieser  Fläche  die  Kraft  P  übertragen  werden  moS. 
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Fär  jede  der  beiden  Berühmngsflächen  2  kommt  die  Kraft 
^P  in  Betracht.   Wir  haben  also  in  diesen  Flächen  einen  größten 

Flächendmok  -t 

Po' 


d  *  6^      d  •  2  dji 

...       _  ,,         ,     •  -P  aafznnehm.  Kraft 

(4)       Leibungsdniek  P  "  ^7^  -  yi,M^h^.  ^  Leibnngggt ' 

Die  y^Leibangsstftrke''  ist  hierbei  immer  die  Höhe  des  zum 
Anliegen  kommenden  Halbzylinders.  In  Fig.  137  also  entweder 
die  Höhe  di  oder  die  Höhe  2  •  dg .  Der  Jdeinere  der  beiden  Werte 
muß  in  die  Formel  eingesetzt  werden,  da  der  Leibungsdmck  um 
so  größer  wird,  je  kleiner  die  Leibnngsstärke  ist. 

e)  Die  Tragfähigkeit  eines  zweisohnittigen  Nietes  ist: 

(3a)    mit  Eücksicht  auf  Abscheren:  J^ai2— ^^-^^ 

(4a)    mit  Bücksicht  auf  Leibungsdruck:  Nmmd^ö'P  . 

Zusatz:  Herr  Professor  v,  Bach  geht  bei  der  Berechnung  der 
Niete  von  der  Ansicht  aus,  daß  ein  warm  eingezogener  Niet  sich 
beim  Erkalten  so  sehr  zusammenzieht,  daß  er  die  Lochwandung 
überhaupt  nicht  mehr  berührt  (vgl.  v.  Bach:  Die  Maschinen- 
demente).  In  diesem  Falle  kann  natürlich  weder  in  dem  Niete 
eine  Spannung  t  noch  in  der  Lochleibung  ein  Flächendruck  p  ent- 
stehen. Die  Übertragung  der  Kraft  P  aus  dem  einen  Bleche  in 
das  andere  kommt  vielmehr  dadurch  zustande,  daß  der  Niet  die 
beiden  Bleche  so  stark  zusammenpreßt,  daß  die  hierbei  zwischen 
den  Blechen  entstehende  Eeibung  zur  Kraftübertragung  ausreicht. 
Ob  diese  Theorie  richtig  ist,  kann  zurzeit  noch  nicht  als  endgültig 
entschieden  angesehen  werden.  Vorläufig  arbeitet  man  wenig- 
stens bei  der  Berechnung  von  Eisenkonstruktionen  ausschließlich 
nach  den  obigen  Methoden. 

HL  Zuyeriägslge  Spannungen. 

Hinsichtlieh  der  zulässigen  Scherspannung  i  ist  bereits  gesagt, 
daß  man  sie  als  einen  Bruchteil  der  zulässigen  Spannung  Ic  nimmt, 
die  für  die  zu  verbindenden  Konstruktionsteile  gilt:    Also: 

<  =  m«  fc  , 
worin  der  Faktor 

m  —  0,8  ;     bzw.     0,9  ;     1,0 
gesetzt  wird. 
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DeB  etilftssigen  Leibnngsdrack  nimmt  man  im  allgemeinen  zu: 

Der  zulässige  Flächendruck  ist  gleich  dem  Doppelten  der  mdäs- 
eigen  Scherspannung, 

Werden  an  Stelle  der  Niete  gewöhnliche  Schrauben  verwendet, 
so  empfiehlt  es  sich,  die  obigen  Beanspruchungen  zu  ermäßigen, 
da  die  Schrauben  häufig  ungenau  anliegen. 

IV>  Wann  Ist  Abseheren  nnd  wann  Ist  Leibungsdraek  maßgebend  I 

Bei  der  Berechnung  von  Nietansohlüssen  muß  man  also  im 
allgemeinen  sowohl  die  größte  Scherbeanspruohung  als  auch  den 
größten  Leibungsdruck  ausrechnen  und  nachweisen,  daß  jeder  dieser 
Werte  die  betreffende  zulässige  Grenze  nicht  überschreitet.  Hierbei 
haben  wir  den  zulässigen  Leibnngsdruck  doppelt  so  hoch  genom- 
men wie  die  zulässige  Scherspannung,  p  »=  2  t.  Wir  wollen  jetzt 
untersuchen,  in  welchem  Verhältnis  die  Stärke  der  zu  verbinden- 
den Bleche,  zu  dem  Durchmesser  des  Nietes  stehen  muß,  damit 
die  Tragfähigkeit  der  Nietverbindung  mit  Bäcksicht  auf  Scher- 
beanspruchung gerade  gleich  ist  derjenigen  mit  Bücksicht  auf 
Leibungsdruck.     Für  eine  einschnittige  Verbindung  ist 

d^n 
(la)  mit  Bücksicht  auf  Abscheren:      N  =  — j-  •  t , 

(2a)  I,  „  „     Leibung  N  ^dd-p . 

Nehmen  wir  nun  fär  p  den  zulässigen  Wert  2  t  und  setzen 
die  beiden  Tragfähigkeiten  einander  gleich,  so  wird 

^'t  =  dd'2t,    ^  =  2dd, 
4  4 

d  -=  ^d  =  0,3927d  =  ~0,4«i. 

O 

Wenn  also  die  Blechstärke  d  gerade  gleich  dem  0,4 -fachen 
des  Nietdurchmessers  ist,  trägt  die  Nietverbindung  mit  Bücksicht 
auf  Abscheren  ebensoviel  wie  mit  Bücksicht  auf  Leibungsdruck. 
Daraus  folgt:  Ist  d  kleiner  als  0,4 d,  d.  h.,  wird  die  Berührungs- 
fläche zwischen  Niet  und  Blech  kleiner,  so  ist  die  Tragfähigkeit 
der  Nietverbindung  mit  Bücksicht  auf  Leibungsdruck  geringer 
geworden  (während  die  Tragfähigkeit  mit  Bücksicht  auf  Abscheren 
dieselbe  geblieben  ist);  diese  Nietverbindung  muß  also  hinsichtlich 
LeihungsdrucJc  untersucht   werden.     Umgekehrt,   ist  d  größer  als 
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Ofidj  so  könnte  die  Nietverbindung  mit  Eücksicht  auf  Flächen- 
dmck  mehr  aufnehmen,  als  die  Tragfähigkeit  für  Scherbeanspru- 
chung betr^;  dann  müssen  die  Niete  hinsichtlich  Seherspannung 
untersucht  werden.    In  Formeln: 

Einschnittige  j  d  <0,id:     Niete  auf  Leibungsdruck  berechnen, 
Verbindung   \  ^  >  0,4  d :         „       „    Abscheren  „ 

In  genau  entsprechender  Weise  kann  man  aus  den  Formeln 
(3a)  und  (4a)  für  eine  ztoeischnüUge  Verbindung  ableiten: 

Zweischnittige  f  ^  <  0,8  ä :      Niete  auf  Leibungsdruck  berechnen, 
Verbindung    \  d  >  0,8  d :  „       „    Abscheren  „ 

In  diesen  Formeln  ist  für  d  stets  die  kleinste  Leibungsstärke, 
die  bei  der  Verbindung  vorkommt,  einzusetzexi. 
Gewöhnlich  stellt  es  sich  heraus,  daß 

einschniUige  Niete  auf  Abscheren^ 
zweisehnütige      „       „     Leibungsdruck 

zu  rechnen  sind. 


Zusammenfassung« 

Bei  jeder  Nietverbindung  sind  zwei  Gesichtspunkte  maßgebend:  Ab- 
scheren und  Leibungsdruck.  Hinsichtlich  Abscheren  muß  man  beachten, 
ob  die  eventuelle  Zerstörung  der  betreffenden  Verbindung  in  einer  Flfiche 
oder  gleichzeitig  in  zwei  Flächen  stattfindet.  Hiemach  ist  die  Verbindung 
als  ein-  oder  zweischnittig  zu  beurteilen.  Hinsichtlich  Leibungsdruck  muß 
man  beachten,  welche  Leibungsst&rken  (Blechdicken)  zum  Anliegen  kommen 
und  die  kleinere  derselben  als  Wert  „d*'  in  die  Formeln  einführen. 

Im  einzelnen  ergab  sich: 

fP  df^st 

Scherspan.     I  =  -r^ —  ;  beziehungsw. :           Tragfähigkeit  N  —  -— r— I 

^  (falls  t  und  p  vor-                                          * 

^  geschrieben)                                         —  d .  a .  p 
Leibungsdr.  p  «s 


d-d 


Zwei- 
schnit-' 

tig. 


Scherspan,     t  =      ^,^  ;  TragfÄhigkeit  JIT  —  2  -^  t 


2 

4 
P 

Leibungsdr.  p  =  -j—^  (wobei  3  «  a.  resp.  -=  2<5, ;  Fig.  137) 


w^  d  •  S  •  p , 


Statt  p  und  f  nachzuweisen,  kann  man  nach  Absatz  lY  auch  direkt  ent- 
scheiden, ob  für  die  betrefifende  Nietverbindung  p  oder  t  maßgebend  sein 
wird  (vorausgesetzt,  daß  p  «»  2  X  <  zulässig  ist). 
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§77a. 
Beispiele  zu  §  77. 

Ente  Aufgabe* 

Ein  Flacheisen  60  •  8  trägt  eine  Last  P  ^  4000  kg  (Fig.  138  a)  und 
ist  mit  drei  Nieten  van  16  mm  0  an  ein  12  mm  starkes  Knotenblech 
angeschlossen.    Wie  groß  ist  die  Beanspruchung  der  Niete  f 

Die  y erbindang  ist  einscbnittig.  Die  kleinste  Leibungsstärke 
ist  die  des  Flacbeisens,  n&mlicb  0,8  cm.  Da  die  Kraft  P  dnrcb 
drei  JSTiete  aufgenommen  wird,  kommt  für  jeden  bei  der  Berech- 
nung der  Spannungen  t  und  p  nur  -r-P  in  Betracht.    Somit  wird 


^2jI 


/7.  £  60.S 


t 

(a) 


12  st 


..iL  90.90.» 


t 


1       P 

3 


Pm 20000  Ho 

(€) 

Fig.  138. 

4000  4000 


li 


L90.9O.9 


f^.P  26 


(d) 


71  ^       3  •  2.01 

4  4 

4000 


=  660  kg/qcm, 


V^ 


3  •  1,6 . 0,8 
Beide  Spannungen  sind  sehr  gering. 


1040  kg/qcm. 
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Zweite  Aufgabe» 
Ztoei  WinhOeiaen  90*90 -9  (Fig.l38b),  die  eine  Last  von  20000  Jcg 
tragen^  sind  durch  vier  Niete  von  23  mm  0  an  ein  12  mm  starhee  Knoten' 
bleeh  angeschlossen.    Wie  groß  ist  die  Beanspruchung  der  Niete? 

Die  Verbindang  ist  zweischnittig.  Die  kleinste  Leibungsst&rke 
ist  die  des  Knotenbleches,  nämlich  1,2  cm.  (Für  die  beiden  Winkel- 
eisen ist  die  Leibungsstärke  2  •  0,9  i—  1,8  cm.)  Für  jeden  der  vier 
Niete  ist  also  die  Spannung 

^       1    20000  20000         ^^.    , 

<  - T n"  4>2>415  ""  600kg/qcm, 

4 

^^^        ^1810kg/qcm. 


''      4 . 2,3  •  1,2 

Dritte  Aufgabe. 

Ein  Träger  I^.-P.  28  (Fig.  138  c)  der  eine  Last  von  13000  kg 
trägt j  ist  an  einem  Träger  J^.-P.  38  angewinJceit  (d.  h.  durch 
Winkeleisen  angeschlossen).  Die  Beanspruchungen  der  Anschluß- 
niete  bzw.  -schrauben  sind  zu  bestimmen!  (Fig.  138c,  Ansicht,  und 
Fig.  138  d,  Grundriß.) 

Die  Ton  den  Nieten  aufzunehmende  Kraft  besteht  in  dem 
Auflagerdruck  des  JN.-P.  28;  also 

.1=  4-13000  =  6500  kg. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Niete  im  JN.-P.  28.  Sie  sind  zwei- 
schnittig. Die  Leibnngsstärke  betr&gt  1,01  om  (Stärke  des  Steges  eines  i 
JN.-P.  28).    Folglich  wird  fär  diese  beiden  zweisohnittigen  Niete: 

,       1      6500         __-,    , 

i  -  -5- =  520  kg/qcm, 

2.2,0»v 

p-2  2;ö7i;öi-'^^^'^«/^"'"- 

Die  Niete  im  JN.-P.  38  sind  einschnittig.  Die  geringste 
Leibungsstärke  ist  für  diesen  Anschluß  0,9  cm  (St&rke  der  Anschluß- 
winkel).   Folglich  wird  für  jeden  der  vier  Niete  (Fig.  138  o  und  d): 

^      1    6500       _^,    , 

t  —  -r =  520  kg/qcm, 

'  2,0*f 

1     6500        _^,    , 

^-I2;ötö;9-^^ ''«/*'*''"• 

Ühtmgeaufgabe :  Ein  JN.-P.  30,  das  eine  Last  Ton  30000kg  trägt, 
ist  an  einem  JN.-P.  34  angewinkelt.  Der  Anschlol}  ist  zn  berechnen! 


—     426     — 

§78. 
Berechnung  der  Nietteilnngen. 

In  Fig.  139  ist  ein  J- Eisen  gezeichnet,  das  durch  eine  obere 
and  eine  untere  Lamelle  yerstärkt  ist.  Wir  wollen  uns  die  Auf- 
gabe stellen,  an  diesem  einfachen  Beispiele  die  Beanspruchung 
der  Lamellen -Anschlußniete  zu  bestimmen. 

L  AUgemelnes  über  die  Wirkungsweise  der  Ntete. 

Die  Aufgabe,  die  die  Niete  zu  erfüllen  haben,  erkennt  man  am 
besten,  wenn  man  die  Konstruktion  im  durchgebogenen  Zustande 
zeichnet.  In  Fig.  139  b  ist  hierbei  angenommen,  daß  die  drei  Teile 
(die  beiden  Lamellen  und  der  X- Träger)  ohne  Zusammenhang  seien; 
während  in  Fig.  139  c  die  einzelnen  Teile  durch  die  Niete  zu  einem 
zusammenhängenden  Körper  verbunden  sind.  Im  ersten  Falle 
haben  wir  drei  Toneinander  unabhängige  Teile.  Jeder  derselben 
biegt  sich  als  ein  selbständiger  Körper  durch.  Er  erleidet  also 
in  der  oberen  Schicht  eine  Verkürzung,  in  der  unteren  eine  Ver- 
längerung. An  der  Stelle,  wo  sich  die  obere  (zusammengedrückte) 
Schicht  des  J- Eisens  und  die  untere  (gedehnte)  Schicht  der  oberen 
Lamelle  berühren,  muß  also  eine  gegenseitige  Verschiebung  von 
Lamelle  und  Träger  eintreten.  Ebenso  findet  auf  der  unteren 
Seite  eine  Verschiebung  der  ursprünglich  aufeinander  passenden 
Berührungsflächen  statt;  jetzt  aber  in  dem  Sinne,  daß  die  untere 
Schicht  des  J- Eisens  sich  ausdehnt,  während  die  obere  Schicht 
der  Lamelle  sich  verkürzt.  Dieselbe  Formänderung  kann  man 
übrigens  bei  jedem  Bretterstapel  beobachten,  der  sich  durchbiegt. 
Hier  hat  sich  die  Unterfläche  eines  jeden  Brettes  verschoben 
gegenüber  der  oberen  Fläche  des  darunterliegenden  Brettes,  so 
daß  die  ursprünglich  ebene  Stirnfläche  des  Stapels  infolge  der 
Durchbiegung  des  Stapels  eine  treppenförmige  Gestalt  annimmt. 

Nun  erkennt  man  auch  die  Aufgabe  der  Niete.  Sie  besteht 
darin,  die  einzelnen  Teile  so  zu  einem  Ganzen  zu  verbinden,  daß 
Tceine  gegenseitige  Horizontalverschiebung  zweier  aufeinander  liegender 
Schichten  eintreten  hann.  Die  Ausnutzung  des  Materials  ist  hierbei 
natürlich  viel  günstiger.  Denn  wenn  im  vorliegenden  Beispiel  die 
Lamellen  nicht  mit  dem  Träger  verbunden  sind,  so  biegen  sie 
sich  durch,  ohne  einen  nennenswerten  Teil  der  Lasten  aufzu- 
nehmen, so  daß  das  X- Eisen  fast  allein  die  gesamte  Belastung 
zu  tragen  hat.     Sind  dagegen  die  einzelnen  Teile  miteinander  ver- 
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banden  y  so  muß  die  obere  Lamelle  die  Verkürzung  des  oberen 
Flansches  vom  X- Eisen  mitmachen;  sie  wird  also  in  ihrem  ganzen 
Qnerschnitte  auf  Druck  beansprucht  und  nimmt  somit  dem  X-Eisen 
einen  Teil  der  Druckspannungen  ab.  In  entsprechender  Weise 
wird  durch  die  Nietung  die  untere  Lamelle  zur  Aufnahme  der 
Zugspannungen  herangezogen,  so  daß  die  Tragfähigkeit  der  ganzen 
Konstruktion  bedeutend  vergrößert  wird. 

DL  Ble  auf  die  Seltenflfichen  eines  Lamellenstüokes  wirkenden 

Horizontalkrätte. 

Die  Aufgabe  der  Niete  in  Fig.  139  a  besteht  also  darin,  eine 
Verschiebung  der  Lamellen  gegen  den  J- Träger  nach  Art  von 
Fig.  139  b  zu  verhindern.     Um  nun  die  Beanspruchung  der  Niete 

! 

T  T       f}^     q^     /]{  Y^ 


i  S  ^  £  £  £J^ 


Fig.  139. 

festzustellen,  wollen  wir  zunächst  die  im  Innern  wirkenden  Kräfte 
aufsuchen,  die,  falls  keine  Niete  vorhanden  wären,  eine  Verschiebung 
der  Lamelle  hervorrufen  würden. 

In  Fig.  140a  ist  ein  Stück  des  Trägers  Fig.  139a  in  etwas 
größerem  Maßstabe  dargestellt.  Wir  wollen  ein  Lamellenstück  ococßß 
(Fig.  140a)  betrachten,  dessen  Länge  /ix  sei  und  dessen  Breite  h 
ist.  In  Fig.  140  c  und  d  ist  dieses  Lamellenstück  noch  einmal  in 
Ansicht  und  Perspektive  dargestellt.  Wie  groß  sind  nun  zunächst 
die  Normalkräfte,  die  auf  die  linke  Seitenfläche  (xococ'oc'  dieses 
Lamcl]enstü.ckes  (Fig.  140d)  wirkenf 

Zur  Berechnung  dieser  inneren  Kräfte  sei  die  Seitenfläche  oc  x  odoi 
in  eine  Anzahl  horizontaler  Streifen  zerlegt.  In  Fig.  140d  und  b 
sind  der  Deutlichkeit  wegen  nur  drei  angedeutet.  Aus  der  Bie- 
guDgslehre  ist  bereits  bekannt,  daß  rechtwinklig  zu  der  Seiten- 
fläche (xx(x'(k'  auf  deren  einzelne  Schichten  pro  Quadratzentimeter 
folgende  inneren  Kräfte  wirken: 
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auf  den  Streifen  fi  die  Spannung    o^  -• j-'Vn 


»>        n 


» 


/•, 


2     iy 


» 


M 

j,  =1  —  — .  y,     UBW, 


Hierin  ist  M  die  Momentensumme  des  Balkens  in  bezug  auf  den 
Schwerpunkt  8  (Fig.  140  a,  Schnitt  ä— «);  J  ist  das  Trägheits- 
moment des  Gesamtquerschnittes  (£•  Eisen  mit  Lamellen)  und 
Vi  j  y%  ^^*  ^^^  ^^  Abstände  der  betrachteten  Schichten  f^  j  f^  usw. 
von  der  Nulllnie  des  Querschnittes.  (Da  die  Spannung  sich  Ton 
Punkt  zu  Punkt  ändert,  müssen  zur  genauen  Bestimmung  die 
Schichten  bekanntlich  unendlich  dünn  genommen  werden.  Die 
drei  eingezeichneten  Schichten  sollen  nur  als  Anhalt  für  die  Bech- 
nung  dienen.) 


-^^^v>s. a^ 


Fig.  140. 

Multiplizieren  wir  nun  die  Spannungen  o^ ,  a^  usw.  (Kräfte  pro 
Quadratzentimeter)  mit  den  Inhalten  der  zugehörigen  Streifen 
fiy  f%  iis^'j  80  erhalten  wir  die  gesamten  inneren  Kormalkräfte,  die 
auf  die  einzelnen  Streifen  wirken.     Es  wirkt  also. 


auf  den  Streifen  f^  die  Normalkraft 


>f 


» 


>» 


f: 


2       »> 


» 


u 


M 


y^  •  f^     usw. 


Die  Vorzeichen  sind  jetzt  nicht  mehr  hinzugeschrieben;  dafür  sind 
die  Kräfte  so,  wie  sie  auf  die  Flächen  wirken  (also  als  Druck- 
kräfte, da  das  betrachtete  Lamellenstück  oberhalb  der  Nullinie 
liegt)  in  Fig.  140c  und  d  eingezeichnet.  Da  diese  Kormalkräfte 
sich  innerhalb  eines  jeden  Streifens  gleichmäßig  in  der  Breite  h 
verteilen,  wurden  sie  auf  der  Symmetrieachse  y — y  der  Streifen 
aufgetragen.     Addieren   wir  nun  diese  Kräfte  a^  •  /"^ ,  a^  •  f^  usw., 
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80  ergibt  sich  die  Summe  aller  anf  die  Seitenfläche  wirkenden 
Normalkräfte.  Die  Summe  aUer  rechiwinJclig  auf  die  Seitenfläche 
axoi'a'  des  betrachteten  LameüenstücJces  wirkenden  inneren  Kräfte 
ist  also: 

R  =  -j-Vi  •  fi  +  -j-Vt  •  fa  +  .  •  •  t 
M 

(I)  Ä  =  -;^(/*i-yi  +  /"2-y«+-). 

Nun  gehen  wir  zu  der  rechten  Seitenfläche  and  untersuchen, 
welche  Kräfte  hier  einwirken.  In  dem  oberen  Streifen  herrscht 
die  Spannung 

^' 

Ol  —  -ys^i  5 

worin  Jf '  das  Moment  in  bezug  auf  Schwerpunkt  S'  (Schnitt  ß — ß) 
bedeutet,  während  J  und  y  denselben  Wert  haben  wie  vorhin. 
Entsprechend   wirken   auf  die  anderen   Streifen  die  Spannungen 

aa  =  —  -j-  •  yg  ;     usw. 

Multiplizieren  wir  nun  wieder  diese  auf  die  Flächeneinheit  ein- 
wirkenden Kräfte  mit  den  Flächeninhalten  und  addieren  die  Pro- 
dukte, so  bekommen  wir  die  Summe  aller  inneren  Kräfte^  die  auf 
die  rechte  Seitenfläche  ausgeübt  werden: 

(II)  R'^^{fryi  +  f,'y,  +  .^'). 

(Die  Flächeninhalte  fu  ft,  fs  sind  dieselben  wie  auf  der  linken 
Seite.) 

Der  Klammerausdruck  (/*i  •  ^i  +  A  •  ys  +  •  •  •)  stellt  die  Summe 
der  statischen  Momente  der  Flächenstreifen  fi ,  f^  usw.  in  bezug 
auf  die  Nullinie  des  Oesamtquerschnittes  dar.  Nach  §  47  (Zusatz) 
können  wir  hierfür  das  statische  Moment  der  Gesamtfläche 
{fi  +  f%  +  >  •  )  in  bezug  auf  die  Nullinie  nehmen.  Statt  also  die 
Produkte  fi^yu  f%* Vt  usw.  einzeln  auszurechnen  und  dann  zu 
addieren,  werden  wir  einfach  die  Querschnittsfläche  F  der  ganzen 
Lamelle  mit  dem  Abstände  y^  ihres  Schwerpunktes  multiplizieren 
(Fig.  140  b).  Mit  dieser  Vereinfachung  lauten  dann  unsere  Aus- 
drücke: 

(la)  Ji  =  ^Fy,  =  M~, 

(IIa)  B'^^'F.yo^M'jr, 
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wobei  zur  Abkürzung  das  statische  Moment  ^-^o  ^^  Lamellen- 
fläche in  bezug  auf  die  Nnllinie  mit  ,jS^^  bezeichnet  wurde.  So- 
mit haben  wir  die  rechtwinklig  zu  den  Seitenflächen  (xtxoc'a^  und 
ßßß'ß'  des  betrachteten  Lamellenstückes  wirkenden  inneren  Kräfte  B 
und  E'  durch  zwei  sehr  einfache  Formeln  bestimmt. 

nL  Die  horizontale  Yerschiebungskraft  des  LameUenstückes« 

Fun  wollen  wir  den  Unterschied  der  beiden  Horizontalkräfte  B 
und  B'  von  Fig.  140a  bilden.  Er  werde  AB  genannt  und  ergibt 
sich  aus  den  Formeln  (la)  und  (IIa): 

j  Ä = E '  -  Ä = jf ' .  4- -  ^  •  4- > 

(HI)  AB^{M'-M)^. 

Diese  Kraft  AB  stellt  also  den  Überschuß  der  auf  die  eine  Seite 
wirkenden  Horizontalkräfte  gegenüber  der  Summe  der  auf  die 
andere  Seitenfläche  wirkenden  Kräfte  dar.  Ist  M'  größer  als  M , 
so  ist  B'  größer  als  E;  dann  wirkt  also  der  tTberschuß  AB  nach 
links.  Ist  M'  kleiner  als  Jf ,  so  wirkt  AB  nach  rechts.  (Bei  der 
unteren  Lamelle  sind  die  Eichtungen  umgekehrt,  da  hier  die 
Kräfte  B  und  B'  als  Zug  auf  das  Lamellenstück  wirken.)  Da 
die  Differenz  der  Momentensummen  zweier  aufeinander  folgenden 
Querschnitte  stets  gleich  der  Kraftsumme  an  der  betreffenden 
Stelle,  multipliziert  mit  der  Entfernung  der  beiden  Querschnitte, 
ist  (§  57,  I),  so  können  wir  die  obige  Formel  auch  schreiben 
(Fig.  140  a): 

(raa)  äIi^QAX'4" 

Hierin  ist  also  Q  die  Kraftsumme  des  Balkens  für  die  Stelle  des 
betrachteten  Lamellenstückes.  Ist  an  der  betreffenden  Stelle  die 
Querkraft  Q  positiv,  so  bedeutet  dieses,  daß  auch  M'  —  M  positiv 
ist,  und  in  diesem  Falle  wirkt,  wie  bereits  gesagt  ist,  die  Kraft  AB 
nach  links.  Ist  aber  Q  negativ,  so  wirkt  auf  das  betreffende 
Lamellenstück  die  Kraft  AB  nach  rechts. 

Sobald  also  der  Träger  Fig.  139  a  Belastung  bekommt  und 
hierdurch  in  Spannung  versetzt  wird,  wirkt  im  durchgebogenen 
(gespannten)  Zustande  des  Trägers  auf  jedes  Lamellenstück  Ax 
eine  derartige  Kraft  AB.  Nach  den  Lehren  der  Mechanik  könnten 
also  die  einzelnen  Lamellenstücke  gar  nicht  im  Euhezustand  sein, 
da  die  Wirkung  einer  an  einem  Körper  vorhandenen  Kraft  stets 


—     431     — 

eine  Inbewegnngsetöung  des  betreffenden  Körpers  ist.  Wie  kommt 
es  nun,  daß  trotzdem,  sobald  sich  der  Balken  genügend  durch- 
gebogen hat,  jeder  Teil  desselben,  und  also  auch  die  Lamelle,  eine 
bestimmte  Lage  als  dauernde  Euhelage  für  den  gespannten  Zu- 
stand beibehält  t 

IT«  Die  auf  die  Niete  entfallenden  Kräfte. 

Dieses  kommt  daher,  weil  die  einzelnen  Lamellenstüoke  durch 
die  Niete  mit  dem  anderen  Teile  des  Balkens  verbunden  sind. 
Würde  man  plötzlich  diese  Verbindung  lösen,  so  würden  in  dem- 
selben Augenblicke  auch  die  Kräfte  JB  ihre  Wirkung  zeigen:  Der 
Unke  Teil  der  Lamelle  würde  nach  links  (Fig.  139  b),  der  rechte 
nach  rechts  schnellen.  Jetzt  aber  wirken  die  Niete  wie  Dorne, 
die  durch  die  Lamelle  hindurchgesteckt  sind  und  eine  Bewegung 
verhindern. 

Durch  diese  Überlegung  ist  auch  sofort  die  von  Nieten  auf- 
zunehmende Kraft  bestimmt:  Die  Länge  einer  Nietteilung  (Ent- 
fernung von  einem  Niet  bis  zum  nächsten)  sei  e  (Fig.  139  a).  Dann 
entfällt  auf  die  einzelnen  Niete  je  ein  Lamellenstück  von  Mitte 
Nietteilung  auf  der  einen  Seite  des  Nietes  bis  zur  Mitte  Niet- 
teilung auf  der  anderen  Seite;  also  ebenfalls  von  der  Länge  e. 
Ein  solches  Lamellenstück  muß  von  dem  Niet  angeschlossen  werden. 
Die  hierzu  gehörige  Yerschiebungskraft  ist  nach  Formel  (III  a): 

und  dieser  Kraft  muß  also  von  dem  Niete  das  Oleichgewicht  ge- 
halten werden. 

Häufig  sitzen  in  einem  Lamellenschnitte  mehrere  Niete  in 
einer  Querreihe  nebeneinander.  Bei  Fig.  139a  zum  Beispiel  wird 
man  in  jeder  Lamelle  im  allgemeinen  die  Niete  paarweise  setzen 
(je  einen  Niet  auf  jeder  Seite  des  Trägersteges).  In  solchen  Fällen 
verteilt  sich  dann  die  aufzunehmende  Kraft  AB  auf  so  viel  Niete, 
wie  innerhalb  einer  Nietteilung  die  Lamelle  anschließen.  Ist  die 
Anzahl  dieser  Niete  n  (gewöhnlich  n  »  1  oder  »  2),  so  lautet  also 
die  Formel  für  die  pro  Niet  aufzunehmende  Kraft: 


(IV) 


n    ^        J 


In  Worten:  Bit  auf  einen  Niet  entfallende  Kraft  P  ist  gleich  der 
Querkraft  Q  an  der  betreffenden  Stelle  de^  Balkens,  multipliziert  mit 
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der  NieUetlung  e,  multipliziert  mit  dem  statischen  Moment  des  an- 
zuschließenden Teiles  in  hezug  auf  die  NuUinie  des  Qesamtquer- 
Schnittes^  dividiert  durch  das  Trägheitsmoment  des  Gesamtquersehnittes 
und  dividiert  durch  die  Anzahl  der  Niete,  die  in  ein  und  demselben 
Schnitte  den  Anschluß  des  betreffenden  Quersehnittsteiles  bewirken. 

Die  Formel  (lY)  gilt  natürlich  nicht  nur  für  den  einfachen 
Fall  Fig.  139  a,  sondern  immer  dann,  wenn  ein  Träger  aus  mehreren, 
in  Bichtung  der  Längsachse  verlaufenden  Teilen  besteht,  die  durch 
die  betreffenden  Niete  zu  einem  Ganzen  verbunden  werden  sollen. 

Das  statische  Moment  8  ist  stets  von  einem  der  beiden  Teile 
zu  bilden,  in  die  der  Träger  durch  die  betreffende  Längsfuge  zer- 
legt wird.  Es  ist  gleichgültig,  welchen  der  beiden  Teile  man  nimmt, 
da  ihre  statischen  Momente  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheiden. (Zusammen  geben  sie  ja  für  die  NuUinie  das  Moment 
Null.)  Natürlich  wird  man  stets  den  einfacheren  Querschnittsteil 
wählen. 

Das  Trägheitsmoment  «7  ist  —  wie  bereits  gesagt  —  von  dem 
gesamten  Querschnitt  und  selbstverständlich  für  dessen  Nullinie 
zu  bilden.  Sowohl  bei  der  Berechnung  von  J  als  auch  von  8  sind 
die  Querschnittsflächen  ohne  Nietabzug  zu  nehmen !  Denn  die  End- 
flächen des  zu  einem  Niete  gehörigen  Lamellenstückes  liegen  in 
den  Mitten  der  Nietteilungen,  also  da,  wo  keine  Nietlöcher  sitzen, 
und  von  den  in  diesen  Endflächen  auftretenden  Spannungen  ist 
bei  der  Ableitung  der  Formel  ausgegangen.  Es  ist  also  nicht  nur 
bequem,  sondern  auch  durchaus  berechtigt,  wenn  die  Schwächung 
der  einzelnen  Querschnittsteile  durch  Nietlöcher  bei  Anwendung 
der  obigen  Formel  nicht  berücksichtigt  wird. 

Für  die  Querkraft  Q  ist  natürlich  der  größte  (positive  oder 
negative)  Wert  einzusetzen,  der  an  der  betreffenden  Stelle  für  Q 
entstehen  kann.  Bei  beweglicher  Belastung  ist  also  zunächst  die 
für  den  Querschnitt  gefährliche  Laststellung  aufzusuchen  und  dann 
die  größte  Eraftsumme  der  betrachteten  Stelle  zu  ermitteln  (11.  und 
12.  Vortrag).  Beim  Träger  zwischen  zwei  Stützen  entsteht  die 
größte  Querkraft  stets  in  dem  unmittelbar  am  Auflager  gelegenen 
Querschnitte  (s.  10.  und  11.  Vortrag);  die  Querschnitte  nach  der 
Mitte  zu  haben  geringere  Kraftsummen.  Wenn  also  S  und  J  un- 
veränderlich sind  (Träger  mit  auf  die  ganze  Länge  durchgeführten 
Lamellen),  sind  die  Niete  am  Auflager  am  meisten  beansprucht. 
Nach  der  Mitte  zu  können  die  Niete  schwächer  genommen  oder 
in  größerem  Abstände  voneinander  gesetzt  werden  (s.  auch  die 
folgenden  Beispiele). 
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Die  Nietteilnng  e  wird  in  Richtung  der  Längsachse  des  Balkens 
gemessen,  von  einem  Niet  zum  nächstfolgenden.  Bei  Zickzack- 
förmiger  Anordnung  der  Niete  ist  also  nicht  der  eigentliche,  schräge 
Abstand  zweier  Niete,  sondern  die  Projektion  dieses  Abstandes  auf 
die  Längsachse  des  Trägers  als  Teilung  e  einzusetzen. 

Die  Anzahl  n  findet  man  dadurch,  daß  man  an  der  Stelle, 
wo  die  Niete  sitzen,  durch  den  anzuschließenden  Qaerschnittsteil 
einen  Querschnitt  legt  und  dann  nachsieht,  wieviel  Niete  den  An- 
schluß bewirken. 

Sobald  die  von  den  einzelnen  Nieten  aufzunehmende  Kraft  P 
bekannt  ist,  lassen  sich  nach  den  Lehren  des  vorigen  Paragraphen 
die  auftretende  Scherspannung  t  und  der  Leibungsdruck  p  be- 
stimmen. Hiermit  ist  dann  die  Untersuchung  der  betreffenden 
Nietverbindung  erledigt. 

y.  Berechnung  der  Nletiellung  e  bei  gegebener  Tragfähigkeit  if  • 

umgekehrt  läßt  sich  aus  der  Formel  (IV)  die  zulässige  Niet- 
teilung e  berechnen,  sobald  die  Tragfähigkeit  N  eines  Nietes  ge- 
geben ist.    Durch  Umstellung  der  Formel  (IV)  finden  wir  sofort: 


(V) 


Die  Tragfähigkeit  N  eines  Nietes  siehe  aus  den  Formeln  (1  a)  und  (2  a), 
bzw.  (3  a)  und  (4  a)  der  vorigen  Paragraphen.  Natürlich  ist  von  den 
beiden,  mit  Eücksicht  auf  Scherung  und  auf  Leibung  sich  ergeben- 
den Werten  von  N  der  Tcleinere  in  die  obige  Formel  einzuführen. 

YL  Spannungen  bei  angesehwelOten  vu  dgL  Teilen« 

Wäre  in  Fig.  140  die  Lamelle  nicht  durch  Niete,  sondern 
durch  Walzen,  Schweißeisen  usw.  mit  dem  X- Eisen  verbunden,  so 
müßte  natürlich  trotzdem  die  Kraft  AR  irgendwie  aufgenommen 
werden.  In  diesem  Falle  würden  in  der  horizontalen  Schnitt- 
fläche oc — ß  (Fig.  140a)  Spannungen  entstehen,  die  zusammen 
eine  resultierende  Kraft  T„  gleich  AR  liefern.  Aus  dieser  Über- 
legung erkennt  man,  daß  bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten 
Balken  auch  in  horizontal  gelegten  Schnitten  innere  Kräfte  wirken. 
Sie  brauchen  im  allgemeinen  nicht  weiter  untersucht  zu  werden; 
es  sollte  nur  an  dieser  Stelle  kurz  darauf  hingewiesen  werden. 


Fischer.    Statilc.  28 
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§78a. 
Beispiele  zu  §  78. 

Erste  Aufgabe, 

Ein  J^' Träger  N.P.  30  mußte  durch  eine  obere  und  eine  untere 
Lamelle  von  je  160  •  12  versiärJct  werden  (vgl.  Fig.  139a).  Die  Spann- 
weite ist  300  cm;  die  Belastung  ist  gleichförmig  verteilt  utul  beträgt 
2S000  kg.  Die  Niete  haben  16  mm  0  und  sitzen  paarweise  in  einem 
Absta/nd  von  e=^10cm.  Die  Beanspruchung  der  Niete  ist  zu  he- 
rechnen  I 

Es  ist  gleichgültig,  ob  wir  die  obere  oder  die  untere  Nietreihe 
untersuchen.  Der  anzuschließende  Querschnittsteil  ist  ein  Bechteck 

mit  der  Fläche 

F  =  16,0  •  1,2  =-  19,2  qcm. 

Je  zwei  Niete  bewirken  in  einem  Querschnitte  den  Anschluß  einer 
Lamelle.  Die  auf  einen  Niet  entfallende  Kraft  ist  also  nach 
Formel  (IV): 

8,  das  statische  Moment  des  anzuschließenden  Teiles,  ist  (man 
zeichne  den  Querschnitt  des  Trägers  auf!): 

S^F'  15,6  -  19,2  .  15,6  =  300 cm» . 
Das  Trägheitsmoment  J  der  ganzen  Quersohnittsfläche  ist: 

j  =  9785  +  2  •  19,2  •  16,6« 
=  9785  +  2 .  300  •  15,6  =  19145  cm*. 

(Das  Trägheitsmoment  der  Lamellen  in  bezug  auf  ihre  eigener 
Schwerachsen  ist  vernachlässigt  worden.) 

Die  Querkraft  Q  ist  am  größten  unmittelbar  am  Auflager. 
Für  diese  Stelle  ist: 

Q  =  A  =  -^28000  -  14000  kg. 

Der  erste  Niet  muß  also  eine  Kraft  aufnehmen: 

•n      1    i^AAAi      iA/\  300  cm» 

P  «  77  •  14000  kg  •  10,0  cm 


2    °        '  19145  cm* 

«  1100  kg. 

Da  der  Niet  einschnittig  ist,  entstehen  hieraus  die  Beanspruchungen 
(Leibungsstärke  1,2  cm): 
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ScberspanDung  t  -= —  550  kg/qcm, 

Leibungsdrux5k  p  =«  ^  o  i  n  ="  ^70  kg/qcm. 

Beide  Beaiisprnchungen  sind  sehr  gering.  (Da  d  größer  als  0,4  d 
war,  brauchte  der  Leibungsdruck  p  gar  nicht  ausgerechnet  zu  wer- 
den; denn  er  konnte  auf  keinen  Fall  größer  als  das  Doppelte  von  i 
werden.) 

Für  einen  Querschnitt  weiter  vom  Auflager  ergeben  sich  noch 
niedrigere  Beanspruchungen  der  Niete,  da  die  Querkraft  Q  nach 
der  Mitte  des  Balkens  abnimmt,.  Aus  praktischen  Gründen  wird 
man  aber  trotzdem  die  Niete  nicht  weiter  stellen,  da  bei  einer  zu 
großen  Nietteilung  die  einzelnen  Teile  nicht  mehr  genau  aufeinander 
aufliegen.  Bekanntlich  nimmt  man  die  größte  Nietteilung  höchstens 
gleich  dem  6-  bis  7 -fachen  des  Nietdurchmessers.  (Bei  bloßen 
Heftnieten  natürlich  beliebig  mehr.) 

Übungsaufgabe:  Bestimme  für  die  vorige  Aufgabe  die  Nieo- 
beanspruchung  in  ^4  der  Spannweite! 


Zweite  Aufgabe. 

Der  Ohergurt  eines  Kranträgers  (Fig.  141a  und  b)  besteht  aus 
2LN.'P.  22  und  einer  Kra/nschiene  Bote  Erde  Nr.  2.  Die  Spann- 
weite des  Ourtstdbes  —  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  gerechnet  — 
beträgt  1,60  m.  Die  Belastung  besteht  aus  zwei  B<idlasten  von  je 
6000  leg  im  Abstände  von  1,20  m  voneinander.  Die  Bea/nspruchung 
der  Anschlußniete  der  Kranschiene  ist  zu  berechnen! 

Die  Lage  der  Nullinie  und  das  Trägheitsmoment  dieses 
Querschnittes  sind  bereits  in  §  54,  4.  Aufgabe,  bestimmt.  Es 
ergaben  sich: 

z  =  8,84  cm  ;    J  =  10517  cm*. 

(z  ist  der  Abstand  der  Nullinie  von  der  Schwerachse  der  Schiene ) 
Der  Flächeninhalt  der  Schiene  ist 

F  =  41,01  qcm  j 
folglich  wird  das  statische  Moment 

8  =  41,01 .  8,84 
=  363  cm». 

28* 
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Die  größte  Querkraft  entsteht  in  dem  Querschnitte  am  Auflager. 
Die  für  diesen  Querschnitt  gefährliche  Laststellung  der  beweglichen 
Bdastung  ist  in  Fig.  141a  gezeichnet.    Es  ergibt  sich 


Q'^Ä"  6000  +  6000 


40 


160 


«^(^  +  ^) 


=  7500  kg. 
{Die  erste  Last  steht  unendlich  nahe  yor  dem  Auflager.) 
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Der  Anschluß  geschehe  durch  Niete  (bzw.  Schrauben)  von 
16  mm  0,  die  paarweise  im  Abstände  0  «=  11,0  cm  stehen.  Somit 
wird  die  Kraft  pro  Niet: 
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P-i-.  7500- 11.0    ^^^ 


•2  10517 

•^  1420  kg. 

Scherspannnog    t  — =710  kg/qom. 

1,6. -i 

Der  größte  Leibungsdrack  braucht  nicht  ausgerechnet  zu  werden, 
da  die  kleinste  Leibungsstärke  größer  als  0,4 -d  ist.  Es  kann 
also  p  nicht  die  zulässige  Größe  Ton  2»t  erreichen. 

Übungsaufgabe:  Bestimme  die  Nietbeanspruchung  an  einer 
Stelle  0,40  m  vom  Auflager! 

Hier  ist  die  größte  Querkraft  (Fig.  141c): 

^       6000-120       ,.^- 
Q 160 ^^^^«- 


Dritte  Aufgabe« 

Ein  Nietträger,  bestehend  aus  einem  Stehblech  600*10,  vier 
Ourtwinkeln  100-100-12  und  zwei  Lamellen  240 -14^  ist  nach 
Fig.  142  a  belastet.  Die  Niete  haben  20  mm  0 ,  800  Jcgjqcm  zulässige 
Seherspannung  und  1600  zulässigen  Leibungsdruck.  Die  Nietteilungen 
sind  zu  bestimmen! 

Die    aUgemeine    Formel    zur  Berechnung    der  Nietteilungen 

lautet  [Formel  (V)]: 

N     J 

Betrachten  wir  zunächst  die  Niete,  die  durch  die  Lamelle 
und  die  horizontalen  Winkelschenkel  gehen  (Fig  142  c).  Der  von 
diesen  Nieten  anzuschließende  Querschnittsteil  ist  die  Lamelle. 
Je  zwei  Niete  sind  in  einem  Schnitte  zum  Anschluß  wirksam. 
Für  die  Anzahl  n  in  der  obigen  Formel  ist  also  einzusetzen: 

n  =  2. 

Die  Tragfähigkeit  N  eines  dieser  einschnittigen  Niete  ist; 

N  =  2,0«^  •  800  =  2510  kg. 

(Die  Tragfähigkeit  auf  Leibungsdruck  würde  mehr  ergeben,  da 

die  kleinste  Leibungsstärke,  1,2  cm,  größer  als  0,4  d  ist.) 

Das  statische  Moment  des  anzuschließenden  Querschnittsteiles 

ist  (Fig.  142  c): 

8  -  24,0  •  1,4 .  30,7  =  1032  cm». 


—    438    — 

Das  Trä|;heit8momeDt  des  ganzen  Querschnittes  ist  (Fig.  142  b): 

J^  1-1,0 .  60»  +  4(207  +  22,7  •  27,1«)  +  2  •  24,0  •  1,4  •  30,7* 

=  18000  +  67510  +  63340 
«148850  cm*. 

(Die  Trägheitsmomente  der  Lamellen  für  ihre  eigenen  Schwerachsen 
sind  vernachlässigt.) 

Betrachten  wir  nun  die  Niete  im  Felde  0 — i,  so  ist  für  diese 
die  Kraftsumme  Q  (Fig.  142  a): 

Q  -  40250  -  11600  =  28750  kg. 

Wir  erhalten  also  für  diese  Niete  die  zulässige  Nietteilung 

2510  kg      148860  cm* 
*■*       28750  kg'     1032  cm« 
«=  25  cm. 

Aus  praktischen  Gründen  muß  diese  Nietteilung  natürlich  kleiner 
gemacht  werden. 

Nun  wollen  wir  die  Niete  untersuchen,  die  durch  die  vertikalen 
Winkelschenkel  und  das  Stehblech  gehen  (Fig.  142  d).  Die  Längs- 
fuge, die  durch  diese  Niete  überbrückt  werdeü  soll,  sieht  in  der 
Qnerschnittsfläche  (I-förmig  aus.  Auf  der  einen  Seite  dieser  Fuge 
befindet  sich  die  gesamte  Qurtung,  bestehend  aus  den  beiden 
Winkeleisen  und  der  Lamelle  (diese  drei  Teile  sind  durch  die 
vorhin  untersuchten  Niete  bereits  zu  einem  Ganzen  verbunden); 
auf  der  anderen  Seite  der  Fuge  ist  der  übrige  Querschnitt. 

Für  diese  Niete  ist  (Fig.  142  a  und  d): 

n«l. 

N=^2fi'  1,0  •  1600  =  3200  kg. 

(Leibungsdruck  ist  für  den  zweischnittigen  Niet  maßgebend.) 

Das  statische  Moment  des  anzuschließenden  Teiles  ist  jetzt: 

8  =  24,0  -1,4.  30,7  +  2  •  22,7  •  27,1 
=  1032  +  1230 
=  2262  cm». 

(Der  erste  Teil  rührt  von  der  Lamelle,  der  zweite  von  den  beiden 
Winkeln  her.) 

Das  Trägheitsmoment  und  die  Querkraft  sind  wie  vorhin: 

J  =  148860  cm*, 
Q-=  28750  kg. 
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Somit  wird  für  diese  Niete  die  zulässige  Nietteilung: 

,      3200      148850 


28750 
—  7,3  cm. 


2262 


Man  sieht,  daß  die  horizontalen  Niete  eine  sehr  enge  Niet- 
teilung verlangen,  während  die  vertikal  stehenden  Niete  in  viel 
größerem  Abstände  gesetzt  werden  könnten.    Dieses  ist  ja  auch 
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Fig.  142. 


Cd) 


ganz  natürlich,  da  die  ersteren  eine  viel  größere  Querschnittsfläche 
anzuschließen  haben.  Bei  solchen  Unterschieden  in  den  Niet- 
teilungen empfiehlt  es  sich,  die  horizontalen  Niete  mit  größerem 
Durchmesser  —  in  vorliegendem  Falle  z.  B.  23  0  —  auszuführen. 
Setzt  man,  wie  gewöhnlich,  die  oberen  Niete  mit  derselben  Teilung 
wie  die  unteren,  so  braucht  man  die  ersteren  im  allgemeinen  gar 
nicht  zu  untersuchen,  da  sie  dann  stets  dicht  genug  stehen. 

Übungsaufgabe:    Ermittle  in  Fig.  142  a  die  Nietteilungen  in 
den  Feldern  1—2  und  2—31 
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Zusati:  Da8  Verhältnis  J:  ^9  ist  bei  Blechtr&gem  ungef&hr  gleich  dem 
Abstände  der  beiden  horizontalen  Nietreihen,  bzw.  gleich  der  Stehblechhöhe. 
(In  unserem  Beispiele  ist  J:/S  »  148850:2262  »66  »»  c^  54,2  =  cv)  60,0.) 
Wenn  man  schnell  die  Nietteilung  überschlagen  will,  kann  man  also  an 
Stelle  von  J:8  einfach  den  obigen  Abstand,  bzw.  die  Stehblechhöhe  ver^ 
wenden.    (Vgl.  §  81  a,  Absatz  V.) 


§79. 
Bestimmimg  der  Lamellenläiigen  und  Trägerquersehnitte. 

L  Die  theoretlsehen  Lamellenlängeii« 

Bekanntlich  sind  bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Träger 
die  Momentensummen  der  einzelnen  Stellen  und  also  auch  deren 
erforderliche  Widerstandsmomente  sehr  voneinander  verschieden« 
Bei  einem  genieteten  Träger  bat  man  es  nun  in  der  Hand,  durch 
allmähliche  Hinzufügung  von  Lamellen  die  MaterialverteUung  dem 
Anwachsen  detr  erforderlichen  Widerstandsmomente  anzupassen. 
Auf  diese  Weise  vermeidet  man  es,  dort,  wo  nur  geringe  Biegungs- 
momente auftreten,  unnötig  Material  anzuhäufen.  Wie  man  hier- 
bei vorgeht,  möge  an  folgendem  Beispiel  erläutert  werden: 

Bei  einem  Träger  (Fig.  143  a)  seien  für  die  einzelnen  Stellen 
die  zugehörigen  Momentensummen  bestimmt  und  aus  diesen  durch 
Division  mit  der  zulässigen  Spannung  die  erforderlichen  Wider- 
standsmomente. (Bei  beweglicher  Belastung  muß  natürlich  für 
jeden  einzelnen  Querschnitt  zunächst  die  gefährliche  Laststellung 
aufgesucht  und  dann  die  betreffende  Momentensumme  ermittelt 
werden.)  Diese  Widerstandsmomente  werden  an  den  einzelnen 
Stellen  des  Balkens  in  einem  beliebig  zu  wählenden  Maßstabe  auf- 
getragen. In  Fig.  143  a  ist  als  Beispiel  ein  Träger  von  16,00  m 
Spannweite  genommen,  der  aus  sieben  mittleren  Feldern  von  je 
1,778  m  Länge  und  aus  den  beiden  Endfeldern  von  je  1,777  m 
Länge  besteht.  Es  bedeutet  also  W^  das  erforderliche  Widerstands- 
moment am  Querschnitte  1 ;  W^  das  erforderliche  Widerstands- 
moment bei  2;  usw.  Durch  Verbindung  der  Endpunkte  der  die 
Widerstandsmomente  darstellenden  Strecken  entsteht  dann  die 
„Kurve  der  erforderlichenWiderstandsmomente^^.  (Maßstab  in  Fig.  143  a : 
1000  cm'  des  Widerstandsmomentes  gleich  0,2  cm  in  der  Zeichnung.) 
Auf  diese  Weise  können  wir  also  in  Fig.  143  a  für  jede  Stelle  des 
Balkens  das  erforderliche  Widerstandsmoment  abgreifen. 

Nach  Ermittlung  der  erforderlichen  Widerstandsmomente  neh- 
men wir  die  einzelnen  Profile  des  Trägers  an  und  bestimmen  die 
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Widerstandsmomente,  die  diese  besitzen.  In  Fig.  143  ist  Toraus- 
gesetast,  daß  wir  bis  zu  yier  Lamellen  gehen  wollen.  Wir  beginnen 
dann  mit  einem  Träger,  der  nur  ans  Stehblech  und  Gnrtwinkeln 
besteht  und  berechnen  dessen  Widerstandsmoment.  Dann  legen 
wir  oben  und  unten  je  eine  Lamelle  auf  und  bestimmen  das  jetzt 
vorhandene  Widerstandsmoment  usw.    Die  Bezeichnungen  seien: 

^0  »  Widerstandsmoment  des  Trägers  ohne  Lamellen, 
TT'  =-  „  „  „       mit  einer  Lamelle, 

TF"«-  «,  n  „         ««     zwei  Lamellen      usw. 


Viriderstands77iOTnent5 


Fig.  143. 


Dieses  sind  also  die  vorhandenen  Widerstandsmomente,  im  Gegen- 
satz zu  den  erforderlichen  Widerstandsmomenten,  die  in  Fig.  143  a 
aufgetragen  sind. 

/  Nun  besteht  die  Bedingung:  Die  einzelnen  Lamellen  müssen 
so  weit  reichen,  daß  an  jeder  Stelle  des  Trägers  das  vorhandene 
Widerstandsmoment  mindestens  gleich  dem  erforderlichen  ist  Um 
also  die  Strecke  zu  finden,  auf  der  der  Träger  ohne  Lamellen  ge- 
nügt, tragen  wir  in  Fig.  143  a  W^y  das  Widerstandsmoment  des 
Trägers  ohne  Lamellen,    als  Höhe   auf  und  ziehen   durch   deren 
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Endpunkt  die  Parallele  zur  Balkenachse  0 — 0\  Der  Punkt  a ,  in 
dem  diese  Parallele  die  Linie  der  erforderlichen  Widerstandsmomente 
schneidet,  bezeichnet  dann  augenscheinlich  die  Stelle  des  Trägers, 
an  der  das  erforderliche  Widerstandsmoment  und  dos  vorhandene 
Widerstandsmoment  W^  gerade  gleich  groß  sind.  Auf  der  Strecke 
vor  dem  Punkte  a  sind  die  erforderlichen  Widerstandsmomente 
kleiner,  und  schließlich,  bei  a  selber,  gleich  TT®.  Auf  dieser  Strecke 
genügt  also  das  Trägerprofil  ohne  Lamellen  (Fig.  143  b). 

um  ferner  zu  entscheiden,  innerhalb  welcher  Strecke  das 
Profil  mit  ctner  Lamelle  genügt,  tragen  wir  W^  auf,  legen  durch 
den  Endpunkt  die  Parallele  zu  0 — 0'  und  bestimmen  durch  diese 
die  Punkte  h  auf  der  Linie  der  erforderlichen  Widerstandsmomente. 
Diese  bezeichnen  dann  die  Stellen,  an  denen  der  Träger  mit  einer 
Lamelle  gerade  noch  ausreicht  (Fig.  143  b). 

In  derselben  Weise  ermitteln  wir  die  Punkte  e  und  d,  in  denen 
die  dritte  und  vierte  Lamelle  anfangen  müssen.  Insgesamt  ergibt 
sich  also  für  die  Verteilung  der  einzelnen  Lamellenlängen  das  in 
Fig.  143  b  dargestellte  Bild. 

Die  staffeiförmige  Linie  in  Fig.  143  a  wird  man  die  „2/inte 
der  vorhandenen  Widerstandsmomente^^  nennen.  Das  Verfahren  der 
Lamellenbestimmung  beruht  also  darauf,  daß  die  (staffeiförmige) 
Linie  der  vorhandenen  Widerstandsmomente  die  (gebrochene)  Linie 
der  erforderlichen  Widerstandsmomente  umhüllen  muß.  Es  ist 
recht  übersichtlich  und  führt  schnell  zum  Ziel. 

Der  größeren  Genauigkeit  wegen  kann  man  in  Fig.  143  a  die 
Lage  der  Punkte  a^hjC  und  d  auch  rechnerisch  bestimmen.  So 
ergibt  sich  z.  B.  für  den  Punkt  h  mit  Hilfe  von  ähnlichen  Drei- 
ecken (Fig.  143a,  rechte  Seite): 

a?:  1,778  «  (W,  -  W^ :  (TF,  -  W^) , 

Hiernach  ergibt  sich  der  Abstand  des  LameUenanfangspunktes  von 
der  Stelle  2  des  Trägers. 

Spezialfälle, 

1.  Ist  die  Kurve  der  erforderlichen  Widerstandsmomente  eine 
Parabel  (Träger  mit  gleichförmig  verteilter  Belastung),  so  läßt  sich 
die  erforderliche  Länge  der  Lamellen  auch  leicht  rechnerisch  be- 
stimmen. Bei  einer  Parabel  besteht  allgemein  die  mathematische 
Beziehung  (s.  §  55):   Die  Quadrate  zweier  rechtwinklig  zur  Sym- 
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metrieachse  stehenden  Sehnen  verhalten  sich  wie  deren  Abstände 
von  der  Spitze  der  Parabel.  Bezeichnet  man  also  bei  einem  der- 
artigen Träger  das  erforderliche  Widerstandsmoment  in  der  Mitte 
mit  W,  die  Spannweite  des  Trägers  mit  l^  das  Widerstandsmoment 
des  Querschnittes  ohne  Lamellen  mit  W^  und  die  Länge  der 
I.  Lamelle  mit  Z/,  so  besteht  die  Gleichung 

(Die  Parabelsehne  {  hat  vom  Scheitel  den  Abstand  W;  die  Parabel- 
sehne {/  hat  den  Abstand  W  —  W^.  Man  zeichne  die  Figur  auf!) 
Hieraus  folgt: 

^ w — 


-(•^. 
1/-^- 


In  entsprechender  Weise  finden  wir  die  Längen  der  IL,  III.  usw. 
Lamelle^  so  daß  sich  insgesamt  folgende  Zusammenstellung  ergibt: 

(1)  i,  =  z|/i_^;    fe-^]/l-^;  usw. 

Bei  parabelförnüger  Momentenfläche  lassen  sich  also  die  erforder- 
lichen Lamellenlängen  Z/,  {//USW.  sehr  leicht  rechnerisch  bestimmen. 
2.  Bei  unseren  späteren  Berechnungen  werden  wir  häufig  auf 
den  Fall  stoßen,  daß  die  Kurve  der  erforderlichen  Widerstands- 
momente in  der  Mitte  eine  gerade  Linie  ist,  von  deren  Enden  je 
ein  Parabelbogen  nach  den  Auflagern  geht.  Die  Länge  dieser 
geraden  Linie  sei  V,  Man  kann  also  die  Kurve  auch  als  eine 
Parabel  bezeichnen,  deren  beiden  Hälften  aber  im  Scheitel  um 
eine  Strecke  V  auseinandergezogen  sind.  Aus  dieser  Auffassung 
folgen  dann  für  die  erforderlichen  Längen  der  einzelnen  Lamellen 
sehr  leicht  folgende  Formeln: 

(II)  Länge  der  L  LameUe:     i' =- ^  +  (Z- ZO  [/l--m^; 

n«  Die  praktischen  Längen. 
Die  im  vorigen  Abschnitte  ermittelten  Längen  sind  die  so- 
genannten „thcioretischen  Lä/ngen^^.  Da  nämlich  z.  B.  die  I.  Lamelle 
an  ihrem  Anfangspunkte  a  doch  nicht  angeschweißt  ist,  sondern 
durch  Niete  angeschlossen  wird,  so  müssen  wir  noch  ein  Stück 


usw. 
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zugeben,  um  die  Niete  nnterznbringen.  Hierdurch  entsteht  dann 
die  y^präkiisehe  Länge^^  der  Lamelle. 

Mit  wieviel  Nieten  muß  nun  z.  B.  die  I.  Lamelle  bereits  vor 
ihrem  theoretischen  Anfangspunkte  angeschlossen  werden  f  Früher 
rechnete  man  so:  Die  Lamelle  hat  —  nach  Abzug  der  Schwächung 
durch  NieÜöcher  —  eine  Querschnittsfläche  F;  die  auftretende 
Spannung  sei  Je,  Dann  kann  also  die  Lamelle  eine  Kraft  F'Jc 
aufnehmen,  und  diese  Exaft  F  •  Je  muß  bereits  vor  dem  Anfangs- 
punkte a  durch  Niete  angeschlossen  werden ,  damit  die  Lamelle 
von  a  ab  als  tragend  gerechnet  werden  kann. 

Augenscheinlich  ist  diese  Eechnung  aber  zu  ungünstig.  Kurz 
vor  der  Stelle  a  genügt  noch  der  Träger  o7t.ne  Lamelle.  An  der 
Stelle  a  selber  würde  also  eine  ganz  dünne  Lamelle  ausreichen,  die 
dann  allmählich  von  a  aus  an  Stärke  zunehmen  müßte.  Daraus 
folgt,  daß  es  genügt,  vor  der  Stelle  a  eine  Querreihe  von  zwei 
Nieten  zu  setzen,  da  wir  ja  —  theoretisch  —  nur  eine  ganz  dünne 
Lamdle  anzuschließen  haben. 

In  Fig.  143  a  ist  noch  gezeigt,  wie  der  allmähliche  Anschluß 
der  Lamelle  zustande  kommt.  Es  ist  angenommen,  daß  im  ganzen 
vier  Querreihen,  d.  h.  acht  Niete,  nötig  sind,  um  die  gesamte 
Kraft  der  Lamelle  zu  übertragen.  Jede  der  vier  Querreihen 
schließt  dann  also  ein  Viertel  der  Lamelle  an.  Der  Übergang  des 
Widerstandsmomentes  W^  (Träger  ohne  LameUen)  zu  W  (Träger 
mit  einer  Lamelle)  vollzieht  sich  also,  entsprechend  dem  vierreihigen 
Nietanschluß,  in  einer  vierstufigen  Linie  aa'W^  (Fig.  143  a),  die 
beim  ersten  Anschlußniet  beginnt  und  beim  letzten  endet  (Fig.  143  b). 
Man  sieht  auch  aus  dieser  Darstellung,  daß  es  genügt,  mit  den 
Nieten  direkt  vor  den  theoretischen  Anfangspunkten  zu  beginnen. 

§80. 
Berechnung  der  Stoßverbindnngen. 

L  Stoß  eines  einfachen  Bleches» 

Orundaufgabe:  Ein  Blech  von  der  Höhe  Ji  und  der  Stärke  d 
ist  durch  eine  rechtwinklig  zur  Längsachse  gehende  Fuge  a — a 
geteilt.  Die  beiden  hierdurch  entstehenden  Teile  I  und  II  sind 
biegungsfest  miteinander  zu  verbinden  (Fig.  144)1 

L  Berechnung  der  Lasehen« 

Da  die  Laschen  den  Balken  an  der  Stoßstelle  vollständig  zu 
ersetzen  haben,  müssen  sie  zusammen  dasselbe  Widerstands- 
moment besitzen  wi^  jener.     Es  muß  also  sein  (Fig.  144  b); 
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Kimmt  man  nun  eine  Abmessung  der  Laschen,   d'  oder  h\  an, 
BO  ist  die  andere  durch  die  obige  Formel  bestimmt. 

n«  Bereohnang  der  Niete* 

a)  Die  Niete  sitzen  heUebig  in  der  Höhenrichtung  verteilt. 
um  die  Nietverbindung  zu  berechnen,   betrachten  wir  das 
Oleichgewicht  eines  der  beiden  Teile  I  oder  II  (Fig.  144  c).    An 
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K 


Fig.  144. 

diesem  greifen  an:  der  Auflagerdruck  Ä^  die  Last  P|  und  die 
Kräfte,  die  die  Niete  auf  das  Blech  ausüben.  Letztere  Kräfte 
sind  unbekannt  nach  Größe  und  Richtung«  Wir  wollen  uns  jede 
in  eine  horizontale  (H)  und  in  eine  vertikale  Seitenkraft  (F)  zer- 
legt denken,  die  zunächst  in  Fig.  144c  willkürlich  eingezeichnet 
wurden.  Da  nun  die  Nietverbindung  so  beschaffen  sein  soll,  daß 
der  Körper  /  unter  der  Einwirkung  sämtlicher  Kräfte  im  Oleich- 
gewicht bleibt,  so  müssen  die  drei  Oleichgewichtsbedingungen 
erfüllt  sein:   Ä,  —  0 ,  22^  =  0 ,  2" Jf  =  0 . 

Da   wir  aber  aus   diesen   drei   Gleichungen   nicht   sämtliche 
acht  unbekannte  H  und  V  ausrechnen  können,  müssen  wir  noch 
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einige  Annahmen  zur  Hilfe  nehmen.  Diese  sind:  a)  Die  Horizontal- 
komponenten H  wachsen  im  linearen  Verhältnis;  d.  h.  trägt  man 
die  Kräfte  H  graphisch  auf,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
auf  eiuer  geraden  Linie.  In  analytischer  Form  lautet  diese  An- 
nahme: Die  Kräfte  H  verhalten  sich  wie  ihre  Abstände  y  von 
einem,  zunächst  noch  unbestimmten,  Punkte  L .  ß)  Die  Vertikal- 
komponenten V  seien  einander  gleich. 

Die  Annahme  a)^  aber  das  Verhältnis  der  Kräfte  H  zuein- 
ander, wird  wahrscheinlich  richtig  sein;  denn  die  Kräfte  H  spielen 
am  Stoße  dieselbe  EoUe,  wie  die  Normalspannungen  o  an  einer 
durchlaufenden  Stelle,  und  von  den  Spannungen  o  ließ  sich  eine 
ähnliche  Annahme  herleiten.  Die  Annahme  ß)  wird  dagegen  wahr- 
scheinlich falsch  sein.  Denn  die  Kräfte  V  ersetzen  die  Schub- 
spannungen (§  41),  die  sonst  an  dieser  Stelle  wirksam  wären,  und 
da  diese  Spannungen  sich  nicht  gleichmäßig  über  den  Querschnitt 
verteilen,  werden  sich  die  Kräfte  V  auch  nicht  gleichmäßig  auf 
die  Niete  verteilen.  Sie  ist  aber  die  einfachste  Voraussetzung  und, 
in  Ermangelung  einer  besseren,  allgemein  gebräuchlich. 

In  Formeln  gekleidet  lauten  die  beiden  Annahmen: 

■ 
Nun  stellen  wir  die  Oleichgewichtsbedingungen  auf,  und  zwar 
wollen  wir  als  Bezugspunkt  für  die  Momente  den  Punkt  L  (dessen 
Lage  wir  also  zunächst  als  bekannt  einführen)  nehmen: 

(I)      Ä, H,  ~  Hg  +  ^3  +  -»4  =  0  , 

(II)     By  =  +A-Pi-Fi-72-r/-F^=-0, 
(III)  2:jf  =  +A.a'-Pi-pi'--S'i.yi-ir,.y,-F3.y3~ir^. 3^4  =  0. 

(In  der  letzten  Gleichung  haben  Fi.-.F^  das  Lot  Null;  um 
dieses  zu  erreichen,  wurde  L  als  Bezugspunkt  gewählt.) 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  daß  ein  Teil  der  Horizontal- 
komponenten  nach  links  und  der  andere  nach  rechts  gehen  muß, 
damit  die  Summe  sämtlicher  horizontalen  Kräfte  gleich  Null  wird. 
Deshalb  wurden  in  Fig.  144  c  die  Kräfte  H  von  vornherein  in 
dieser  Weise  angenommen. 

um  nun  zwei  zusammengehörige  Seitenkräfte,  z.  B.  F| 
und  Ex  ,  zu  berechnen,  drücken  wir  mit  Hilfe  der  Voraus- 
setzungen a)  und  ß)  sämtliche  unbekannten  F  und  H  durch  Fj 
und  El  aus: 
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ft)    H, :  IT,  =  yi :  y, ;      hieraus     jU,  —  — 17|  ; 

Vi 

FirJBT,  =yi:y,;  „  F,  =^ffi; 

Ä     Fj-r»;     F,-F,;     F^  -  F, . 
Hiermit  gehen  die  Gleichgewichtsbedingungen  über  in: 

(Ia>     -Hi-^Hi+^H^  +  ^H^  =  0, 

Vi  Vi  Vi 

(IIa)     +^_Pj_F,-Fi-ri-7i  =  0, 
(Illa)     +Ä.a'-  P,p,'  -  ffi-y,  -  jH,.y,  -^S^-y,  -  ^Hry*  -  0 

yi  yi  yi 

Nun  schreiben  wir  für  J.— Pj,  Snmme  aller  seitlich  vom  Stoße 
befindlichen  Kräfte,  die  Abkürzung  Q  (Qnerkraft);  Ä'a'  —  Pi'pl 
ist  das  Moment  in  bezug  auf  Punkt  L  und  werde  mit  M'  be- 
zeichnet.    Dann  ergibt  sich   nach  einer   einfachen   Umformung: 

(Ib)  _:?L,(+y^  +  y,_yj_yJ  =  0, 

Vi 
(Hb)  Q_4F,  =  0, 

(Illb)  Jf'_^.(y*+y|+y>+y«)«0. 

Vi 

Für  zwei  andere  zusammeDgehörige  Kräfte,  z.  B.  V^  und  H^ , 
würden  die  entsprechenden  Gleichungen  lauten: 

—  IT  •  (+  yi  +  ^2  -  ys  -  y*)  ==  0  f 
y« 

^'-^•(y?  +  y?+y?+y4')-o. 
y2 

Da  nun  H| ,  ^T,  usw.  nicht  sämtlich  gleich  Null  sein  können, 
so  muß  in  der  ersten  Gleichung  der  in  der  Klammer  stehende 
Ausdruck  gleich  Null  sein,  damit  das  Produkt  gleich  Null  wird. 
In  der  dritten  Gleichung  wollen  wir  noch  statt  des  Momentes 
M'  =  +A  •  a'  —  Pi  •  pi  das  Moment  M  =  +Ä  •  a  —  P|  •  p^ ,  in  bezug 
auf  einen  im  Stoße  gelegenen  Punkt,  einführen.  Der  Unter- 
schied gegen  M'  ist  sehr  gering  (nämlich  gleich  Q  'Z,  vgl.  § 57, 1), 
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and  es  rechnet  sich  mit  der  Entfernung  a  bequemer  als  mit  a\ 
Somit  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

(Ic)     +yi  +  y, -^3-^4-0;    oder    »i  +  yi-ys+y4i 
(IIc)        7,-+1q; 

(mc)       -Hl  —  — s 5 5 r^Vf 

Aus  der  ersten  von  diesen  drei  Oleichungen  können  wir  die 
Lage  des  Punktes  X,  aus  der  zweiten  die  Größe  der  Vertikal- 
komponente Fl  und  aus  der  dritten  die  Größe  der  Horizontal- 
komponente Hl  bestimmen.  Die  Lage  des  Punktes  L  bestimmen 
wir  durch  seine  Entfernung  von  einem  Niet,  z.  B.  von  Niet  2. 
Wir  setzen  dann 

und  erhalten  aus  Gleichung  (Ic): 

Ci  +  X  +  X  =  62  —  X  +  e^  +  e^  -^  X  f 

X ^ . 

In  entsprechender  Weise  wird  die  Lage  von  L  bestimmt, 
wenn  mehr  als  vier  Niete  vorhanden  sind.  Nun  können  wir  der 
Zeichnung  die  Abstände  y^ ,  y^j  y^  und  y^  entnehmen  und  be- 
rechnen Fl  und  Hl .  Die  Eichtungen  der  Kräfte  F  und  H  ergeben 
sich  am  einfachsten  aus  der  Überlegung,  daß  bei  einer  positiven 
(nach  oben  gerichteten)  Querkraft  die  Kräfte  F  nach  unten  zeigen 
müssen,  und  daß  bei  einem  rechts  drehenden  Moment  M  das 
Moment  der  Kräfte  H  nach  links  drehen  muß. 

Sobald  Fl  und  H^  gefunden  sind,  ergibt  sich  nach  Fig.  144  d 
die  Kraft  N^ ,  die  der  Niet  1  auf  das  Blech  ausübt,  aus  der 
Gleichung  

Ni = fnTHi . 

Aus  ^1  berechnen  wir  dann  die  auftretende  Scherspannung 
und  Flächenpressung.  Am  größten  ist  H  und  somit  die  gesamte 
Kraft  N  für  den  Niet,  der  am  weitesten  vom  Punkte  L  entfernt  ist. 

Bemerkung:  Formel  III 0  ist  genau  so  gebaut  wie  die  Biegungsformel 
öbb(M:  J)y,  wie  ja  auch  die  Ableitungen  übereinstimmen.  Man  nennt  des- 
halb die  Summe  (^1  +  y!  +  •*)  direkt  das  Trägheitsmoment  J^  der  Nietgruppe 
und  Jjfiyi  das  Widerstandsmoment  Wjf.  (Punkt  L  entspricht  der  NuUinie.) 
Hiermit  lautet  Formel  IIIc:  H^^  -  Mt  Wjg-, 
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b)  Die  Niete  sitzen  gleichmäßig  verteilt. 

Für  den  besonders  wichtigen  Fall,  daß  die  Kiete  symmetrisch 
in  der  Höhenrichtung  angeordnet  sind,  muß  der  Punkt  L  augen- 
scheinlich in  der  Mitte  liegen.    Dieses  ergibt  auch  die  Rechnung; 

denn  wenn  ^  =  «j  ist,  wird  a?  =  — «, .     Bei  symmetrischer  Niet- 

anordnung  braucht  man  also  die  Gleichung  (Ic)  nicht,  sondern 
kann  die  Abstände  ^i ,  y^  usw.  direkt  der  Zeichnung  entnehmen. 
Bei  der  Ermittlung  der  Kräfte  H  kommt  es  nun  vor  allen 
Dingen  darauf  an,  die  Summe  yl  +  yl  +  -  ^  schnell  auszurechnen. 
Sind  die  Nietentfernungen  einander  gleich,  so  lassen  sich  hierfür 
einfache  Formeln  ableiten.  Für  Fig.  145  a  ergibt  sich  folgende 
Eechnung:  Die  Entfernung  der  beiden  äußersten  Niete  sei  h-, 
die  Anzahl  der  Niete  sei  n'(=  9).  Dann  ist  die  Anzahl  der  Niet- 
teilungen gleich  n  — 1(=8),  so  daß  sich  für  eine  Nietteilung  der 

Wert  ergibt  e  =  — —j  ( =•  -ö-)  •    Ich  will  jetzt  die  Niete  mit  0 , 

l...r,  r. .  .r'  numerieren.  (Für  die  Ausrechnung  der  Summe 
Vi  +  yl  ^isw.  ist  es  natürlich  gleichgültig,  in  welcher  Eeihenfolge 
wir  die  Glieder  nehmen.)    Dann  ist 

yi  =  1  •  6  = 


ya  =*  2  •  e  =  2 


n-1' 
h 


n-1' 


yr  =  r-e=-r- — j. 

n  —  1 


(Die  Abstände  e  sind  natürlich  nicht  zu  verwechseln  mit 
der  Nietteilung  e  von  §  78.) 

Wir  wollen  die  Summe  y?  +  yl  +  •  •  •  zunächst  von  der  einen 
Hälfte  der  Niete,  o  —  r ,  nehmen  und  erhalten  dann 


,f  +  rf  +  ...  +  .?-(;^J'+(2^J*+...+  (rj^) 


8 


^'       (l«  +  28  +  ...  +  r2) 


(n  - 1)« 

Ä2         r(r  +  l)(2r  +  l) 


(n  - 1)«  6  ' 

denn  die  Summe  aus  den  Quadraten  der  ersten  r  Zahlen  läßt  sich 

bekanntlich  darstellen  durch  das  Produkt  -^r(r  + 1)  (2r  + 1);  vgl. 

Fischer,  Statik.  29 


—     450    — 

§  10,  fünfte  Aufgabe.     Nun  ist  die  Zahl  r ,  d.  1.  die  Bezeichnung 
des  äußersten  Nietes,   gleich   der  Anzahl  der  Teilungen  auf  der 

oberen  Hälfte,  also  gleich  —  (n  —  1) .    Es  ist  also  r  +  l  =  '^{n  —  l) 

1  1 

+  l  =  -^(w  +  l)  und  2f +  1=2.-2  (n-l)+l  =  n.   ^^^®^®r^ 

in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  ergibt 

Ä.        >-l)4(n  +  l)-n 

y?  +  »?  +  ...  +  yr'--(^^3iyr q 

h'         (n-l)(n  +  l)n 
~  (n  - 1)»  '  24 

h''{n  +  l)n 
"  (n-l).24  ■ 

Somit  haben  wir  von  der  einen  Hälfte  die  Summe  ans  den 
Quadraten  der  Abstände  y  ausgerechnet.  Für  sämüiohe  Niete 
ergibt  sich  das  Doppelte: 

°"    12(n-l)     • 

Wenn  wir  jetzt  für  den  äußersten  Niet,  r,  die  Horizontal- 
kraft  bestimmen  wollen,  so  haben  wir  nach  Formel  (III  c): 

„  M 

"'~  ft»-(n  +  l)n  '^" 
12 .  (n  —  1) 

Nun  ist  ,,-*;  folglich       ' 

^  A 


=  jlf . 


AMnjfl)n 
12(n-l)' 

6(ti-l) 
h'n{n  +  1) 


(IV)  j,„_._^____«_./'. 

Den  Wert  —7 — -^  wollen  wir  mit  f  bezeichnen.    Wenn  man 
w(n  +  1) 

also  das  Moment  M  an  der  Stoßstelle  bestimmt,  ferner  die  Ent- 
fernung Ä   der  beiden   äußersten  Niete  voneinander  und  die  An- 
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zahl  n  der  Niete  angenommen  hat,  kann  man  mit  Hilfe  der 
obigen  Formel  die  im  äußersten  Niet  vorkommende  größte  Hori- 
zontalkraft H  sehr  schnell  berechnen. 


-4^->4- f 4--^ --♦ ■^- --♦ •♦---4- 

^--4        I         ♦♦  ♦  4^     ♦  4      4 

o  4  ^  ^       4 

^'••«^"T^^         ^4  4  4      4  x^x* 

^        ,     '  4  4  4       4^ 

^i^Mi  4  4  4^4- 

^  .4  4  4      4 

♦  -  •  -  4"  4  ♦    *  4-  4      4  4.4 

^  4  -^  4       4 

♦ f  ♦♦  4  44  44 

e       :                                   ^                   4-  4      4^ 

^•.-4"- -^^ -4 4- -4 -^...^.-i 

f.  6{rL-f)      f^S^n-/)    f.6{n'i)    f^Z(K-f)  f^  ^n-j) 

(a)      (b)     (c)     Cd)        (€)> 

Fig.  145. 

Ebenso  wie  für  Fig.  145  a  kann  man  nun  für  andere  Niet- 
anordnungen die  Horizontalkomponente  K  durch  eine  entsprechende 
Formel  ,-. 

bestimmen,  wobei  f  natürlich  je  nach  der  Nietanordnung  einen 
verschiedenen  Wert  hat.  Die  gebräuchlichsten  Fälle  sind  in 
Fig.  145b— e  gezeichnet  und  jedesmal  der  Koeffizient  f  hinzu- 
geschrieben. In  diesen  Formeln  bedeutet  n  stets  die  Anzahl  Niete 
in  der  dem  Stoße  zunächst  befindlichen  Beihe.     Bei  einw  Niet- 

reihe  hatten  wir  f  =  —7 — — r:  gefunden.    (Diese  Formel  gilt  auch 

w(n  +  1) 

dann,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  d.  h.  wenn  in  der  Mitte  kein 
Niet  sitzt.)  Bei  ^^ei  Nietreihen  auf  jeder  Seite  des  Stoßes  ist  f 
halb  so  groß,  da  in  Gleichung  (nie)  die  im  Nenner  stehende 
Summe  yi+y2+-«  doppelt  so  groß  wird;  usw.  Auf  diese 
Weise  kann  man  alle  möglichen  Anordnungen  zusammenstellen. 
In  der  folgenden  Tabelle  ist  der  Faktor  f  bereits  ausgerechnet 
(nach  F.  Dir  oksen).  Man  braucht  also  nur  das  Moment  M  durch  den 
Abstand  h  zu  dividieren,  den  Faktor /*  aus  der  Tabelle  hinzuzunehmen 
und  hat  dann  sofort  die  Horizontalkraft  des  äußersten  Nietes. 

29* 
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Tabelle  für  den  Paktor  ,/". 


Nietanordnimg  seitlich  (links)  der  Stoßfuge 

n 

(Niet- 

anzahl  in 

der  ersten 

Reihe 
neben  der 
Stoftfuge) 

I 

n 

m 

IV 

V 

•  //  = 

•  6(11-1) 

Eine 
Nietreibe 

•  •    ///= 

•  •   8(n-l) 

,,    n(n  +  l) 

Zwei  Niefr 

reiben,  Niete 

paarweis 

• 

*•    6(n-l) 

•.   n(2n-l) 

• 
• 

Zwei 

Nietreihen, 

Niete  versetst 

•   • 

•  ••   2(n-l) 

•  ••        n. 

• 

•  • 

Drei 
Nietreihen 

•    • 
••••   fv- 

*•*•  8(11-1) 

•.•.n(2n-l) 

•    • 
•    • 

Vier 
Nietreihen 

2 

1,000 

0,500 

1,000 

0,500 

0,600 

3 

1,000 

0,500 

0,800 

0,444 

0,400 

4 

0,900 

0,450 

0,643 

0,375 

0,322 

5 

0,800 

0,400 

0,533 

0,320 

0,267 

6 

0,714 

0,357 

0,455 

0,278 

0,227 

7 

0,643 

0,321 

0,396 

0,245 

0,198 

8 

0,583 

0,292 

0,350 

0,219 

0,175 

9 

0,533 

0,267 

0,314 

0,198 

0,157 

10 

0,491 

0,245 

0,284 

0,180 

0,142 

11 

0,455 

0,227 

0,260 

0,165 

0,130 

12 

0,423 

0,211 

0,239 

0,153 

0,120 

13 

0,396 

0,198 

0,222 

0,142 

0,111 

14 

0,371 

0,186 

0,206 

0,133 

0,103 

15 

0,350 

0,175 

0,193 

0,124 

0,097 

16 

0,331 

0,165 

0,181 

0,117 

0,091 

17 

0,314 

0,157 

0,171 

0,111 

0,086 

18 

0,298 

0,149 

0,162 

0,105 

0,081 

19 

0,284 

0,142 

0,153 

0,100 

0,077 

20 

0,271 

0,136 

0,146 

0,095 

0,073 

21 

0,260 

0,130 

0,139 

0,091 

0,070 

22 

0,249 

0,124 

0,133 

0,087 

0,067 

23 

0,239 

0,120 

0,128 

0,083 

0,064 

24 

0,230 

0,115 

0,122 

0,080 

0,061 

25 

0,222 

0,111 

0,118 

0,077 

0,059 

H.  StoB  deg  Stehbleches  eines  Blechtriigere» 

Das  Stehblech  eines  Blechträgers,  das  an  einer  Stelle  durch 
einen  Stoß  unterbrochen  ist,  befindet  sieh  in  genau  derselben 
Lage  wie  das  Blech  Fig.  144  a:  Es  stellt  einen  Körper  von  einer 
bestimmten  Höhe  und  Stärke  dar,  dessen  linker  und  rechter  Teil 
durch  Stoßlaschen  und  -niete  biegungsfest  verbunden  werden  sollen. 
Der  Unterschied  ist  nur  der,  daß  jetzt  die  Kraft-  und  die  Mo- 
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mentensnmme,  die  dieses  Blech  zn  übertragen  hat,  nicht  gegeben 
sind,  sondern  ans  der  gesamten  Querkraft  and  dem  gesamten 
Moment  des  Blechträgers  an  der  betreffenden  Stelle  erst  ermittelt 
werden  mdssen.  Hinsichtlich  dieser  Anteile  ersieht  man  folgendes: 
Es  wäre  natürlich  falsch,  in  die  Formeln  zur  Berechnung  der 
Stoß  Verbindung  des  Stehbleches  die  ganze  Querkraft  Q  und  das 
gemze  Moment  M  einzuführen,  die  an  der  betreffenden  Stelle  auf 
den  Blechträger  einwirken.  Denn  ein  Teil  von  Querkraft  und 
Moment  wird  von  den  anderen  Konstruktionsteilen  (Winkeln  und 
Lamellen)  aufgenommen  und  kommt  also  für  die  Stoßverbindung 
des  Stehbleches  nicht  in  Betracht.  Für  die  Stoßniete  sind  viel- 
mehr nur  die  Anteile  von  Q  und  M  in  Eechnung  zu  stellen,  die 
sonst  von  dem  Stehblech  aufgenommen  werden  würden,  und  die 
jetzt  also,  da  das  Stehblech  durchbrochen  ist,  durch  Niete  und 
Laichen  übertragen  werden  müssen.  Um  sie  von  den  Gesamt- 
werten Q  und  M  zu  unterscheiden,  wollen  wir  sie  mit  Q«  und  M, 
bezeichnen. 

a)  Hinsichtlich  der  Querkratt  Q  wissen  wir  aus  unseren  früheren 
Untersuchungen  (§  41),  daß  sie  zum  größten  Teil  von  den  mittleren 
Fasern  des  Balkens,  also  vom  Stehblech,  aufgenommen  wird.  Des- 
halb ist  es  vielfach  gebräuchlich,  für  Q  seinen  vollen  Wert  ein- 
zusetzen. Dieses  ist  aber  sehr  ungünstig  gerechnet,  weil  nämlich 
die  größte  Querkraft  Q  und  das  größte  Moment  M  nicht  bei  der- 
selben Laststellung  entstehen  werden.  Da  jedoch  die  vertikale 
Seitenkraft  V  gegenüber  der  horizontalen  E[raft  H  gewöhnlich 
ziemlich  gering  ist^  so  kann  man  diese  etwas  sehr  ungünstige  An- 
nahme schließlich  auch  machen. 

b)  Das  Moment  Ms  bestimmt  sich  aus  folgender  Überlegung: 
Beträgt  an  der  Stoßstelle  das  G^amtmoment  M  und  das  gesamte 
Trägheitsmoment  des  Blech trägers  J,  so  ist  in  einer  beliebigen 
Stelle  des  Stehbleches  (z.  B.  in  seiner  äußersten  Faser)  die  Span- 
nung bekanntlich:  jj^ 

worin  y  die  Entfernung  dieser  Stelle  von  der  Nullinie  bedeutet. 
Andererseits   ergibt  sich  diese  Spannung  a,   wenn   wir  das 
Stehblech  für  sich  betrachten,  gleich: 

worin  M,  das  Moment  ist,   das  von  dem   Stehblech  allein  auf- 
genommen  werden  muß,   während  J,  das  Trägheitsmoment   des 
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Stebbleches  ist.     Aus   der  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke 
für  o  bekommen  wir  dann: 

M,  M 


.y  ^—..y 


J,   "^     J 

M.  _  M 
J.   "  J 


iL 
J 


In  Worten:  Der  auf  das  Stehblech  entfallende  Teil  31,  des  Oesamt- 
momentes  M  ergibt  sich  aus  diesem,  indem  man  M  mit  dem  Ver- 
hältnis des  Trägheitsmomentes  J,  des  Stehbleches  zu  dem  Trägheits- 
momente J  des  Oesamtquerschnittes  muUipliziert. 

Wenn  der  StehblechstoB  an  einer  Stelle  des  Trägers  liegt,  an 
der  das  Material  nicht  vollständig  ausgenutzt  ist,  kann  man  zur 
Ermittlung  von  M,  auch  folgenden  Weg  einschlagen:  Man  be- 
stimmt zunächst  das  Moment  M%  das  von  den  Ourtungen  auf- 
genommen werden  könnte,  wenn  die  zulässige  Biegungsspannung  Je 
erreicht  werden  würde.     Also: 

worin  W  das  Widerstandsmoment  des  nur  aus  Winkeln  und  La- 
mellen bestehenden  Querschnittes  ist.  Der  Unterschied  zwischen 
M  und  M'  bleibt  dann  augenscheinlich  für  das  Stehblech  übrig. 
Es  ist  somit  nach  dieser  Eechnung: 

Jf,  =  if  -  M\ 

und  dieser  Best  M,  muß  von  den  Nieten  übertragen  werden.  Liegt 
der  Stoß  beispielsweise  unmittelbar  hinter  dem  Anfang  einer  Lamelle 
(also  dort,  wo  der  Querschnitt  mehr  Material  hat,  als  für  das  be- 
treffende Moment  M  erforderlich  ist),  so  kann  es  vorkommen,  daß 
Lamellen  und  Winkel  bereits  zur  Aufnahme  des  Gesamtmomentes  M 
ausreichen.  In  diesem  Falle  bleibt  für  die  Stoßniete  des  Steh- 
bleches überhaupt  kein  Moment  M,  übrig,  so  daß  sie  nur  die 
Querkraft  Q  aufzunehmen  hätten.  Man  muß  aber  bedenken,  daß 
bei  einer  solchen  Bemessung  der  Stoßverbindung  in  die  Be- 
anspruchung der  Gurte  eine  Unstetigkeit  hineinkommt.  Im  Inter- 
esse einer  sicheren  Konstruktion  liegt  es  jedenfalls,  die  größte  Be- 
anspruchung an  der  Stoßstelle  nicht  höher  zu  halten  als  in  den 
benachbarten  Punkten,  um  hierdurch  eine  gewisse  Eegelmäßigkeit 
in  den  Spannungen  zu  erzielen.  Die  Klärung  dieser  Fragen  durch 
experimentelle  Forschung  muß  als  eine  der  dringendsten  Aufgaben 
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der  Statik  bezeichnet  werden.     Bei  den  folgenden  Berechnungen 
werden  wir  übrigens  immer  mit  der  Formel 

Ü 

arbeiten.     Dieser  Wert  M9  ist  also  in  Formel  (IV)  bzw.  (III  c)  als 
Moment  einzusetzen. 


in.  Stoß  der  Gnrte  eines  Blechträgers. 

Die  Gurte  (Winkeleisen  und  Lamellen)  werden  beim  Stoße 
wie  einfache  Zug-  bzw.  Druckstäbe  behandelt.  Man  sieht  also 
davon  ab,  daß  in  den  einzelnen  Fasern  die  Spannungen  vonein- 
ander verschieden  sind. 

Die  Lamellen  werden  demnach  wie  Flacheisen  miteinander 
verbunden.  Die  Laschen  müssen  denselben  Querschnitt  haben  wie 
die  gestoßenen  Teile.  Die  Niete  müssen  die  in  der  betreffenden 
Lamelle  enthaltene  Kraft  aufnehmen. 

Die  Winkeleisen  werden  entweder  durch  Stoßwinkel  oder  durch 
rechtwinklig  zueinander  stehende  Flacheisen  gelascht.  Hinsichtlich 
der  Laschen  und  Stoßniete  gilt  das  für  die  Lamellen  Gesagte. 

Die  genaue  Anordnung  und  Berechnung  eines  solchen  Stoßes 
wird  an  dem  Beispiele  §  81a  durchgeführt  werden. 


IV,  Zasammentassung  und  Ergänzung, 
Zusammenfassung:  Bei  der  Stoß  Verbindung  eines  auf  Biegung 
beanspruchten  Balkens  tritt  im  allgemeinen  an  jedem  Niete  eine 
schräg  gerichtete  Kraft  N  auf,  deren  Vertikalkomponente  V  und 
deren  Horizontalkomponente  J7  wir  getrennt  bestimmen.  Die 
Vertikalkomponente  wird  gleich  der  Kraftsumme  Q  der  Stoßstelle, 
dividiert  durch  die  Anzahl  der  Niete  auf  einer  Seite  des  Stoßes, 
angenommen  (F  =  Q:a?).  Die  Horizontalkomponente  J?  muß  im 
allgemeinen  aus  der  Momentensumme  M  der  Stoßstelle  mittels 
der  Formeln  (III  c)  und  (Ic)  bestimmt  werden.  Für  den  Spezial- 
fall —  Niete  in  gleichen  Abständen  e  voneinander  —  ergibt  sich 
aber  für  die  Horizontalkomponente  des  äußersten^  am  meisten  be- 
anspruchten Nietes  die  einfachere  Formel: 

worin  f  ein  von  der  Nietanzahl  und  -anordnung  abhängiger  Faktor 
ist,  der  aus  Fig.  145  entnommen  werden  kann.  Aus  dieser  Formel 
folgt  umgekehrt,  daß  bei  gegebener  zulässiger  Horizontalkraft  H 
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eine  bestimmte  Nietgrappe  ein  Moment  aufnehmen  kann: 

In  die  Formel  H  =  {M :h)»f  ist  für  M  natürlich  diejenige 
Momentensumme  einzusetzen,  die  das  gestoßene  Blech  an  der  Stoß- 
stelle aufzunehmen  hat.  Ist  das  Blech  für  sich  allein  (Fig.  144), 
so  muß  also  das  gesamte  Moment  des  Balkens  eingesetzt  werden. 
Ist  das  Blech  aber  nur  ein  Bestandteil  eines  größeren  Querschnittes, 
z.  B.  Stehblech  bei  einem  Blechträger,  so  ist  vom  Oesamtmoment  [M] 
nur  der  Teil  if«  einzusetzen,  der  auf  das  Blech  entfällt;  nämlich 

if.  =  [lf].~\ 

Kachdem  dann  V  und  H  auf  diese  Weise  bestimmt  sind,  ergibt  sich 

die  gesamte  vom  Kiete  aufzunehmende  Kraft  als  Eesultierende 

von  V  und  H:  , 

N  ^ijV^  +  E^. 

Ergänzung:  Häufig  ergibt  sich  die  Yertikalkomponente  V  so 
gering,  daß  man  sie  vernachlässigen  kann.  Dann  ist  also  die  ge- 
samte Nietkraft  N  gleich  der  Horizontalkomponente  E.  Drücken 
wir  nun  die  Nietkraft  H  durch  die  auftretende  Scherspannung  t 

und  Fläehenspannung  p  aus,  B.  =  2-j- 1  und  K  =  dip,  so  finden 

wir  bei  einer  doppelseitigen  Laschun^  die  Gleichungen: 

(V)  2^-«  =  ^./';    hieraus    i  =  ~[-f*-\^\    (d  =  Nietdurchm,) 

(VI)  d^P  ==  -1-  •  /* ;         91        P  =  -T-/'  •  Tl  •   (^  =  Stehbleohstärke) 

h  n        ad 

Die  Scherspannung  i  wird  nur  in  den  seltensten  Fällen  in 
Betracht  kommen,  da  d  fast  stets  kleiner  als  0,8  ä  sein  wird. 

§80a. 
Beispiele  zu  §  80. 

Erste  Aufgabe. 

Der  Blechträger  Fig.  142  a  habe  in  der  Mitte  einen  Stehhlech- 
stoß.     Die  Stoßniete  sind  zu  berechnen  I 

Auf  jeder  Seite  des  Stoßes  mögen  sich  zwei  Nietreihen  be- 
finden, in  der  Anordnung  Fig.  145  b.  Der  Abstand  der  äußersten 
Niete  voneinander  sei  h  »  49,0  cm ;  die  Anzahl  der  Niete  in  der 
dem  Stoße  zunächst  liegenden  Beihe  sei  n  =  8.  (Hiernach  zeichne 
man  den  Stoß  auf.) 
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Die  Berechnung  werden  wir  nun  in  folgender  Beihenfolge 
vornehmen : 

Gesamtes  Moment  an  der  Stoßstelle  (s.  Fig.  142  a)  Jf  =      5175  cm  t ; 
gesamtes  Trägheitsmoment  an  der  Stoßstelle       J  =  148850  cm^, 
Trägheitsmoment  des  Stehbleches  für  sich:         J,  =    18000   „   . 
Folglich  vom  Stehblech  aufzunehmendes  Moment: 

^•  =  ^^^^•148850^^^^  ^°^'- 
Der  Abstand  h  ist  aus  der  Konstruktion  gegeben :  h  =  49,0  cm.  Den 
Faktor  f  finden  wir  aus  der  Tabelle  S.  452  (Anordnung  II,  n  =  8): 
f  =  0,292.   Der  Einfluß  der  Querkraft  möge  vernachlässigt  werden. 
Dann  ergibt  sich  die  größte  Nietkraft: 

49  cm 
und  der  größte  Leibungsdruck  (bei  d«=2,0cm  und  3  =  1,0  cm): 

P  =  ä^TTÖ  ^  ^'^^  '^'^^°'  ^  ^^^^  kg/qcm. 

Zweite  Aufgabe. 

Wie  gestaltet  sich  die  Stoßberechnung j  falls  die  Niete  ungleichen 
Durchmesser  haben? 

Bei  den  bisherigen  Stoßberechnungen  haben  wir  nur  den  Fall 
berücksichtigt,  daß  sämtliche  Stoßniete  den  gleichen  Durchmesser 
haben.  In  der  Praxis  kommt  aber  auch  der  Fall  vor,  daß  man 
den  äußersten  Nieten  (die  am  meisten  zu  tragen  haben)  größeren 
Durchmesser  gibt  als  den  dazwischen  liegenden  Nieten. 

Als  Beispiel  diene  der  in  Fig.  146  h  gezeichnete  Stehblechstoß 
(entnommen  der  Berechnung  §  81  a).  Das  vom  Stehbleche  zu  fiber- 
tragende Moment  sei 

Jf ,  =  2030  cm  t . 

Die  Anordnung  und  Abstände  der  Niete  sind  aus  Fig.  146  h  er- 
sichtlich. Und  zwar  haben  der  oberste  und  der  unterste  Niet 
23  mm  0;  die  anderen  Niete  haben  20  mm  0.  Wegen  dieser  Ver- 
schiedenheit der  Durchmesser  wollen  wir  die  äußersten  und  die 
mittleren  Niete  getrennt  voneinander  behandeln. 

Bezeichnen  wir  die  von  einem  äußersten  Niet  ausgeübte  Kraft 
mit  Fl ,  so  bilden  je  ein  oberster  und  ein  unterster  Niet  ein  Eräfte- 
paar  H^  •  97,0  (Fig.  146h).  Da  zwei  Nietreihen  auf  jeder  Stoßseite  vor- 
handen sind,  üben  also  die  vier  23  er  Niete  insgesamt  ein  Moment  aus : 

Jfi  =  2  •  Hl .  97,0. 

Bei  den  mittleren  (20er)  Nieten  werde  die  größte  Horizontal- 
kraft  mit  Hi   bezeichnet.     Diese   Niete   sitzen   in   gleichen   Ab- 
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stftnden  Toneinander.    Das  durch  die  Niete  äbertragene  Moment 
läßt  sich  also  durch  die  Formel  darstellen 


Mt 


Hi'h 


f       ' 

worin  h  die  Höhe  dieser  Nietreihe  und  f  ein  Paktor  ist,  der  von 
der  Zahl  und  der  Anordnung  der  Niete  abhängt  (§  80,  lY).  Für 
den  vorliegenden  Fall  ist  (Fig.  146  h) 

Ä  -=  76,5  cm. 

Der  Faktor  f  ist  bei  zwei  nebeneinander  sitzenden  Nietreihen 
nach  der  in  §  80,  I  gegebenen  Zusammenstellung  (für  n  =  10 
Niete  in  einer  Eeihe): 

/^_l(!^  =  0,245. 
n(n  +  l) 

Somit  ergibt  sich  das  von  sämtlichen  20er  Nieten   übertragene 

Moment:  tt     nr  r^ 

gg '  76,0 

^^  ~  "0,245"  • 

Die  Summe  der  beiden  durch  die  Niete  übertragenen  Momente  M^ 
und  M^  muß  gleich  dem  aufzunehmenden  Moment  M^  sein.     Es 

besteht  also  die  Bedingung: 

7fi  ^ 
(I)  2ffi-97,0  +  ffa.^^  =  Jlf.  =  2030  cmt. 

Aus  dieser  einen  Gleichung  lassen  sich  aber  die  beiden  unbekannten 

Nietkräfte  H^  und  B^  nicht  ausrechnen.     Wir   müssen  vielmehr 

noch  eine  Beziehung  zwischen  H^  und  B^  aufstellen: 

Hätten  die  Niete  1  und  2  (Fig.  146  h)  gleichen  Durchmesser,  so 

76  5    97  0 
wäre  einfach  ffg  •  JS^i  *■  y2  •  ^i  =  —k"  •  ~-ir~  =  '^ßjS :  97,0  zu  setzen 

(§  80,  I).  Jetzt,  bei  den  ungleichen  Durchmessern  von  2,0  cm  und 
2,3  cm,  können  wir  nicht  annehmen,  daß  das  obige  Verhältnis 
ohne  Bücksicht  auf  die  Durchmesser  bestehen  bleibt.  Wir  machen 
vielmehr  die  Annahme,  daß  nicht  die  gesamten  Nietkräfte  E^  und  H^ , 
sondern  die  zugehörigen  Leibungsdrücke  p^  und  p^  in  diesem  Ver- 
hältnis stehen  mögen.     Es  sei  also: 

Pa  :  Pi  =  2/2  •  2/i  =  76,5  :  97,0  . 
Dann  kommen  wir  auf  die  Nietkräfte  H,  indem  wir  den  Leibungs- 
druck p  eines  Nietes  durch  seine  Kraft  jET,  den  Durchmesser  d  und 
die  Leibungsstärke  d  ausdrücken: 

ff 2_      ffi_  __ 
d,'d''drd  -2/2:2/1- 
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(Die  Leibnngsstärke  ist  für  die  Niete  1  und  2  die  gleiche.)    Hier- 
aas folgt: 


ffl 

Vi,    d^-d 

Vi    d, 

H. 

76,5    2,0 

^^  El       97,0    2,3  * 

Durch  diese  Beziehung  läßt  sich  JET,  duich  H^  darstellen: 

76,5    2,0 

^«  -  ^»  •  97;ö  '  2;3  • 

Die  Gleichung  (I)  geht  hiermit  über  in: 

2ir..  97,0 +  fl,|;^.|°.^t_  2030, 

fl'i(194  +  215)  -  2030  , 

„       2030      ,-_^ 

Somit  ist  die  größte  von  einem  ^t^iete  auszuübende  Horizontal- 
kraft bestimmt. 

Eine  Vertikalkraft  7  tritt  nicht  auf,  da  an  der  Stoßstelle  die 
Querkraft  gleich  Null  ist.  Es  ergibt  sich  also  der  größte  Leibungs- 
druck  der  Niete  i: 

4  95 
Pi  ==  2  3'.  1  2  ^  ^'^^  */^^°^' 

(Scherspannung  kommt  nicht  in  Betracht,  da  d  <  0,8  ä  ist.)  Hier- 
mit ist  die  Nietverbindung  des  Stehblechstoßes  erledigt. 

WiederJiolung:  Haben  die  Niete  einer  Stoßverbindung  gleiche 
Stärke  und  gleiche  Abstände  voneinander,  so  überträgt  die  Niet- 
gruppe ein  Moment: 

{h  ">  Abstand  der  äußersten  Niete ;  f  ein  von  der  Anzahl  n  und 
der  Anordnung  der  Niete  abhängiger  Faktor.)  Hieraus  ist  bei 
vorgeschriebenem  Moment  die  größte  Horizontalkraft  H  zu  be- 
rechnen. 

Kommen  zu  einer  solchen  Nietgruppe  oben  und  unten  noch 
Niete  von  anderem  Durchmesser  hinzu,  so  wird  deren  Moment 
besonders  berechnet  und  zu  dem  vorigen  Moment  hinzugezählt. 
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um  aber  in  dem  Gesamtmoment  nur  eine  Nietkraft  H  als  Un- 
bekannte zu  haben,  müssen  die  anderen  mittels  der  Annahme 
durch  H  ausgedrückt  werden:  Das  Verhältnis  zweier  Nietkräfte 
ist  gleich  dem  Verhältnis  ihrer  Abstände  y  von  dem  Mittelpunkte  L 
der  Eeihe,  multipliziert  mit  dem  Verhältnis  der  Nietdurohmesser  (und 
eventl.  noch  multipliziert  mit  dem  Verhältnis  der  Leibungsstärken). 
Insgesamt  übertragen  die  Niete  also  (w  =»  Anzahl  der  Nietreihen) : 

f  Vi  dl     f 

Bei  vorgeschriebenem  M  ist  hieraus  H^  zu  berechnen. 

§81. 
Allgemeine  Konstraktionsregeln.    Nietabzug. 

L  Allgemeine  Konstraktionsregeln« 

Am  Schlüsse  unserer  Untersuchungen  über  Nietträger  mögen 
noch  einige  Konstruktionsregeln  erwähnt  werden: 

Die  Höhe  des  Stehhleches  nehme  man,  falls  genügend  Kon- 
struktionshöhe vorhanden  ist,  gleich  V12  ~  Vio  "~  Vs  ^^^  Spannweite 
des  Trägers.  Kleinere  Höhen  verursachen  größeren  Materialaufwand. 

Die  Stärke  des  Stehbleches  schwankt  je  nach  seiner  Höhe 
zwischen  8 — 14  mm.    Üblich  sind  10  bzw.  12  mm. 

Für  die  Gurtwinkel  nimmt  man  bei  kleinen  Trägern  z.  B. 
<80-80.10,  bei  mittleren  Trägern  100 -100 -12  und  bei  großen 
Trägern  120  •  120  •  13  .  Natürlich  lassen  sich  aber  gerade  hierfür 
keine  bestimmten  Normen  aufstellen. 

Die  Lamellen  werden  gewöhnlich  so  breit  gewählt,  daß  sie 
auf  jeder  Seite  ca.  1  cm  über  die  Winkelschenkel  überstehen. 

Ferner  möge  noch  folgende,  von  Professor  Müller -Breslau 
gegebene  Annäherungsformel  aufgeführt  werden:  Ist  die  Gesamt- 
höhe eines  Trägers  h,  seine  Stehblechhöhe  h^j  sein  Widerstands- 
moment ohne  Lamellen  W^,  so  müssen  die  Lamellen  einer  Gurtung 
einen  Flächeninhalt  von 

^0         h 

erhalten,  um  das  Widerstandsmoment  W^  auf  das  erforderliche 
Widerstandsmoment  W  zu  erhöhen.  Auf  diese  Weise  kann  man 
die  erforderliche  Lamellenfläche  überschlagen,  wenn  man,  von 
Stehblech  und  Gurtwinkeln  ausgehend,  ein  bestimmtes  Wider- 
standsmoment W  erreichen  will. 
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II>  Nietabzag> 

Allgemeines:  Bei  Berechnung  der  vorhandenen  Widerstands- 
momente muß  in  den  gezogenen  Querschnittsteilen  auf  jeden  Fall 
die  Schwächung  durch  Nietlöcher  berücksichtigt  werden.  Denn 
durch  die  Nietlöcher  wird  ja  tatsächlich  der  Querschnitt  der  be- 
treffenden Lamelle  od.  dgl.  vermindert.  Bei  den  auf  Druck 
beanspruchten  Fasern  brauchen  die  Nietlöcher  nicht  abgezogen 
zu  werden,  da  der  Nietschaft  das  Loch  ausfüllt  und  also  auch 
den  Druck  übertragen  kann.  Nach  dieser  Begel  würde  man  also 
bei  einem  Träger  zwischen  zwei  Stützen  in  der  unteren  Gurtung 
die  Nietlöcher  abziehen,  in  der  oberen  nicht. 

Um  aber  das  Widerstandsmoment  bequem  berechnen  zu  können, 
zieht  man  —  wenigstens  bei  symmetrischen  Querschnittsformen  — 
oben  und  unten  die  Nietlöcher  ab.  Dann  bleibt  die  Nullinie  in 
ihrer  alten  Lage  und  man  erleichtert  sich  die  Bechenarbeit. 

Besonderes:  Wir  wollen  nun  noch  genauer  untersuchen,  welche 
Niete  man  abziehen  muß;  die  horizontalen  oder  die  vertikalen. 
Als  Beispiel  mögen  die  Fig.  146  d — ^f  genommen  werden,  wo  ein 
Träger  ohne  Lamellen,  mit  einer  Lamelle  und  mit  zwei  Lamellen 
gezeichnet  ist.     Man  ersieht  folgendes: 

Beim  Träger  ohne  Lamellen  (Trägheitsmoment  J^,  Fig.  146  d), 
müssen  natürlich  die  horizontalen  Niete  abgezogen  werden.  Und 
zwar  muß  vom  Stehblech  eine  ganze  Nietreihe  abgezogen  werden, 
wie  sie  ja  am  Stoße  oder  am  Anschluß  eines  Aussteifungswinkels 
tatsächlich  auftritt.  Erfahrungsgemäß  beträgt  dieser  Abzug  beim 
Stehblech  rund  ^/^  von  dessen  Trägheitsmoment. 

Bei  J^  (Träger  mit  einer  Lamelle)  kommen  horizontale  und 
vertikale  Niete  vor  (Fig.  146  c),  und  es  fragt  sich  nun,  welche 
abgezogen  werden  müssen.  Bei  einer  ordnungsmäßigen  Vernietung 
sind  die  horizontalen  und  die  vertikalen  Niete  gegeneinander  ver- 
setzt, so  daß  in  einem  Querschnitte  des  Trägers  entweder  nur 
horizontale  oder  nur  vertikale  Niete,  niemals  aber  beide  zu- 
sammen, vorkommen.  Die  vertikalen  Nietlöcher  ergeben  im  all- 
gemeinen mehr  Abzug  als  die  horizontalen  (vgl.  das  Beispiel  §  81a). 
Es  erscheint  also  gerechtfertigt,  bei  der  Ermittlung  von  J^  nur  die 
vertikalen  Nietlöcher  zu  berücksichtigen  (Fig.  146  e),  die  horizontalen 
dagegen  nicht  abzuziehen.  Das  Stehblech  wäre  demnach  bei  J^ 
mit  vollem  Trägheitsmomente  einzusetzen. 

Dieser  Anschauung  hinsichtlich  des  Nietabzuges  steht  aber 
folgendes  Bedenken  entgegen,  das  sich  auf  den  Verlauf  der  even- 
tuellen Bruchfuge  eines  solchen  Trägers  stützt.     Diese  Bruchfuge 
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wird  nämlich  nicht  glatt  in  einem  Querschnitte  des  Balkens  ver- 
laufen. Sie  wird  vielmehr  bei  den  Gurten  in  deren  schwächster 
Stelle  anfangen,  und  dann,  sobald  die  Ourte  zerstört  sind  und 
das  Stehblech  an  die  Beihe  kommt,  in  der  schwächsten  Stelle  des 
Stehbleches  weiterlaufen.  Bei  einem  solchen  zusammengesetzten 
Träger  wird  also  jeder  einzelne  Teil  an  seiner  schwächsten  Stelle 
zerstört  werden,  so  daß  die  gesamte  Bruchfuge  des  Balkens  nicht 
einen  glatten  Querschnitt  bildet,  sondern  in  jedem  Einzelteil  an 
dessen  schwächster  Stelle  verläuft. 

Hiernach  könnte  es  angebracht  scheinen,  bei  Berechnung 
von  J'  auch  das  Stehblech  mit  Nietabzug  zu  nehmen.  Allerdings 
bezieht  sich  die  obige  Betrachtung  auf  den  Zustand  des  Bruches, 
dessen  Spannungsverteilung  von  dem  normalen  Zustande,  solange 
die  Gurte  als  tragend  vorhanden  sind,  natürlich  durchaus  ver- 
schieden ist.  Eine  sichere  Lösung  der  Frage  ließe  sich  nur  durch 
Versuche  erzielen,  indem  man  derartige  Träger  mit  und  ohne 
durchlöchertem  Stehbleche  bis  zum  Bruche  belastet. 

Leider  bestehen  auch  keine  feststehenden  Vorschriften  oder 
Übungen,  ob  man  bei  Berechnung  eines  Trägers  mit  Lamellen 
die  Nietverschwächung  des  Stehbleches  berücksichtigen  soll  oder 
nicht.  Im  Brückenbau  ist  es  wohl  gebräuchlich,  diesen  Abzug 
zu  machen.  Man  hat  dann  auch  beim  Konstruieren  freiere  Hand, 
indem  man  beim  Anwinkeln  anderer  Konstruktionen  an  das  Steh- 
blech die  Anschlußniete  nicht  so  ängstlich  gegen  die  Lamellen- 
niete des  Trägers  versetzen  muß. 

Zusammenfassung:  Beim  Träger  ohne  Lamellen  sind  die  Niete 
im  Stehbleche  und  in  den  vertikalen  Winkelschenkeln  abzuziehen. 
(Vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  horizontalen  Winkelschenkel  nicht 
etwa  infolge  anderweitiger  umstände  ebenfalls  Nietlöcher  ent- 
halten.) Beim  Träger  mit  Lamellen  sind  die  Löcher  in  den  La- 
mellen und  in  den  horizontalen  Winkelschenkeln  abzuziehen.  Für 
das  Stehblech  braucht  eine  Nietverschwächung  nicht  unbedingt 
gerechnet  zu  werden,  falls  die  Niete  tatsächlich  so  angeordnet 
sind,  daß  die  Lamellenniete  und  die  Stehblechniete  stets  gegen- 
einander versetzt  sind. 

Zusatz:  Will  man  die  Verschwächung  des  Stehbleches  infolge 
einer  vertikalen  Nietreihe  genauer  berechnen,  so  kann  man  folgen- 
dermaßen vorgehen: 

Die  Niete  seien  nach  Fig  145  a  angeordnet.  Nietduroh- 
messer =  d ,  Blechstärke  =  d .  Dann  wird  der  Abzug  vom 
Trägheitsmoment 
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infolge  des  Nietes  0:     Tn^d*, 

„         „         „2:     j^dd^  +  dd-y^     usw. 

Die  Werte  -^id^  sind  so  klein,  daß  wir  sie  vernachlässigen 

können.    Wir  erhalten  also  den  gesamten  Abzug 

AJ^dd{y?  +  yS  +  ...  +  y^)2. 
Nun   hatten   wir  im  Anschluß  an  Fig.  145  für  die  Summe 

y?  +  ^2  +  •  •  •  ^^^  Wert       '/ 77-^  gefunden,  worin  A  die  Ent- 

24(n  —  1) 

fernung  der  äußersten  Niete  voneinander  und  n  die  Anzahl  der 

Niete  ist.     Somit  wird 

um  diesen  Betrag  verkleinert  sich  also  das  Trägheitsmoment 
des  Stehbleches  infolge  einer  senkrechten  Nietreihe. 

Wie  bereits  gesagt,  ergibt  diese  genaue  Ausrechnung,  daß 
man  beim  Stehbleoh  rund  V5  seines  Trägheitsmomentes  als  Niet- 
verschwächung absetzen  muß. 


§81a. 
Beispiel:  Yollständige  Durchreclmung  eines  genieteten  Trägers. 

Aufgabe:  Ein  Blechträger  von  l  «  11,00  m  8pa/nnweite  trägt  eine 
feststehende  j  gleichmäßig  verteilte  Nutdast  van  P  =  86000  kg.  Die 
zulässigen  Spannungen  seien :  Normalspannung  Tc  =  1000  kg/qcm, 
Scherspannung  t  =  0j9Tc  =  900  kgjqom  und  Leibungsdruch  p  =  2t 
=  1800  Icgiqcm,     Der  Träger  ist  zu  berechnen  l 

Nach  den  Untersuchungen  dieses  Vortrages  zerfällt  die  Be- 
rechnung eines  solchen  Trägers  in  folgende  einzelne  Abschnitte. 

I.  Berechnung  der  Momente  nnd  erforderlichen  Widerstandsmomente. 

Der  Träger  hat  außer  der  Nutzlast  natürlich  noch  sein  eigenes 
Gewicht  zu  tragen.  Letzteres  schätzen  wir  zu  450  kg/m.  Für 
die  ganze  Länge  beträgt  also  diese  Last: 

0  =  11,00  •  450  =  rd.  5000  kg. 
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Da   die  Nutzlast  P  ebenfalls   eine  unbewegliche  Belastung  sein 
sollte,  können  0  und  P  zu  einer  Oesamtlast 

Q  =  5000  +  85000 
=  90000  kg 

vereinigt  werden.     Für  diese  Belastung  ist  also  der  Träger  zu 
dimensionieren. 

Bei  gleichmäßig  verteilter  Belastung  ist  die  Momentenfläche 
eine  Parabel.     Das  größte  Moment  tritt  in  der  Mitte  auf  und  ist: 

Q  .  l        90,00  •  1100 


M  = 


8  8 

12380  cmt. 


Hieraus  folgt  (mit  Je  =  1000  kg/qcm  =  1,00  t/qcm): 

TTerf  =  Yqq     =  12380  cm3. 

Die  Kurve  der  erforderlichen  Widerstandsmomente  ist  eine  Parabel 
von  der  PfeUhöhe  W  =  12380  cm«.  In  Fig.  146  b  ist  diese  Parabel 
im  Maßstabe:  5000  cm«  Widerstandsmoment  =  1  cm  in  der  Zeich- 
nung, dargestellt.  

II.  Wahl  der  Querschnitte  und  Berechnung  der  Torhandenen 

Widerstandsmomente. 

Als  Grundlage  für  den  Querschnitt  nehmen  wir  ein  Stehblech 
1100  •  12  mm  und  vier  Gurtwinkel  120  •  120  •  13 .  Eine  überschläg- 
liche Eechnung  bzw.  ein  ^Nachschlagen  in  Tabellen  ergibt,  daß  wir 
noch  oben  und  unten  Lamellen  von  rd.  260  •  22  mm  brauchen, 
um  das  größte  erforderliche  Widerstandsmoment  W  =  123jB0cm« 
zu  erreichen.  Wir  wählen  eine  I.  Lamelle  260  •  10  und  eine 
n.  Lamelle  260-12  (Fig.  146  c)  und  berechnen  nun  für  den  Fall, 
daß  dieser  angenommene  Träger  ohne  Lamellen,  mit  einer  La- 
melle und  mit  zwei  Lamellen  ist,  die  vorhandenen  Widerstands- 
momente.    Diese  drei  Fälle  sind  in  Flg.  146  d — f  dargestellt. 

Hinsichtlich  der  Nietabzüge  ergibt  sich  für  diesen  Träger  aus 
§  81,  II  folgendes: 

Das  Stehblech  wird  durch  die  Niete  der  Aussteifungswinkel 
und  durch  die  Niete  des  Stehblechstoßes  geschwächt.  Da  diese 
Niete  zunächst  noch  nicht  bekannt  sind,  wollen  wir  rd.  Ys  ^^ 
Stehblechträgheitsmomentes    als    Nietabzug    absetzen.      Den    ge- 
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Hauen  Wert  können  wir  nachträglich,  bei  Berechnung  der  Stoßniete. 

bestimmen. 

Bei  den  Winkeleisen  müssen  entweder  die  horizontalen  oder 
die  vertikalen  l^iete  abgezogen  werden;  die  ersteren  bei  Berechnung 
von  W^  (Fig.  146  d),  die  letzteren  bei  W  und  TT"  (Fig.  146 e  und  f). 
Für  die  LameUen  kommen  nur  die  vertikalen  Niete  in  Betracht. 

Hiernach  ist  die  folgende  Tabelle  aufgestellt  (vgl.  Fig.  146  d — f): 


Qaersehnittsteil 

Flacheninhalt 
(om«) 

Trfigheil  smoment 
(ohne  Nietabzug) 

(em«) 

Nietabzng  (om*) 

Trägheits- 
moment 
(mit  Nietabzug) 
(cm*) 

horizontale  Niete 

TeiÜkale  Niete 

Stehblech 
!•  110*  1,2 

182,0 

'•2;3"»'=i««» 

4-188 100  »26629 
6 

« 

106480 

188100 

Gurtwinkel 
4-<120-120.1S 

4*1»,7»  118,8 

4.88Bs     1570 
1183 '51,66*  »816820 

4. 23.1,8. 48,0*»28  720 

4.23*13-6435*»85830 

288670 

282060 

817880 

L  L&melle 

2.26,0»   62,0 

62,0.65,6*»  160170 

4.23*1,0.663*   »28840 

181880 

n.  LameUe 
2-26,0*U 

2.81,2-  82^ 

62,4.66.6*»  199900 

4.23.1,2.66,6*   »86870 

164680 

Gesamt: 

»Vs2 

810660 

9»  040 

711620 

Aus  diesen  Beiträgen  der  einzelnen  Querschnittsteile  ergeben  sich 
nun  die  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  des  Gesamtquer- 
schnittes: J^'^W  (Träger  ohne  Lamellen);  J',  W  (mit  der  1.  La- 
melle); J^'y  W^^  (mit  beiden  Lamellen).  Bei  J°  sind  die  horizontalen 
Mete  abgezogen;  bei  J',  J"  nur  die  vertikalen.  Vorsichtiger 
wäre  es  allerdings  gewesen,  bei  J'  und  J"  auch  beim  Stehblech 
einen   Nietabzug  (horizontale  Niete)   zu   machen   (vgl.   §  81,  II). 


Trägheitsmomente 
(cm*) 

Widerstandsmomente 

(cm») 

J»- 

106480 
288670 
395150  cm« 

M'»  — 

W- '— • 

J'« 

133100 
282060 
131830 
546990  cm« 

FF'=- 

^-  »"»«-• 

J"^ 

164530 
71 1 520  cm* 

FT''« 

^-~ 

Fischer,  Statik. 


30 


.1,  Lamelle  ^60  fo 

.LU0.f2O.1i 


Lx  ^amelü  U^- « 


^atngtU  9 so.  10 


«^'Sf-r  TT 


^ 
^ 


Stoßminkai  -itO.  ffO.  f4ß 


%  '4  3ff,^ 


il      i      I      E 


DZietüzeic^ftitn^  / 

4- '"/ 


^ 


L  l  itO.  HO.  -fJ  rv   fi»    »       i-fiu'-terioj.fs    w     «^    «^      ^^fJOfio.fj 

(i) 


(ff) 


Figr.  146. 
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III.  Ermittelung  der  Lamellenläiigeiu 
Die  theoretisch  erforderlichen  Längen  der  Lamellen  ergeben 
sich  rechnerisch  nach  §  79,  I  (erster  Spezialfall): 

I.  Lamelle:    h  -  1100 l/l  -  j2^  ^  1100^1  -  0,580 

«=  1100  yo;420  =  1100 . 0,648  =  713  cm, 

IL  Lamelle:  In  =  1100 l/l  -  -^^  =  1100 yi  -  0,789  =  505  cm. 

In  Fig.  146  b  sind  diese  Lamellenlängen  auch  nach  der  zeichne- 
rischen Methode  bestimmt  (§  79,  I;  Fig.  143). 

Wollte  man  nun  die  Lamellen  so  anschließen,  daß  vor  ihren 
theoretischen  Anfangspunkten  bereits  die  ganze  Lamelle  befestigt 
ist,  so  ergäbe  sich  z.  B.  für  die  1.  Lamelle  folgende  Bechnung:  Der 
Lamellenquerschnitt  ist,    nach   Abzug  zweier  Nietlöcher  von  je 

2,3  cm  0: 

Fl  -  (26,0  -  2  •  2,3)  •  1,0  =  21,4  qcm. 

Er  kann  also  bei  der  vorgeschriebenen  zulässigen  Spannung  k  eine 
Kraft  aufnehmen: 

p  =  jp^.fc  =  21,4.3k(kg). 
Da  ffir  die  (einsohnittigen)  Anschlußniete  die  Beanspruchung  auf 
Abscheren  maßgebend  ist,  müssen  sie  insgesamt  eine  Scherfläche 

haben.  Setzt  man  nun  für  die  anzuschließende  Lamellenkraft  P 
und  die  zulässige  Scherspannung  t  die  berechneten  bzw.  vor- 
geschriebenen Werte  ein, 

P  =  Fr1c    und    t  =  0,9  •  fc , 

so  ergibt  sich  für  die  erforderliche  Scherfläche  der  Niete  die  Größe: 

_        Frk        Fl        21,4       ^^  ^ 

^'•  =  ö;9Ti  =  -ö;9=-ö;9--2^'«^^°^- 

Es  würden  hiernach  sechs  Niete  von  23  mm  0  mit  einer  Scher- 
fläche von 

g    2,3^7t  ^  g   ^  .^g  ^  24^9  qcm 

zu  wählen  sein,  die  paarweise  in  drei  Beihen  zu  setzen  wären. 
In  dieser  Weise  werden  häufig  die  zum  „Einbinden^'  der  La« 
mellen  nötigen  Niete  berechnet. ,  Wie  aber  in  §  79,  II  hingewiesen 
ist,  ist  ein  derartiger  Anschluß  zu  vorsichtig.  Es  genügt,  vor 
den  theoretischen  Anfangspunkt  eine  Querreihe  Niete  zu  setzen. 

80* 
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IT«  Besttmmimg  der  Querkräfte. 

Als  Vorarbeit  zur  ErmitÜung  der  Nietteilung  müssen  die 
•  Querkräfte  bestimmt  werden.  Es  genügt,  einige  Stellen  des  Balkens 
herauszugreifen  und  für  diese  die  Querkräfte  aufzustellen,  und 
zwar  wollen  wir  die  Querschnitte  über  dem  Auflager,  am  Anfange 
der  I.  und  II.  Lamelle,  untersuchen  (Querschnitt  0,  a  und  h  in 
Fig.  146  c). 

Bei  direkt  wirkender,  gleichmäßig  verteilter  Belastung  ist 
die  Eraftsumme  für  irgendeine  Stelle  (§§  59,  76): 

worin  q  die  Belastung  pro  Längeneinheit  bedeutet,  während  x^ 
die  Entfernung  des  betrachteten  Querschnittes  von  der  Träger- 
mitte ist.     Die  Belastung  q  beträgt  bei  unserer  Aufgabe: 

^      .90000.    .  90,00  ,,^ 

Die  Entfernungen  w^'  der  Punkte  a  und  h  sind: 

7,13     ^  5,05  ,    , 

-^    bzw.     -^(m). 

Für  den  Querschnitt  am  Auflager  braucht  man  natürlich  nicht 
die  obige  Formel,  da  an  dieser  Stelle  die  Querkraft  gleich  dem 
Auflagerdruck,  also  gleich  der  halben  Gesamtlast,  ist.  In  dieser 
Weise  sind  für  die  betrachteten  Stellen  0,  a  und  b  die  Querkräfte 
ausgerechnet  (s.  die  folgende  Tabelle  in  Absatz  Y). 


y.  Bestimmung  der  zulässigen  Nietteilung« 

Wir  untersuchen  die  Niete,  die  durch  die  vertikalen  Winkel- 
schenkel und  das  Stehblech  hindurchgehen,  da  diese  mehr  be- 
ansprucht sind  als  die  Lamellenniete  (vgl.  3.  Beispiel  in  §  78). 
Die  Formel  zur  Berechnung  der  größten  zulässigen  Nietteilung  e 

lautet: 

N    J 
.  =  n.-.-. 

Der  durch  diese  Niete  anzuschließende  Querschnittsteil  ist 
die  Gurtung,  bestehend  aus  den  beiden  Gurtwinkeln  bzw.  aus  den 
Gurtwinkeln  mit  einer  oder  zwei  Lamellen.    Zum  Anschlüsse  einer 
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OurtuDg  ist  in  einem  Schnitte  immer  nur  ein  Niet  vorhanden. 
Es  ist  also  in  die  obige  Formel  für  n  der  Wert 

n  « 1 
einzusetzen. 

Für  die  Tragfähigkeit  N  eines  solchen  zweischnittigen  Nietes 
kommt  bei  einem  Durchmesser  von  2,3  cm  die  Beanspruchung 
auf  Leibungsdruck  in  Betracht.  Denn  die  geringste  Leibungs- 
stärke ist  1,2  cm  (Stehblech);  es  ist  also  d  <  0,8ä.  Der  zulässige 
Leibungsdruck  ist  p  =  1800  kg/qcm,  so  daß  sich  ergibt: 

^^  -  2,3  . 1,2  •  1800 

-  4970  kg. 

Die  Querkräfte  Q  sind  bereits  in  dem  vorigen  Absätze  dieses 
Paragraphen  erläutert. 

Die  Trägheitsmomente  J  sind  aus  der  früheren  Tabelle  der 
Trägheitsmomente  (Absatz  II)  zu  entnehmen.  Es  ist  aber  zu  be- 
achten, daß  sie  in  die  Formel  für  die  Nietteüungen  ohne  Niet- 
abzug einzusetzen  sind. 

Die  statischen  Momente  S  der  anzuschließenden  Querschnitts- 
teile müssen  noch  berechnet  werden.  Die  hierzu  nötigen  Flächen- 
inhalte und  Schwerpunktsabstände  können  aus  der  Tabelle  für 
die  Trägheitsmomente  entnommen  werden. 

Hiernach  ist  in  der  folgenden  Tabelle  für  die  betrachteten 
Stellen  0,  a  und  h  des  Trägers  (Fig.  146c)  die  Nietteilung  e  be- 
stimmt. 


Trftger- 
Btelle 

Querkraft 

(t) 

Statisohes 
Moment  8 

(cm») 

Trägheits- 
moment J 

(cm«) 

J 
8 

(cm) 

Nietteilnng  ^^I'-k'-ö 
(cm) 

0 

190,00  =  46,00 

2*20,7*61/S6 
50=^8068 

188100+817890 
Jo"  460490 

147 

Ä-"'-^«^ 

a 

11.00  •    2    '  ^'" 

26,0.66,6-1448 
8a=i5M 

160170 
Ja  a  610660 

186 

Ä'7-»»  =  «^'' 

b 

90,00    6,06 
11,00'    2        ^'^ 

81,2.66^6  =  1706 

199900 
J^»  810660 

129 

Ä'"»-'^" 

5^  =  6272 

Da  man  aus  praktischen  Gründen  die  Nietteilung  nicht  über 
16  cm  nehmen  wird,  würde  man  bei  diesem  Träger  am  Auflager 
mit  ca.  16  cm  Teiluug  beginnen  und  diese  Nietentfemung  auf  der 
ganzen  Trägerlänge  beibehalten.  Die  Stellen  a  und  h  hätten  also 
erar  nicht  untersucht  zu  werden  brauchen. 
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Die  durch  die  Lamellen  hindurchgehenden  Niete  werden  noch 
bedeutend  schwächer  beansprucht  als  die  Niete  durch  Winkel- 
schenkel und  Stehblech  (vgl.  3.  Beispiel  in  §  78).  Aus  praktischen 
Gründen  kann  man  sie  aber  kaum  weiter  setzen  oder  kleinere 
Nietdurchmesser  wählen. 

Annähemngsmethode:  Die  genaue  Berechnung  der  NietteUungen 
macht  ziemlich  viel  Arbeit,  deren  umfang  nicht  im  rechten  Ver- 
hältnis zu  ihrer  Bedeutung  steht.  Oft  kommt  es  außerdem  vor, 
daß  sich  —  wie  auch  beim  vorliegenden  Beispiele  —  schließlich 
eine  zulässige  Nietteilung  ergibt ,  die  man  schon  aus  praktischen 
Gründen  kleiner  wählen  muß.  Deshalb  ist  hier  eine  überschläg- 
liche Bechenmethode  am  Platze.  Diese  besteht  darin,  daß  man 
den  Quotienten  J:8  nicht  ausrechnet,  sondern  ihn  angenähert 
gleich  dem  Abstände  der  beiden  horizontalen  Nietreihen  im  oberen 
und  im  unteren  Gurtwinkel  setzt.  Statt  des  Abstandes  dieser 
Nietreihen  kann  man  auch  die  Höhe  des  Stehbleches  —  h^  — 
einführen,  wodurch  die  Bechnung  noch  bequemer  wird.  Nach 
dieser  Annäherungsmethode  erhält  man  stets  kleinere  Nietteilungen 
als  beim  genauen  Verfahren  und  rechnet  also  zugunsten  der 
Sicherheit.  

VI«  Anordnung  und  Berechnung  der  Stoßyerblndungen. 

Um  den  Träger  bequem  in  zwei  Teilen  nach  der  Baustelle 
transportieren  zu  können,  ist  in  der  Mitte  ein  vollständiger  Stoß 
vorgesehen.  Da  dieser  erst  während  des  Aufsteilens  zusammen- 
genietet wird,  nennt  man  ihn  bekanntlich  einen  „Universal*^-  oder 
„Montagestoß". 

a)  Allgemeine  Anordnung  des  Stoßes. 

Man  kann  einen  solchen  Stoß  in  verschiedener  Weise  an- 
ordnen.    In  Fig.  146  ist  er  folgendermaßen  ausgebildet: 

Das  Stehblech  ist  in  der  Fuge  a — a  gestoßen  (Fig.  146g  und  h). 
Gedeckt  wird  diese  Fuge  durch  zwei  Stoßlaschen  350  •  13,  die  auf 
der  ganzen  Höhe  der  Fuge  (110  cm)  durchgehen.  Um  für  diese 
Stoßlaschen  Platz  zu  machen,  müssen  demnach  die  Gurtwinkcl 
vor  den  Laschen,  an  den  Stellen  /$,  Fig.  146  g,  aufhören. 

Die  Gurtwinkel  sind  also  auf  der  Strecke  ß — ß  unterbrochen 
(Fig.  146g  und  i).  Um  die  links  und  rechts  von  der  Stoßstelle 
liegenden  Teile  eines  Winkels  zu  verbinden,  ist  auf  jeden  der 
Winkel  120  •  120  •  13  ein  Stoßwinkel  110  •  110  •  14  aufgelegt.  Diese 
Stoßwinkel   dienen   also   zur  Überbrückung    der    durchbrochenen 
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Strecke  ß—ß  (Fig.  146  i).  Das  Futter  ist  nur  zur  Ausfüllung  des 
Hohlraumes  da. 

Die  I.  Lamelle  ist  an  derselben  Stelle  gestoßen  wie  das  Steh- 
blech.  Um  für  die  I.  Lamelle  eine  Lasche  zu  erhalten,  ist  aus 
der  II.  Lamelle  ein  Stück  ausgeschnitten.  Letztere  ist  also  auf 
der  Strecke  II — II  unterbrochen  (Fig.  146  g  und  k). 

Die  //.  Lamelle  ist  ihrerseits  durch  die  Lasche  L''  gedeckt. 

h)  Der  Stehhlechstoß. 
Das  Gosamtmoment  an  der  Stoßstelle  ist 

M  =  12380  cmt. 

Der  hiervon  auf  das,  Stehblech  entfallende  Anteil  Jf,  ergibt  sich 
durch  Multiplikation  von  M  mit  dem  Verhältnis  des  Stehblech- 
trägheitsmomentes  zu  dem  Oesamtträgheitsmoment  (§80,11): 

Jf,  -  12380.  g^ggö- 

=-  2030  cmt. 

Dieses  Moment  muß  also  von  den  Laschen  und  Stoßnieten  des 
Stehbleches  aufgenommen  werden. 

Die  Querkraft  ist  an  der  Stoßstelle  gleich  Null. 

(x)  Die  Stoßlaecken.  Da  die  Laschen  die  gleiche  Höhe  haben 
wie  das  Stehblech,  brauchte  jede  nur  in  der  halben  Stehblech- 
stärke  genommen  zu  werden.  Aus  praktischen  Gründen  — 
weil  die  Gurtwinkel  gegen  die  Laschen  stoßen  —  geben  wir 
ihnen  jedoch  dieselbe  Stärke,  die  die  Winkelschenkel  haben,  also 
13  mm. 

ß)  Die  Stoßniete.  Die  I^iete  sind  nach  Fig.  146  h  angeordnet. 
Die  mittleren  10  Niete  haben  gleichen  Durchmesser  und  gleiche 
Abstände  voneinander;  die  äußersten  Niete  H^  haben  anormalen 
Durchmesser  und  Abstand. 

Die  Berechnung  einer  solchen  Stoßverbindung  geschieht  nach 
§  80a,  2.  Aufgabe:  Die  Niete  werden  so  in  Gruppen  geteilt,  daß 
in  jeder  Gruppe  nur  Niete  von  gleichem  Durchmesser  stehen. 
Dann  wird  von  jeder  Gruppe  angeschrieben,  welches  Moment  sie 
übertragen  kann,  und  die  Summe  dieser  Momente  gleich  dem 
aufzunehmenden  Moment  if,  gesetzt.  Auf  diese  Weise  entsteht 
eine  Gleichung  zur  Berechnung  der  Nietkräfte,    um  aber  in  dieser 
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Gleichang    nur    eine    unbekannte  (ffi)    tu   haben,    müssen    alle 

anderen  Kräfte  durch  Hi  ausgedrückt  werden:  ff,  —  ff]  —  •  ^  . 
Für  Fig.  146h  würde  sich  demgemäß  ergeben:  ' 

[Das  von  Hj  zu  übertragende  Moment  ist  direkt  ausgerechnet.  Für 
die  innere  NietgmpiM)  ist,  da  es  sich  um  eine  größere  Anzahl  handdt, 
die  Vereinfachung  mittels  des  Faktors  f  benutzt ;  §  80,  Formel  IV  usw]. 

2H,.97,0  +  fl,]f|.M.^-2030cm^ 

ffi(194  + 215)  =  2030 

Fl  -  4,95  i 

4  95 
LeibuDgsdruck  p^  =  c^  o    -i  n  ""  1>80  t/qcm. 

Hiermit  ist  die  größte  Nietbeanspmchung  am  Stehblechstoße  bestim  m t. 

y)  Verminderwng  des  Siehblechträgheüsmamentes  durch  die  Stoßniete, 
Jetzt,  da  die  Niete  festgelegt  sind,  können  wir  anch  den  genauen 
Betrag  berechnen,  um  den  das  Trägheitsmoment  des  Stehbleches 
durch  die  Stoßniete  vermindert  wird.  Fs  kommen  natürlich  nur  die 
in  einem  Querschnitte  des  Stehbleches  sitzende  Niete  in  Betracht. 

Die  23er  Niete  ergeben  einen  Abzug: 


^Ji«2.2,3.1,2(^)\ 


Der  durch  die  Oruppe  der  20  er  Niete  verursachte  Ausfall  an  Träg- 
heitsmoment ist  nach  §  81,  IE: 

AT       9n   19   7ßwiO(10  +  l) 
JJ,-2,0.1,2.76,5^.3^^^j^— . 

Insgesamt  beträgt  also  der  Nietabzug: 

JJ- 2-2,3. 1,2(^)*+ 2,0. 1,2.  76,5«  ^ly. 

=  13000  +  14300  =  27300cm*. 
Unsere  ursprüngliche  Schätzung  war  also  genügend  genau. 

c)  Der  Stoß  der  Ourte, 
In  Fig.  146  i  ist  der  Stoß  eines  der  unteren  Ourtwinlcel  be- 
sonders  gezeichnet:   Die   in   dem  Winkel   enthaltene  Kraft  wird 
durch  die  Niete  to  in  den  Stoßwinkel  110 -110  «14  geleitet  und 
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von  diesem  auf  der  anderen  Seite  wieder  an  den  Gurtwinkel  zurück* 
geführt.  Die  Spannung  im  Gurtwinkel  nehmen  wir  der  Einfach- 
heit wegen  als  gleichmäßig  verteilt  an,  und  zwar  in  der  Größe  der 
zulässigen  Spannung  Ic .  Bei  einer  Querschnittsfläche  F^  des  Gurt- 
winkels ist  dann  also  eine  Kraft  von  F„»Jc  zu  übertragen.  Da 
für  die  Laschen  die  zulässige  Spannung  natürlich  ebenfalls  h  ist, 
und  für  die  (einschnittigen)  Niete  w  eines  jeden  Winkels  die  zu- 
lässige Scherspannung  t^0,9k  maßgebend  ist,  so  folgt  : 


erforderlicher  Laschenquerschnitt  Fi 


erforderliche  Nietscherfläche 


F. 


F„^Jc 
Je 

Fu,'1c 


F^ 

0,9  Jk        0,9  • 


Der  Stoß  der  (unteren)  Lamellen  ist  in  Fig.  146k  dargestellt. 
Die  Überleitung  der  Kräfte  ist  klar  ersichtlich.  Für  jeden  Über- 
gang einer  Lamellenkraft  in  die  zugehörige  Lasche  ist  eine  be- 
sondere Nietgruppe  vorgesehen.  Die  Schafte  dieser  Niete  sind  in 
Fig.  146  k  nur  so  weit  gezeichnet,  wie  sie  für  die  betreffende  Kraft- 
überleitung wirksam  sind. 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  der  gesamte  Stoß  einer  Gurtung 
mit  den  sich  ergebenden  Beanspruchungen  klargelegt. 


Gestoikener  Teil 

Gestosen  durch 

Dbertragungsniete 

Beanspruchungen        1 

Profil 

Querschnittsfläche 
(cm«) 

Profil 

Quersehnittafl&che 
(cm«) 

AnrAhl 

Scherflftche 
(cm«) 

Laschen 

Niete 

Gurtwinkel 
120.120.18 

29,70-2,8.13  «26,71 

<^110. 110.14 

29,00 -23 -1,4 -=26,78 

7(280) 

7-4,16-29,05 

25,78      *'*^* 

29,06  "^'*^' 

I.  Lamelle 
26,0*1,0 

(26,0-2.2,3)1,0  =  21,40 

26,0.1,2 

(26,0-2.23)13  »26,68 

6(280) 

6.4,15  =  24,90 

^'^*  =  OÄt 
26,68  ^'^* 

24,90  -^* 

n.  Lamelle 
26,0 -l^S 

(26,0-2.2,8)1,2  »25,68 

26,0 . 1,2 

2638 

8(280) 

8.4,15  =  88,20 

1,00  ib 

26,68*     ^_,. 
8830  '^'''* 

Gesamt: 

78,79 

77,14 

87,15 

Die  geringe  Mehrbeanspruchung  bei  den  Laschen  und  bieten  der 
Gurtwinkel  ist  unbedenklich,  da  in  den  Winkeln  ja  tatsäch« 
lieh  nicht  die  zulässige  Biegungsspannung  Jc^  sondern  höchstens 


1C' 


55,0 
57,2 


0,96  Tc  herrschen   kann.     Außerdem   findet  bei  einem 


solchen  Stoße  unzweifelhaft  ein  gewisser  Ausgleich  innerhalb  der 
verschiedenen  Laschen  statt. 

Zusatz  1:  Ist  an  der  Stoßstelle  das  Material  bedeutend  unter 
der  zulässigen  Spannung  beansprucht,  so  wird  man  die  zu  über- 
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tragenden   Kräfte   natürlich   nicht   auf   Grund   der  Spannung  Jc^ 

M 
sondern   der  wirklich  vorhandenen   Spannung  a »  -=  berechnen. 

Ww 

Zusatz  2:  Man  ordne  die  Stoßfugen  und  Laschen  so  an,  daß 
die  Überleitung  der  Kräfte  klar  nachweisbar  ist.  Jeder  Niet  hat 
dann  eine  bestimmte  Aufgabe.  Er  wirkt  wie  ein  Dorn,  der  die 
beiden  aufeinanderliegenden  Konstruktionsteile  verbindet  (Fig.  146  i 
und  k).  Zu  jedem  dieser  Dorne  gehört  dann  eine  bestimmte 
Scherfläche  und  Leibungsstärke,  die  durch  eine  bestimmte  Kraft- 
überleitung in  Anspruch  genommen  werden. 


yiL  Aiusteitongen  des  Stehbleohei. 

um  ein  Einknicken  (Falten)  des  Stehbleches  zu  verhindern, 
wird  es  durch  ^^Aussteifungsvoinkel^^  verstärkt.  Theoretisch  läßt 
sich  deren  Beanspruchung  nicht  verfolgen.  Am  Auflager,  wo 
die  größten  Querkräfte  und  Schubspannungen  auftreten,  ist 
diese  Aussteifung  besonders  nötig.  Für  unseren  Fall  nehmen 
wir   <  80 -80 -10.  

yiU.  Berechnung  eines  Lagers. 

Zum  Schlüsse  dieses  Beispiels  mögen  die  Formeln  zur  Be- 
rechnung eines  einfachen  Tangentiallagers  abgeleitet  werden. 

Der  Auflagerdruck  sei  A,  Damit  er  auch  dann,  wenn  der 
Träger  sich  durchbiegt,  möglichst  auf  der  Mittellinie  m — m 
der  Platte  (Fig.  147b)  bleibt,  geben  wir  dieser  eine  kleine  Wöl- 
bung (Tangentiallager).  Unter  der  Vorraussetzung,  daß  die  Platte 
einen  starren  Körper  bildet,  kann  man  eine  ziemlich  gleichmäßige 
Verteilung  des  Druckes  in  der  Grundfläche  a  X  ^  annehmen.  Es 
entfällt  dann  auf  ein  Quadratzentimeter  der  Berührungsfläche 
zwischen  Platte  und  Mauerwerk  bzw.  Unterlagstein,  die 

A 
Pressung     p  =  — r  . 

Nimmt  man  für  p  einen  zulässigen  Wert  an,  so  kann  man 
aus  dieser  Formel  die  erforderliche  Grundfläche  a^h  bestimmen. 

Die  Stärke  d  der  Platte  ergibt  sich  aus  der  Biegungsbean- 
spruchung. In  der  Breitenrichtung  h  (Fig.  147  c)  haben  wir  oben 
die  verteilte  Belastung  A  und  unten  au  jeder  Stelle  den  Gegen- 
druck   des   Mauerwerkes   (Auflagersteines).     In    dieser    Bichtung 
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kann  also  kein  Abbiegen  der  Platte  eintreten.  Wohl  aber  in 
Bichtung  der  Länge  a  (Fig.  147  a).  Hier  haben  wir  die  Belastung 
an  der  oberen  Fläche  nur  im  Punkte  nt;  an  der  unteren  Fläche 
sind  die  Kräfte  auf  die  Länge  a  verteilt,  so  daß  ein  Durchbiegen 
der  Platte  eintreten  wird.  Das  Biegungsmoment  infolge  der 
unteren  Belastung  {p)  ist  für  einen  Querschnitt  um  so  gröfier, 
je  näher  er  nach  der  Mitte  m  liegt.  Der  gefährliche  Querschnitt 
ist  augenscheinlich  bei  af — <x  (Fig.  147  a  und  b).  Denn  hier  hat 
das  Biegungsmoment  beinahe  seinen  Größtwert  erreicht,  während 
der  Querschnitt  nur  mit  der  Höhe  a^— a ,  ohne  Verstärkungs- 
rippe Bj  zu  rechnen  ist.     Für  einen  Querschnitt,  der  noch  mehr 

(a) 


jn, 


Fig.  147. 


nach  der  Mitte  zu  liegt,  ist  das  Biegungsmoment  zwar  etwas 
größer;  dafür  hat  aber  auch  das  Widerstandsmoment  durch  das 
Hinzutreten  der  Rippe  R  bedeutend  zugenommen,  so  daß  sich 
eine  kleinere  Biegungsspannung  ergeben  wird,  um  nun  die 
Untersuchung  zu  vereinfachen,  rechnen  wir  so:  Wir  stellen  das 
Biegungsmoment  für  die  Mitte,  m ,  in  Eechnung,  berücksichtigen 
aber  nur  den  Querschnitt  an  der  Stelle  <x  — dx  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  den  Querschnitt  in  der  Mitte  ohne  Ver- 
stärkungsrippe i2.     Das  Moment  für  die  Mitte  ist  (Fig.  147  a) 

3f  =  ^^.^a  =  -g-; 

denn  die  Ersatzkraft  sämtlicher  auf  der  einen  Seite  von  m  wir- 
kenden Drücke  ist  gleich  dem  halben  Auflagerdruck  A ,  und  der 

Abstand   ist  -pa.     Für  das  Widerstandsmoment  kommt  der  in 
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Fig.  147  c  schraffierte  Querschnitt  in  Betracht.  Wir  rechnen 
für  ihn 

d.  h.,  wir  nehmen  ihn  als  ein  Rechteck  hy^d  a^n  nnd  lassen 
die  Bippe  R'  und  die  oberen  seitlichen  Führungen  ebenfalls  un- 
berücksichtigt. Dann  findet  sich  die  größte  Spannung  in  der 
Lagerplatte  1 

M       8 


W       1 

Für  den  vorliegenden  Fall  ergibt  sich  also  folgende  Bech- 

nung:   Es  ist 

A  »  45000  kg. 
Ferner  nehmen  wir 

a  =»  &  »  50,0  cm ;     d  =  5,8  cm. 
Dann  wird 

-.      45000-50      oQiORA       , 
M  = 5 i=  281 250  cmkg, 

o 

W  -  4-  50  .  5,8«  =  281  cm«. 
6 

Hieraus  folgen  die  Beanspruchungen: 

Pressung  auf  den  Unterlagstein    p  =»  =  18  kg/qcm, 

281250 
Biegungsspannung  der  Platte         o  =»  — ^r^ —  =  1000  kg/qcm. 

Zol 

Für  den  ünterlagstein  ist  z.B.  fester  Sandstein  zu  verwenden, 
für  die  Platte  ist  Stahl  erforderlich. 

Will  man  die  Bippe  B'  und  die  Führungsleisten  berück- 
sichtigen, so  muß  man  erst  die  Lage  der  Schwerachse  s — s  und 
für  diese  das  Trägheitsmoment  ausrechnen,  und  findet  dann  die 

größten  Spannungen 

"if- 

Oj  =  — —  «1  •  (in  der  obersten  Schicht), 

M 
02  =  +  -7-  ^  •  (in  der  untersten  Schicht). 

Häufig  ergeben  sich  diese  Spannungen  aber  größer  als  die 
für  das  Bechteck  berechneten;  denn  das  Trägheitsmoment  hat 
durch  das  Hinzukommen  der  Bippe  und  der  Führungen  wenig 
zugenommen,  während  die  Entfernungen  der  äußersten  Fasern 
bedeutend  größer  geworden  sind. 
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Übongsauf  ^be : 
Konstruiere  den  in  Fig.  121,  122  dargestellten  Brückenträgert 
Es  sind  hierbei  also  der  Beihe  nach  zu  bestimmen: 
Momente,  Querschnitte,  Lamellenlängen; 
Querkrafte,  Nietteilungen; 
Stofiverbindungen ; 
Lager. 


14.  Vortrag: 
Bereehnnng  yon  Durehbiegnngeiu 

Neben  genügender  Sicherheit  gegen  Bruchgefahr  muß  jede 
Konstruktion  auch  Gewähr  gegen  zu  große  Durchbiegungen  besitzen. 
Letztere  können  —  namentlich  bei  beweglicher  Last  —  leicht  zu 
Schwingungen  des  Balkens  Veranlassung  geben,  die  die  Sicher- 
heit des  Bauwerkes  gefährden.  Aus  diesem  Grunde  ist  es  in 
vielen  Fällen  notwendig,  auch  die  Durchbiegungen  zu  unter- 
suchen. Außerdem  wird  sich  die  Theorie  der  elastischen  Form- 
änderungen   als   nötig  erweisen   zur   Untersuchung  von    statisch 

unbestimmt  gelagerten  Trägern. 

Zunächst  wollen  wir  zwei  Voraufgaben  erledigen  (§  82  bis  §  83  a). 

Aus  diesen  folgen  dann  mit  Leichtigkeit  alle  weiteren  Biegungs- 
untersuchungen. 

§82. 
Der  Drehungswinkel  zweier  Querschnitte  gegeneinander. 

1.  Die  Qnergchnitte  Hegen  nnendlich  nahe  beieinander. 

In  Fig.  148  a  stelle  die  stark  gezeichnete  Linie  ein  Stuck 
eines  auf  Biegung  beanspruchten  Stabes  dar.  Es  ist  für  das 
Folgende  gleichgültig,  ob  es  sich  um  einen  Träger  auf  zwei 
Stützen,  einen  Freiträger  oder  um  einen  Teil  einer  größeren,  sta- 
tisch bestimmten  oder  statisch  unbestimmten  Konstruktion  han- 
delt. Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Momente  für  die  einzelnen 
Querschnitte  bereits  berechnet  und  in  den  botreffenden  Punkten 
graphisch  aufgetragen  sind.  Die  in  Fig.  148  a  gezeichnete  Fläche 
stellt  also  nicht  die  Belastungen  dar,  sondern  bedeutet  die 
Momentenfläche.  Der  Einfachheit  wegen  ist  sie  direkt  auf  den 
Träger  aufgezeichnet. 

In  Fig.  148  c  ist  nun  das  Stück  x  im  ursprünglichen  Zustand 
(vor   der   Durchbiegung)    und    in   Fig.  148  d  im   durchgebogenen 
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Zustand  in  grdßereni  Mafistabe  dargestellt.  Ich  denke  mir  die 
Länge  x  durch  eine  große  Anzahl  von  Schnitten  in  lauter  Stöcke 
von  der  sehr  kleinen  Länge  u  zerlegt.  Die  neutrale  Faserschicht 
sei  NN'.  Dieses  möge  also  die  Schicht  sein,  die  ihre  oispröng- 
liche  Länge  beibehält.  Für  eine  andere  Faserschicht,  z.  B.  Schicht 
a  b  zwischen  Schnitt  0  und  Schnitt  1 ,  berechnen  wir  dann  die 
Spannung  naoh  der  allgemeinen  Biegnngsfoimel 
M 

Das  Moment  M  ändert  sich  von  Querschnitt  za  Querschnitt. 
Wenn  wir  aber  die  Entfernung  u  zweier  Querschnitte  unendlich 


/&} 


Fig.  148. 

klein  nehmen,  ist  die  Zu-  oder  Abnahme,  die  das  Moment  inner- 
halb einer  solchen  unendlich  kleinen  Strecke  erfährt,  ebenfalls 
nor  unendlich  klein.  Wir  können  dann  also,  ohne  daß  dadurch 
ein  Fehler  von  endlicher  OröQe  in  die  Bechnung  hineinkommt, 
für  jeden  Abschnitt  u  einen  konstanten  Mittelwert  des  Momentes 
einführen.  Er  werde  für  die  erste  Strecke  mit  Jfci-i  bezeichnet 
(Fig.  14Sa).  Da  wir  außerdem  den  allgemeinen  Fall  annehmen 
wollen,  daQ  auch  die  Trägheitsmomente  des  Balkens  an  den 
einzelnen  Querschnitten  verschieden  sind,  so  führen  wir  für  das 
Trägheitemoment  auf  der  ersten  Strecke  u  ebenfalls  einen  Mittel- 
wert, Jo-n  ^>i^-  Der  Abstand  y  ist  beliebig  genommen.  Wir 
erhalten  dann  die  Spannung  in  der  Schicht  ab: 
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Die  durch  diese  Spannung  hervorgerufene  Dehnung   ergibt   sich 
hieraus:  ,, 

£        E  •  t/o-i 
und  das  Stück  ^-i,   um   das  die  ursprüngliche  Länge  u  dieser 
Schicht  zunimmt:  „ 

Ziehen  wir  nun  in  Fig.  148  d  durch  N  die  Parallele  zu  1 — 1',  so  ist 
a'b  gleich  der  Länge  u,  folglich  aa'  gleich  der  Verlängerung  i^^i. 
Den  Winkel  aNa^  bezeichne  ich  mit  9?o-i»  ^^  wollen  seine 
Größe  nicht,  wie  gewöhnlich,  in  Orad,  Minuten  und  Sekunden 
messen;  sondern  wir  bestimmen  sie  dadurch,  daß  wir  angeben,  in 
welchem  Verhältnis  der  zu  diesem  Winkel  gehörige  Kreisbogen 
zum  Badius  steht.  Augenscheinlich  kann  man  auf  diese  Weise 
die  Größe  eines  Winkels  ebensogut  bestimmen  wie  durch  die 
Angabe  der  Grade.  Für  einen  Winkel  von  z.  B.  360**  ist  das  Ver- 
hältnis von  Kreisbogen  zu  Badius  gleich  2fji:f»2jr»  6,28 ;  für 

einen  Winkel  von  180®:)  ^2 fjr:f==  71  =  3,14;   für  einen   Winkel 

1  TT 

von  90°:)   —  2r7r  :f  « -^  =  1,57  ;    für    einen   Winkel    von    20'':) 

1  1 

2r7i:r==  -z-7t  ^  0,35 ,   usw.     In   der   höheren  Mathematik   ist 


18  9 

diese  Methode,  die  Winkel  durch  „Bogenmaß'^  zu  messen,  all- 
gemein üblich,  da  sie  die  zweckmäßigere  ist.  Haben  wir  dann  bei 
einer  in  dieser  Weise  durchgeführten  Bechnung  für  einen  Winkel 
beispielsweise  die  Größe  von  1,96  (unbenannte  Zahl)  gefunden,  so 
können  wir  diese  Größe  natürlich  auch  in  Grad  umrechnen: 

ein  Winkel  von  der  Größe  n       ist  gleich  180® 

196  180°  .1,96 

Um  nun  die  Größe  des  Winkels  <Pq^i  zu  bestimmen,  beachten 
wir,  daß  wir  mit  genügender  Genauigkeit  die  Verlängerung  Xq^^ 
als  einen  Kreisbogen  mit  dem  Badius  y  um  den  Punkt  N  als 
Mittelpunkt  auffassen  können.  Die  Größe  des  Winkels  <Po~if  iii 
Bogenmaß  ausgedrückt,  ist  also 


9^0-1 


y  -B-Jo-i     y 
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Verlängern  wir  die  Linien  0 — 0'  nnd  1 — V  bis  zu  ihrem 
Schnittpunkte  0^1^  so  erscheint  an  dieser  Stelle  ebenfsdls  der 
Winkel  9E7o_|  .  Wir  wollen  ihn  jetzt  den  Drehungswinkel  von 
Schnitt  0  gegen  Schnitt  1  nennen,  weil  diese  beiden  Querschnitte 
sich  infolge  der  Durchbiegung  um  diesen  Winkel  q)^^^  gegen- 
einander gedreht  haben.  Er  ist  also  derjenige  Winkel,  den  die 
beiden  Schnitte  nach  der  Durchbiegung  miteinander  einschließen. 
Durch  die  obige  Gleichung  ist  seine  Oröße  im  Bogenmaß  bestimmt. 

Oehen  wir  jetzt  zu  zwei  folgenden  Schnitten,  so  finden  wir 
deren  Drehungswinkel  9?!.,  in  Fig.  148  in  genau  entsprechender 
Weise  zu:  ,. 

worin  ifi-2  und  J^.}  ^^  Biegungs-   und   das  Trägheitsmoment 
zwischen  den  Schnitten  1  und  2  sind.     Ferner  ergibt  sich 


Drehungswinkel  von  Schnitt  2  gegen  3i  9^7^.3  — > 


j>  »  79       ^      ff      ^  •  9^8-»  —  ^ — f • 

Allgemein  bekommen  wir  also  den  Drehungswinkel  zweier 
unendlich  benachbarter  Schnitte  gegeneinander,  indem  wir  das  an 
dieser  Stelle  befindliche  Biegungsmoment  multiplizieren  mit  dem 
unendlich  kleinen  Abstand  u  der  beiden  Querschnitte  und  divi- 
dieren durch  das  Produkt  aus  Elastizitätsmodul  mal  Trägheits- 
moment an  der  betreffenden  Stelle. 

2.  Die  Querschnitte  haben  eine  endliche  Entfernung  x  voneinander. 

Um  nun  den  Drehungswinkel  der  beiden  Querschnitte  0  und  n 
gegeneinander  zu  finden,  yerlängem  wir  die  Linie  n — n'  bis  zum 
Punkte  ö,  n  (Fig.  148 d).  Dann  ist  zunächst  <9?8-ii  ■=<«•  Hier- 
mit ergibt  sich 

(da  der  Außenwinkel  am  Dreieck  gleich  der  Summe  der  beiden 
ihm  gegenüberliegenden  Dreieckswinkel  ist).    Weiterhin  finden  wir 

und  schließlich 
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Der  Winkel  9?o-fi  ist  derjenige,  den  die  beiden  Querschnitte  0 
und  n  nach  der  Durchbiegung  einschließen;  er  ist  also  der  Drehungs- 
winkel von  0  gegen  n.  Setzen  wir  nun  für  <(Po^i  nsw,  die  vor- 
hin bestimmten  Werte  ein,  so  wird 

"^^^o-n ^    j         r  -^    j         r  -^    j         r  -^    f        • 

iJ^'t/Q_l  iJ^-t/j-J  iJf't/j.J  Jij'Ui^^ 

Für  den  fast  stets  vorliegenden  Fall,  daß  das  Material  des 
Stabes  und  also  auch  sein  Elastizitätsmodul  sich  innerhalb  der 
Strecke  x  nicht  verändern,  ziehen  wir  E  vor  die  Klammer  und 
erhalten 


(I) 


Die  Anzahl  der  in  der  Klammer  enthaltenen  Olieder  ist  unendlich 
groß,  da  die  Entfernung  «  der  einzelnen  Querschnitte  voneinander 
unendlich  klein  genommen  werden  mußte,  und  wir  also  eine  un- 
endlich große  Anzahl  von  TeQen  erhalten  haben. 
Die  Ermittelung  dieser  Summe 

,  f-  ... 

ist  eine  Aufgabe  der  Integralrechnung.  Wir  können  sie  aber  mit 
Hilfe  einiger  geometrischen  Betrachtungen  auch  auf  elementare 
Weise  finden.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Ordinaten  Jfo-i» 
if|.2  usw.  der  Momentenfläche  Fig.  148a  durch  die  an  den  be- 
treffenden Stellen  vorhandenen  Trägheitsmomente  Jq-i'  ^i-t  ^^^' 
dividiert,  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Werte  durch  Strecken 
dargestellt  und  deren  Endpunkte  miteinander  verbunden  (Fig.  148  b), 
so  erhalten  wir  eine  neue  Fläche,  die  wir  die  „verzerrte  Momenten- 
fläche^  ^  nennen  wollen.  Der  erste  Streifen  dieser  Fläche  (in  Fig.  148  b 

M 
rechtssteigend  schraffiert)  hat  also  die  Höhe    J^"^  .  Sein  Flächen- 

M  ^"^ 

Inhalt   ergibt  sich   zu     J^"^  »ii,    da   wir  ihn   als   ein   unendlich 

t/o-i 
schmales  Trapez  ansehen  können.  Der  Inhalt  des  zweiten  Streifens 

M 
ist  entsprechend     ^"^  -Uj   und   der  Inhalt   der  gesamten   ver- 

zerrten  Momentenfläche  ist  somit 

Jfo-l'ti  ^1-2 '^     , 

U   ■■       f  »         T  r  '  ••  i 

Fischer,  Statik.  31 
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er  ist  also  eine  graphieehe  Darsteütmg  der  in  der  obigen  Klammer 
enthaltenen  Summe.  Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (I)  ein^ 
so  erhalten  wir 

(II)  <9.o.«  «  ^  ; 

d.  h.  der  Drehungawinkel  »weier  Querschnitte  gegeneinander  ist  gleich 
der  zwischen  diesen  Querschnitten  liegenden  verzerrten  Momenten- 
fläche^  dividiert  durch  den  Elastizitätsmodul  des  Stabes. 

Die  verzerrte  Momentenfläche  ^'  ist  immer  sehr  leicht  zq 
finden.  Für  den  besonders  häufig  vorkommenden  Fall,  daß  der 
Träger  konstantes  Trägheitsmoment  hat,  daß  also  J^. ^  =  J^  .^ « . . . 
gleich  einem  bestimmten  Werte  J  ist,  ist  ^^  nichts  anderes  als 

die  im  -y- fachen  Maßstabe  aufgetragene  Momentenfläche  ^  von 
Fig.  148  a.  (Jede  der  Ordinaten  Jfo-19  -9fi-s  ^^^«  ^^  ^™  clas 
—  -fache  verkleinert.)   In  diesem  Falle  brauchen  wir  die  Fläche  ^' 

gar  nicht  zu  zeichnen,  sondern  nehmen  den  Inhalt  der  Fläche  ^ 
und  dividieren  diesen  durch  J.  In  dem  anderen,  sehr  oft  vor- 
kommenden Fall,  daß  das  Trägheitsmoment  auf  eine  Strecke  x^. 
einen  bestimmten  Wert  J^,  dann  eine  Strecke  x^  hindurch  einen 
Wert  J^,  dann  J^  usw.  hat  (Träger  mit  Lamellen),  finden  wir 
die  verzerrte  Momentenfläche  §',  indem  wir  das  erste,  Xq  lange 

Stück  der  Momentenfläche  ^  im  -=t-- fachen  Maßstäbe,  das  nächste 

1  "^ 

Stück  im  -yj- fachen  Maßstabe  aufzeichnen,  usw.  Für  den  all- 
gemeinen Fall,  daß  das  Trägheitsmoment  sich  von  Punkt  zu  Punkt 
ändert  (Konsole,  Kranausleger  usw.),  nehmen  wir  entweder  ein 
mittleres  Trägheitsmoment  an,  oder  wir  teilen  die  Momenten- 
fläche §  in  eine  Anzahl  Teile  und  dividieren  die  Höhe  eines  jeden 
Teiles  durch   das  an  dieser  Stelle  befindliche  Trägheitsmoment. 

§82a. 
Beispiele  zu  §  82. 

Erste  Aufgabe« 

Ein  Träger  I  N.-P.  30  von  l  =  800  cm  Länge  trage  eine  gleich- 
mäßig verteilte  Last  von  P  «  6500  kg.  Der  Drehungswinkel  des 
ersten  und  des  letzten  Querschnittes  gegeneinander  soll  bestimmt 
werden! 
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PJ^ 


In  Fig.  149  a  ist  dieser  Träger  in  seiner  ursprünglichen,  ge- 
raden Gestalt,  und  in  Fig.  149  b  im  dnrohgebogenen  Zustande  ge- 
zeichnet. Wir  sollen  nun  den  Winkel  9^0 _n  bestimmen,  den  die 
Querschnitte  0  und  n  miteinander  einschließen.  Zu  seiner  Berech- 
nung brauchen  wir  die  verzerrte  Momentenfläche.  Die  normale 
Momentenfläche  ist  in  Fig.  149  c  dargestellt.  Sie  ist  für  gleich- 
mäßig verteQte  Belastung  be- 
kanntlich eine  Parabel  mit  der 


Pfeilhöhe  "ö-PZ.  Aus  der  Mathe- 

o 

matik  ist  bekannt  (§  55),  daß 
der  Inhalt  eines  Parabelab- 
schnittes  gleich  ^/,  von  dem  In- 
halt des  umschriebenen  Becht- 
eckes  ist.  Wir  bekommen  also 
als  Inhalt  der  normalen  Mo- 
mentenfläche 

PI      J^ 

8    ""  12 

Nun  müssen  wir  jede  Ordinate 
dieser  Momentenfläche  dividie- 
ren durch  das  an  der  betreffen- 
den Stelle  vorhandene  Träg- 
heitsmoment, um  die  verzerrte 
Momentenfläche  zu  erhalten. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  aber  \Pl\ 
das  Trägheitsmoment  für  alle  ^ 
Stellen  dasselbe,  da  es  sich  um 
einen  Wälzträger  handelt;  und 
zwar    ist    nach    den   Tabellen 


8-1' 


PZ«. 


I*-  ^00 '\ 


Fig.  149. 


J  =  9785  cm*.    Wir   bekommen   also   den  Inhält  der  verzerrten 

Momentenfläche 

1    PI« 

12    J    • 


3f     -    jT- 


Hiermit  ergibt  sich  (bei  einem  Elastizitätsmodul  JS7«  2 150000  kg/qcm) 
der  Drehungswinkel 

1   Pi« 


^0-  "  -E 


12  BJ 
6500  kg .  (800  cm)» 


12  2150000  kg/cm«  •  9785  cm 


4  » 


81* 
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1         6500  kg  >  640000  cm« 
'^ö-  ~  12  2150000  kg/cm«.  9785  cm*  ' 
(po-n  =*  0,0165. 
Dieses  ist  also  die,  im  Bogenmaß  gemessene,  Größe  des  Winkels 
9^0 _M.     Mit  anderen  Worten:  Wenn  wir  um  den  Punkt  0,n  mit 
einem   beliebigen   Badios  r  den   Kreis  schlagen,    so    ergibt    die 
Länge  des  Bogens  b  dividiert  durch  die  Länge  des  Eadius  r  die 
Zahl  0,0165;   es  ist  also  5  »  0,01 65 «r.    Nehmen   wir  r  gerade 
gleich  1,0  cm,  so  wird  der  Bogeu  h  gleich  0,0165  cm.    Man  sieht, 
daß  die  wirklich  zustande  kommende  Drehung  der  Querschnitte 
natürlich  bedeutend  kleiner  ist,  als  in  Fig.  149  b  der  Deutlichkeit 
wegen  gezeichnet  wurde.    Zur  Übung  wollen  wir  dieses  Bogen- 
maß auch  noch  in  Oradmaß  umrechnen.    Wir  erhalten  dann  die 
Anzahl  x  der  Orade  aus  der  Gleichung 

0?:  360^«  0,01 65r:2f^, 

0,0165-360 
^  = 2^ --^^ 

Dieses  ist  also  die  im  Oradmaß  gemessene  Größe  des  Winkels  «po-n  • 

Zweite  Aufgabe« 

Der  Winlcelf  unter  dem  sich  zwei  Stahelemente  im  durch- 
gebogenen Zustande  schneiden^  ist  zu  bestimmen! 

An  Fig.  149  b  wollen  wir  noch  folgende  Betrachtung  knüpfen. 
Wenn  wir  das  erste  und  das  letzte  Stück  der  Stabachse  gerad- 
linig verlängern  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  «,  so  entsteht  ein 
Viereck  s — 0 — {o,n) — n,  mit  den  beiden  rechten  Winkeln  bei  0 
und  bei  n .  Daraus  folgt,  daß  in  diesem  Viereck  <  x  +  <  q?o-n 
=^  2£  ist.  Andererseits  ist  aber  auch  der  Winkel  j'o-ii  i^  Fig.  149  b 
mit  dem  Winkel  (X  zusammen  gleich  2JS.     Mithin  ist: 

Der  Winhel  ^o-ny  tmterdem  sich  zwei  StabeHemente  resp. deren  Verlänge- 
rungen schneiden^  ist  also  ebenso  groß  wie  der  DrehungsvnnJcei  q>o^n 
der  beiden  senkrecht  zu  diesen  Stabelementen  stehenden  Querschnitte. 

Zusatz.  In  Fig.  148  und  149  sind  positive  Momente  ange- 
nommen (oben  Druck,  unten  Zug).  Dann  krümmt  sich  der  Balken 
nach  unten.  Bei  negativen  Momenten  (oben  Zug,  unten  Druck) 
wölbt  er  sich  nach  oben.  Man  merke  sich  den  anschaulichen  Zu- 
sammenhang: 

Positiyes  Moment:   Krümmung  der  betreffenden  Stelle  n^, 
JMegatiyes       ,)      :  j,  ,,  ,,  ,«       ^— «* . 
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§83. 

Die  A1)sclinitte  der  einzelnen  Stabelemente  aul  einer  rechtwinklig 

znm  Stabe  gezogenen  Geraden. 

In  Fig.  150b  stelle  ab  einen  Teil  eines  Balkens  dar,  der 
irgendwie  belastet  nnd  irgendwie  gestützt  ist.  %^  (Fig.  150  a)  sei 
die  zn  dieser  Belastung  nnd  Stützung  gehörige  verzerrte  Mo- 
mentenfläche (d.  h.  wir  haben  für  jede  Stelle  des  Balkens  das 
Moment  M  ansgerechnet,  dieses  Moment  durch  das  an  der  be- 
treffenden Stelle  vorhandene  Trägheitsmoment  dividiert  und  dann 
aufgetragen),  ^un  denke  ich  mir  die  Stabachse  in  die  Stücke  0  y 
1  j  2  .  .  .n  zerlegt.  Im  durchgebogenen  Zustande  (Fig.  150c) 
schließen  diese  Stabelemente  die  Winkel  ^o-if  7i-2  nsw.  mitein- 
ander ein.  Am  Sciüusse  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir 
gesehen,  daß  diese  Winkel  ebenso  groß  sind  wie  die  entsprechenden 
Drehungswinkel  (p/  Es  ist  aiao  z.B.  der  Winkel  yi^^  (zwischen 
den  beiden  Stabelementen  1  und  2,  gleich,  dem  Winkel  (pi^2j  den 
die  zu  diesen  Stabelementen  gehörigen  Querschnitte  (1)  und  (2) 
miteinander  bilden.  Da  .nun  dieser  Winkel  gleich  ist  dem 
zwischen  den  Querschnitten  (1)  und  (2)  liegenden  Teile  fa  der  ver- 
zerrten Momentenfläche,  dividiert  durch  den  Elastizitätsmodul  B , 
so  folgt,  daß  auch  yi^^  gleich  ^i:E  ist.  Wir  finden  also  irgend- 
einen Winkel  y  von  Fig.  150  c,  indem  wir  die  Mitten  der  beiden 
zu  diesem  Winkel  gehörigen  Stabelemente  hinaufloten  und  den 
hierdurch  bestimmten  Streifen  der  Fläche  ^^  durch  den  Elasti- 
zitätsmodul E  dividieren.  In  Wirklichkeit  müssen  natürlich  die 
Stabelemente  unendlich  klein  genommen  werden;  denn  der  Stab 
besteht  im  durchgebogenen  Zustande  nicht  aus  einzelnen  Knicken, 
sondern  bildet  eine  kontinuierlich  durchlaufende  Linie.  Der  erste 
Winkel  y  liegt  also  unmittelbar  am  Auflager;  der  zu  ihm  ge- 
hörige Streifen  der  Fläche  ^^  fängt  mithin  bei  a  an.  Daran  reiht 
sich  dann  der  nächste,  unendlich  schmale  Streifen,  durch  den  der 
nächste  Winkel  y  bestimmt  ist;  usw. 

Nun  wollen  wir  an  beliebiger  SteUe  eine  Linie  L — L  senk- 
recht zu  der  Linie  a^y  ziehen  und  alle  Stabelemente  bis  zu  dieser 
Linie  verlängern.  Das  Stück,  das  auf  L—L  durch  die  Verlänge- 
rungen r  und  2^  zweier  beliebiger  Stabelemente,  z.  B.  1  und  2, 
abgeschnitten  wird,  nenne  ich  «x-s  (Eig.  150c).  Die  Berechnung 
von  ü^i.s  wird  nun  dadurch  vereinfacht,  daß  der  Unterschied 
zwischen  der  ursprünglichen  und  der  durchgebogenen  Gestalt  des 
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Balkens  sehr  gering  ist.  Das  Dreieck  1' — 2' — Zi^%  sieht  in  Wirk- 
lichkeit nicht  so  ans,  wie  es  in  Fig.  150  c  der  Deutlichkeit  wogen 
gezeichnet  wurde,  sondern  ungefähr  so,  wie  Fig.  150  d  zeigt.  Die 
Linie  X— -i/,  die  zu  der  Linie  a'h'  senkrecht  gezogen  wurde, 
kann  also  auch  als  zu  der  Linie  V  oder  2'  senkredit  stehend  an- 
genommen werden.  Da  nun  ferner  ein  unendlich  kleiner  Kreis- 
bogen stets  als  eine  gerade^  zum  Badiu»  senhre^  stehende  Linie 
betrachtet  werden  darf,  und  umgekehrt,  so  können  wir  das 
Stück  Zi^i  süB  einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  auffassen,  der 
senkrecht  zu  seinen   beiden  Badien  r  und  2'  steht  und  in  0 


Fig.  150. 

seinen  Mittelpunkt  hat.  Als  Badius  nehmen  wir  r  oder  2';  beide 
Entfernungen  unterscheiden  sich  ja  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Strecke.  Der  Zentriwinkel  dieses  Kreisbogens  ist  Xi-s«  ^^^ 
Länge  ^i_2  erscheint  also  in  der  einfachen  Form: 

Bogen  «1-2  =  Badius  r  X  Zentriwinkel  yi-j, 

wobei  der  Winkel  im  BogenmaS  einzusetzen  ist.  Von  diesem 
Kunstgriff,  eine  Gerade  durch  einen  Kreisbogen  zu  ersetzen, 
macht  man  vielfach  Gebrauch,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung 
einer  Strecke  handelt,  die  senkrecht  zu  einer  anderen  steht  und 
im  Verhältnis  zu  dieser  verschwindend  klein  ist.  Die  Bechnung 
wird    hierdurch    bedeutend    einfacher    und    der    Fehler    ist    ver- 
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schwindend  klein.  Fär  den  Winkel  yi.^  haben  wir  nach  dem 
Früheren  die  Formel 

worin  fa  den  über  I,  2  liegenden  Streifen  der  verzerrten  Mo- 
mentenfläche bedentet.  Der  Eadins  r  kann  nach  Fig.  150  c  und  a 
noch  durch  den  Schwerpnnktsabstand  ^i  des  Flächenstreifens  fj 
von  der  Linie  L — L  ersetzt  werden.  Insgesamt  erhalten  wir  für 
^x-2  den  Ausdruck: 

«1-2  =  ^f2' Ja; 

d.  h.:  Das  Stück  2^1.2,  das  durch  die  Verlängerungen  zweier 
Stabelemente  1  und  2  auf  der  Geraden  L — L  abgeschnitten  wird, 
ist  gleich  dem  zu  ly  2  gehörigen  Streifen  f,  der  verzerrten  Mo- 
mentenfläche mal  dem  Abstände  £2  bis  zur  Geraden,  und  dividiert 
durch  E. 

In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  anderen  Abschnitte 
^0-1)  ^-8  ^13^*  finden.  Immer  ist  hierbei  zu  beachten,  daß  die 
Stabelemente,  resp.  deren  Verlängerungen  nahezu  horizontal  ver- 
laufen, und  daß  also  die  Abschnitte  z  als  senkrecht  zu  den  Stab- 
elementen stehende  kleine  Kreisbögen  aufgefaßt  werden  dürfen. 
Für  den  Gesamtabschnitt  ZQ^nj  zwischen  dem  ersten  und  dem 
letzten  Stabelement,  bekommen  wir  somit: 

«6--^(fi-Xo'  +  f(-Xi'  +  fi-S2 +  ...). 

Statt  nun  aber  jeden  einzelnen  Flächenstreifen  mit  seinem 
Schwerpunktsabstand  zu  multiplizieren,  werden  wir  zweckmäßig 
die  gesamte  Fläche  ^'  mit  ihrem  Sohwerpunktsabstand  jTq  nehmen. 
Denn  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt  einer  Fläche  ist  dieser 
Punkt  ja  gerade  dadurch  ausgezeichnet,  daß  das  Produkt  aus 
Gesamtfläche  mal  Schwerpunktsabstand  gleich  ist  der  Summe  der 
Produkte  aus  den  einzelnen  Flächenstreifen  mal  ihren  zugehörigen 
Schwerpunktsabständen.     Somit  erhalten  wir  das  Schlußresultat 

d.  h.  Die  Strecke  ^.n,  die  durch  das  erste  und  durch  das  letzte 
Element  eines  Ballcenteiles  a'h'  auf  einer  senkrecht  zu  a'h'  ge- 
zogenen Geraden  L — L  abgeschnitten  wirdy  ist  gleich  dem  Inhalte  ^' 
der  zu  cTh'  gehörigen  verzerrten  Momentenfläche  ^  multipliziert  mit 
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deren  Schwerpunktsahstand  ^  von  der  Geraden  L—L  und  dividiert 
durch  den  Elastizitätsmodul  E . 

Es  möge  bemerkt  werden,  daß  im  allgemeiDen  die  Yerbin- 
dungslinie  ä^'  nicht  parallel  sein  wird  der  ursprünglichen  Stab- 
achse a  h ,  Denn  da  der  Balkenteil  a  h  ein  Stück  einer  größeren, 
rasammenhängenden  Konstruktion  darstellen  soll,  so  wird  dieses 
Stück  durch  die  Formänderung  der  angrenzenden  Teile  natur- 
lich auch  eine  Verschiebung  und  Drehung  erfahren.  Hierzu 
kommt  dann  seine  eigene  Formänderung.  Da  es  sich  aber  bei 
unseren  Konstruktionen  immer  um  verschwindend  kleine  Form- 
änderungen handelt,  so  braucht  man  die  Abweichung  der  Ge- 
raden (TF  von  der  ursprünglichen  Geraden  oft  nicht  zu  berück- 
sichtigen. Man  kann  also  die  Linie  L — L  senkrecht  zu  der  ur- 
sprünglichen Stabachse  ah  ziehen. 


§83a. 
Beispiel  zu  §  83. 
Ein  Träger  1 K-P.  30  von  Z  -=  800  cm  (Fig.  151a)  trage  eine 
Last  von  P  — 4000  kg.    Welche  Strecke  «o-»  schneiden  die  Ver- 
längerungen des  ersten  und  des  letzten  Trägerelementes  auf  einer 
im  Abstände  von  100  cm  seitlich  vonB  gezogenen  Geraden  X — Zr  ab! 
Die   einfache  Momentenfläche   ist  in   Fig.  151b   gezeichnet. 

^       1  ,  Pab       1  T,    , 

Die  verzerrte  Momentenfläche  ergibt  sich  hieraus  durch  Di- 
vision mit  dem  konstanten  Trägheitsmoment  J  »  9785  cm^,  also 

IPah 

Nun  müssen  wir  das  statische  Moment  dieser  Fläche  in  be- 
zug  auf  die  Linie  L — L  bilden.  Wenn  man  irgendein  Dreieck 
ABC  hat,  dessen  Eckpunkte  die  Abstände  x^  o^  und  x^  von 
einer  Geraden  L^L  haben,  so  ist  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  betreffenden  Geraden  gleich  -^{Xi  +  x^  +^)'  lo 
Fig.  151b  wird  also 

So  ==  i(900  +  300  +  100)  -  433,3  cm. 
o 
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Das  Produkt  aus  ^''Sb^ 


a,,           1   4000  kg  •  200  cm  •  600  cm 
"•3^0-= -2 9785  cm«  *"*  ' 


cm 


10600000 


kg 
cm 


Hiermit  ergibt  sich  die  Strecke  2o-n: 

10600000 


■^S'*Eo 


kg 
cm 


2150000 


kg 


cm 


2 


=  4,9  cm. 
Diese  Strecke  würde,  wenn  man  sie  in  Fig.  151c  maßstäblich 
einzeichnen  wollte,  in  einer  Länge  von  1/4  mm  erscheinen.    Daraus 
erkennt  man,  daß  die  Stabelemente  auch  in  ihrer  durchgebogenen 
Lage    als    vertikal    zu    der 


J^^MfOOJI^ 


cLmSoa 


aw      Jh  h'too^^-m  y 


Linie  L — L  stehend  angenom- 
men werden  können,  so  daß 
die  Strecke  z^^^  als  ein  un- 
endlich kleiner  Kreisbogen  er- 
scheint. 

Wenn  wir  in  Fig.  161c 
die  Linie  L — L  durch  den 
Schwerpunkt  8  der  Momen- 
tenfläche angenommen  hätten, 
so  wurde  der  Abstand  jtq  gldch 
Null  einzusetzen  sein.  Folg- 
lich wird  für  diese  Linie  der 
Abschnitt 

«o-«  =  ^g'-0  =  0. 

Dieses    bedeutet:     Die    Ver- 
längerungen des  ersten  und  y\%.  151. 
des     letzten     Stabelementes 

treffen  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  8  der  verzerrten  Momenten- 
fläche  gezogenen  Vertikalen  zusammen. 

Wenn  man  bei  irgendeiner  Kurve  ein  Element  derselben  gerad- 
linig verlängert,  so  nennt  man  diese  Gerade  bekanntlich  die  an 
die  Kurve  in  dem  betreffenden  Punkte  gelegte  Twng&nXe.  Nach 
dieser  Ansdrucksweise  bezeichnet  man  die  Strecke  z^^^  als  die- 
jenige Länge,  die  von  den  an  die  Punkte  0  und  n  der  Stabachse 
gelegten  Tangenten  auf  der  Geraden  L — L  abgeschnitten  wird. 
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§84. 
Darchbiegnngen  und  Ansschlagwinkel  des  Freiträgers. 

Der  in  Fig.  152  a  gezeichnete  einseitig  eingespannte  Träger  sei 
durch  eine  beliebige  Belastung  beansprucht.^  Es  soll  die  Oestalt 
bestimmt  werden,  die  der  Träger  infolge  der  Belastung  annimmt 
<Fig.  152b). 

Die  Form,  die  ein  Stab  im  durchgebogenen  Zustande  hat, 
nennen  wir  seine  ^^elastische  Linie*^.  Diese  ist  vollständig  be- 
stimmt, sobald  wir  von  jedem  Punkte  des  Stabes  angeben,  um 
wieviel  er  sich  in  vertikaler  und  in  horizontaler  Sichtung  ver- 
schiebt. Im  vorliegenden  Falle  kommen  aber  merkbare  Horizontal- 
verschiebungen überhaupt  nicht  vor.  Die  Stabachse  (d.  i.  die 
neutrale  Faserschicht)  behält  ja  bei  der  Durchbiegung  ihre  ursprüng- 
liche Länge  bei.  Allerdings  nimmt  sie  die  Oestalt  einer  Kurve 
an,  so  daß  hierdurch  außer  der  vertikalen  auch  eine  seitliche  Ver- 
schiebung eintreten  könnte.  Da  aber  die  elastische  Linie  stets 
eine  sehr  flache  Kurve  ist,  so  sind  diese  horizontalen  Abweichungen 
verschwindend  klein.  Man  wird  dieses  am  besten  einsehen,  wenn 
man  versucht,  in  einer  Zeichnung  die  Durchbiegungen  maßstäblich 
einzutragen.  Wenn  man  dann  den  Maßstab  auch  so  groß  wählt, 
daß  die  Durchbiegungen  selber  zu  erkennen  sind,  so  wird  es  doch 
nicht  gelingen,  eine  horizontale  Verschiebung  nachzuweisen.  Mathe- 
matisch kommt  dieses  dadurch  zum  Ausdruck,  daß  in  einem  recht- 
winkligen Dreieck  mit  einer  sehr  kleinen  Kathete  die  andere 
Kathete  sich  nur  um  einen  verschwindend  kleinen  Betrag  von 
der  Hypotenuse  unterscheidet.  Bei  der  Genauigkeit,  mit  der  wir 
unsere  technischen  Berechnungen  überhaupt  durchführen  können, 
fallen  also  die  Horizontalverschiebungen  gänzlich  außer  Betracht. 

Um  nun  die  Verschiebungen  in  vertikaler  Bichtung  zu  be- 
stimmen, zeichnen  wir  zunächst  die  zu  der  Belastung  gehörige 
verzerrte  Momentenfläche  ^^  (Fig.  152  a).  Dann  denken  wir  uns 
den  Stab  wieder  in  einzelne  Stabelemente  zerlegt.  Das  erste 
Element,  0  in  Fig.  152a  und  b,  erfährt  infolge  der  festen  Ein- 
mauerung  weder  eine  Verschiebung  noch  eine  Drehung.  Um  nun 
die  Verschiebung  eines  anderen  Punktes,  z.  B.  o ,  zu  finden,  ziehe 
ich  durch  c'  eine  vertikale  Linie  L—L .  Dann  zeigt  Fig.  152  b,  daß 
die  Senkung  d  des  Punktes  c  identisch  ist  mit  der  Strecke  «ö-m» 
die  die  Elemente  0  und  m  auf  der  Geraden  L — L  abschneiden. 
Dieses  kommt  eben  daher,  weU  das  Element  0  seine  ursprüng- 
liche horizontale  Lage  beibehält.     Die  Strecke  iTo-m  können   wir 
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aber  nach  dem  Früheren  bestimmen:  Wir  berechnen  den  Inhalt 
^o-M  d^  zwischen  0  und  m  liegenden  Teiles  der  verzerrten  Mo- 
mentenfläche,  bestimmen  seinen  Schwerpunktsabstand  %  von  der 
Linie  L — L  und  erhalten 


d  —  «6-1 


■^So-i 


Hiermit  ist  die  Durchbiegung  an  der  Stelle  m  gefunden, 
den  äußersten  Funkt  ergibt  sich  entsprechend: 


Für 


Fig.  152. 

Eigentlich  müßten  wir  die  Oeraden  L—L  senkrecht  zu  den  Ver- 


bindungslinien aV  und  a'V  ziehen.  Wie  aber  bereits  im  vorigen 
Paragraphen  erläutert  wurde,  kann  dadurch,  daß  wir  L — L  senk- 
recht zur  ursprünglichen  Stabachse  nehmen,  kein  nachweisbarer 
Fehler  in  die  Eechnung  hineinkommen. 

Außer  der  Durchbiegung  wollen  wir  auch  noch  die  „Aus- 
sehlagwinkel'*  bestimmen.  Mit  diesem  Ausdrucke  bezeichnen  wir 
die  Winkel,  die  die  einzelnen  Stabelemente  im  durchgebogenen  Zu- 
stande des  Stabes  mit  ihrer  ursprünglichen  (horizontalen)  Bichtung 
bilden.  Beim  Element  0  ist  dieser  Winkel  gleich  Null,  denn  dieses 
Element  bleibt  ja  fest  eingespannt.  Bei  einem  anderen  Element, 
z.  B.  bei  m ,  ergibt  sich  nach  Fig.  152b,  daß  der  Ausschlagwinkel  oc^ 
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gleich  dem  Winkel  ^^o-m  ist,  den  die  beiden  Elemente  0  und  m  mit- 
einander bilden.  Da  nun  der  Winkel  ^^o-m  i^^b  dem  Früheren 
gleich  dem  zwischen  0  und  m  liegenden  Teile  ^o-m  ^^  verzerrten 
Momentenfläche,  dividiert  durch  E  ist,  so  ist  also  auch 

^^^^  ™  ~E  '  ^^■"*  • 
Für  das  äußerste  Element  ergibt  sich: 

Durch  die  Angaben  der  Einsenkungen  d  und  der  Ausschlag- 
winkel oc  können  wir  jede  Frage  hinsichtlich  der  Gestalt  der 
elastischen  Linien  beantworten. 

Zusammenfassung  zur  Berechnung  der  Formänderungen  eines 
Freiträgers:  Bei  einem  Freiträger  ist  der  Aussehlagwinkel  irgend- 
eines Stabelementes  gleich  dem  Inhalte  der  zwischen  diesem  Ele- 
mente und  der  Einspannstelle  befindlichen  verzerrten  Momenten- 
fläche, dividiert  durch  E .  Die  Einsenkung  an  irgendeinem  Punkte 
ist  gleich  dem  Inhalte  der  zwischen  diesem  Punkte  und  der  Ein- 
spannstelle befindlichen  verzerrten  Momentenfläche,  multipliziert 
mit  dem  Schwerpunktsabstand  und  dividiert  durch  E. 


§84a. 
Beispiele  zu  §  84. 

L  Belastung  doreh  Elnzellagt  am  Ende  (Fig.  153). 
Für  eine  Stelle  m  (Fig.  153a)  ist  das  Moment  M  ^F*X)  für 
den  Einspannungsquerschnitt  ist  M  ^P»l.  Wenn  wir  also  ein 
Dreieck  mit  der  Höhe  P  •  {  zeichnen  (Fig.  153  b),  so  ergeben  die 
Ordinaten  dieses  Dreiecks  für  jeden  Punkt  des  Balkens  das  zu- 
gehörige Biegungsmoment;  Fig.  153b  ist  demnach  die  einfache 
Momentenfläche.  Aus  ihr  finden  wir  die  verzerrte  Momentenfläche, 
indem  wir  durch  J  dividieren.    (J  sei  konstant.) 

Der     Inhalt    eines    Trapezes     (Fig.    153  c)    ist    bekanntlich 

—  (a  +  5)  Ä ;    die    Schwerpunktsabstände    sind    u  ■=  -5-  — ^    _     , 

Äa  +  26  ott  +  o 

^  =  T TT-  •     Somit  wird  f ü  r  die  Stelle  m : 

3     a  -f  0 


I.  Ausschlagwinkel 

,.  _i_    \{Pl-\'Px){l^x)        P{l^x){l^x)       P{1^  -  x^ 

^^       "•       ^*  J  2EJ  ■"       2EJ 
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n.  Einsenkung 


l  —  w  2Pl  +  Px 
J_  \(Pl  +  Px)il-x).i        F(l  +  w){l-x) — 3—  pi  +  pg, 


J  2EJ 

P(l-x)*'(2l  +  w)       P(]l*-2lx  +  x*){2l  +  x) 
"      6EJ  "        6EJ  ' 


<1I)    im- 


Pi2l*-Bl*x  +  x*) 
6EJ 


Die  Oleiohung  (U)  ist  besonders  wichtig.  Wenn  wir  die  Ein- 
senkung an  irgendeiner  Stelle  des  Balkens  wissen  wollen,  so  brauchen 
wir  nur  die  Strecke  x  einzusetzen,  die  diese  Stelle  vom  Ende  ent- 


4 


■«— * 


-/■  ZSOcrri^ 


TTL 


dCcO 


t^V^  l^-^i 


'fmmmit  (c) 


Fig.  153. 


fernt  ist,  und  können  dann  b  ausrechnen.  Eine  derartige  Olei- 
iüiung  nennt  man  die  ^fiiMchunq  dm  elastiaohen  Linie^^  für  den 
betreffenden  Stab.  Für  das  Stabende  selber  ist  rD  —  0  einzusetzen. 
Es  ergeben  sieh  somit  für  den  äufiersten  Punkt: 

PP  PP 

Ausschlagwinkel   ^  "  o  V]J  ^       Einsenkung   /«  q  ^  7  * 

Natürlich  kann  man  diese  Werte  auch  direkt  ableiten: 

J_    \'Pl'l  _    PV 

.      2.    i'^^^    2  PV 

'  ^  e'       J       '  3         3EJ  ' 
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In  manchen  Tabellen  findet  man  nicht  die  Durchbiegungen  6^ 
sondern  die  Abstände  y  (Fig.  153  d)  für  die  einzelnen  Stabpunkte 
angegeben.  Man  kann  natürlich  die  obige  Formel  (II)  auch  hierfür 
umrechnen.    Denn  es  ist 

3EJ 


'm  ^  f        Vm  ""   Q  ri  T  ■""  Vm  • 


Die  Gleichung  (II)  geht  also  über  in: 


PI»  p 


3EJ      '"      6EJ 


(3I»aj-a!»). 


QEJ 


Diese  Gleicbung  kann   man   auch  in   der  Form  schreiben   (vgl. 
Hütte  usw.): 


Hiernach  sind  die  Abstände  y  etwas  einfacher  zu  berechnen  als 
nach  Gleichung  (II)  die  Einsenkungen  d.  Grundsätzlich  sollte 
man  aber  daran  festhalten,  unter  „Durchbiegung^'  oder  „£in- 
senkung''  stets  den  Höhenunterschied  zwischen  der  alten  und  der 
neuen  Lage  eines  Punktes  zu  verstehen. 

Zahlenbeispiel:  Es  sei  {  »  250  cm,  P  =  550  kg.  Der  Träger  sei 
ein  Holzbalken  von  18  X  24  cm;  E^  100000  kg/qcm. 

Wie  groß  sind  Ausschlagwinkel  und  Einsenkung  am  Endet 

650  kg .  (250  cm)«  , 

^       2 .  100000  kg/cm«  •  20736  cm*        '         ' 

550  kg  ■  (250  cm)3 
'        3.100000  kg/cm« -20736  cm*  ""    '  * 

Wenn  also  auf  dem  Ende  dieses  Balkens  eine  vertikale  Säule  von 
z.  B.  300  cm  Höhe  stehen  wurde,  so  würde  diese  infolge  der 
Durchbiegung  um  300  •  0,0083  =  2,5  cm  seitlich  ausschlagen.  Bei 
ruhender  Last  sind  diese  Formänderungen  nicht  bedenklich,  da. 
die  Beanspruchung  nicht  zu  hoch  ist  (80  kg/qcm).  Bei  wechselnder 
Belastung  ist  die  Konstruktion  aber  zu  unsicher,  da  infolge  der 
großen  Durchbiegungen  sehr  gefährliche  Schwingungen  eintreten, 
würden. 
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IL  GlelehniftSIg  Terteilte  Lut  g  (Fig.  154  a). 

Gesucht  sind  Ausschlagwinkel  und  Durchbiegung  am  Ende  (Fig.  154  b). 
Das  Trägheitsmoment  sei  J  cm^.  Zunächst  müssen  wir  die  ge- 
wöhnliche Momentenfläche  bestimmen.  Für  eine  Stelle,  die  vom 
Ende  um  x  entfernt  ist,  ist  das  Moment 

TUT  ^  9       ^ 

Für  die  Einspannstelle  ist 

Die  beiden  Momente  M  und  M'  verhalten  sich  demnach  wie  die 
Quadrate  der  Abstände  w  und  l.  Daraus  folgt:  Tragen  wir  die 
Momente  an  den  einzelnen  Stellen  des  Balkens  auf,  so  ergibt  sich 
eine  Parabel  (s.  §  55,  1).  Und  es  wird  für  Fig.  154  o  (vgl.  §  55, 
Skizze  IX): 


Mithin 


5  = 

1 

—       • 

3 

'    2    ' 

Jo  —  4  ^  • 

Oi  — 

1 
E 

1    gV 

3     2J 

gl^         G-l* 

6EJ ^ 6EJ * 

/= 

1 

E 

1    gl^ 

3     2J 

3  1  gl*'       1 

4  8  EJ      8 

Gl* 

in.  Verschiedene  Belastangsfälle. 

Aulgabe  1.  Ein  Freiträger  von  l  cm  Länge  ist  in  einem  Ab- 
stände li  vom  Auflager  durch  P  belastet.  Wie  groß  sind  Aus- 
schlagwinkel und  Einsenkung  am  Endet     (Fig.  154  d.) 

Die  elastische  Linie  (Fig.  154  e)  bildet  Ton  a'  bis  V  eine  Kurve 
und  geht  von  da  ab  als  gerade  Linie  weiter.  Denn,  da  auf  der 
Strecke  l^  keine  Momente  wirken,  so  finden  auf  dieser  Länge 
auch  keine  Beanspruchungen  und  folglich  auch  keine  Verdrehun- 
gen   der   Stabquerschnitte    gegeneinander    statt.      Man    hat  also 

<a  =<a'=-=-5'.    Die  Einsenkung  am  Ende  ist:  /'=*-^S''Eo- 

(Man  setze  selber  Zahlenwerte  ein!) 

Aufgabe  2.  Ein  Freiträger,  von  l  Länge  ist  unter  einem 
Winkel  ß  gegen  die  Horizontale  eingespannt  und  wird  dann  durch 
P  belastet.  Wie  groß  ist  die  Verschiebung  des  Endpunktes  in 
vertikaler  Eichtungt 
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Fig.  164. 

hierdurch   hervorgerufene  Zusatz 
werden! 


Man  bestimme  zunächst 
in  gewöhnlicher  Weise  den 
Abschnitt  f  auf  der  zu  der 
Stabachse  senkrecht  gezoge- 
nen Linie  L — L  •  Dann  er- 
gibt sich  f^feoaß.  Da 
bei  einem  kleinen  Winkel  der 
Kosinus  annähernd  gleich  1 
ist,  so  braucht  eine  geringe 
Abweichung  von  der  Hori- 
zontalen überhaupt  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden. 

Im  vorliegenden  Falle 
wird  der  Balken  außer  auf 
Biegung  auch  noch  auf  Zug 
beansprucht  (durch  die  Kom- 
ponente Psinj3.)  Die  hier- 
durch hinzukommende, 
Formänderung  kann  eben- 
falls leicht  berechnet  werden, 
ist  jedoch  belanglos. 

Autgabe  3«  Bei  dem  in 
Fig.  154  i  gezeichneten  Frei- 
träger aus  Walzeisen  (IN.-P.) 
sollen  das  Profil  und  die 
Durchbiegung  am  Ende  be- 
stimmt werden!  Außerdem 
soll  angenommen  werden, 
daß  infolge  Nachgiebigkeit 
•  der  Widerlager  eine  Drehung 
des  Stabelementes  0  um 
ß^^U^  eintritt  und  der 
zu    der  Einsenkung   berechnet 


§85. 

Aussehlagwinkel  und  Dorchbiegongen  des  Trägers  auf  zwei 

Stützen. 

Beim  Freiträger  wurde  die  Berechnung  der  Formänderungen 
dadurch  vereinfacht,  daß  wir  ein  Stabelement  hatten,  dessen 
Drehung  und  Senkung  wir  ohne  weiteres  angeben  konnten.    Von 
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diesem  Elemente  aus  war  es  dann  einfach,  die  Formänderungen 
der  anderen  Elemente  zu  bestimmen. 

Beim  Träger  auf  zwei  Stützen  ist  ebenfalls  die  Senkung  des 
ersten  Elementes  bekannt,  nämlich  gleich  Null.  Dagegen  ist  nicht 
bekannt  der  Ausschlagwinkel  dieses  Elementes,  da  dieser  nicht 
mehr  gleich  Null  ist  (Fig.  155  b).  Dafür  ist  jetzt  aber  auch  die 
Senkung  des  letzten  (rechten)  Elementes   bekannt  (gleich  Null). 


<r-/i* 


Fig.  165. 

Wir  haben   also   wieder  zwei  Angaben,   von  denen  aus  wir  die 
anderen  Formänderungen  bestimmen  können. 

1.  um  zunächst  den  Ausschlagwinkel  Oo  des  ersten  Elementes 
zu  finden,  berechne  ich  die  Strecke  2^0. n  9  die  die  Verlängerung  des 
Elementes  0  auf  einer  durch  den  Punkt  y  vertikal  zu  a'b'  ge- 
zogenen Geraden  abschneidet.   Diese  Strecke  ist  nach  dem  Früheren : 


-ii=*^*S'*Eo  • 


Piseher,  Statik. 


82 
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((^^-»  Inhalt  der  verzerrten  Momentenfläche.)  In  dem  Drei- 
ecke a^ye^  sind  also  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  (rechte) 
Winkel  bekannt;  wir  können  hieraus  den  noch  unbekannten 
Winkel  ocq  finden.  Bei  seiner  Berechnung  berücksichtigen  wir 
natürlich  den  Umstand,  daß  «o-n  ^iii^  verschwindend  kleine  Strecke 
ist  und  demnach  als  Kreisbogen  um  a'  mit  dem  Eadius  l  auf- 
gefaßt werden  darf.     Dann  wird 

Hiermit  ist  der  erste  Ausschlag winkgl  ^o  gefunden.  Mit  Hilfe 
dieses  Winkels  ocq  lassen  sich  die  anderen  leicht  bestimmen.  Kach 
Fig.  155b  ist: 

«2  =  «1  -  yi-Ä  =  «0  —  7o'i  —  yi-«  f 

«,  =  Ä,  -  y,.,  =  «0  -  Yo'i  -  yi.«  -y«-8 ;  «s^- 

Drücken  wir  noch  in  diesen  Gleichungen  die  einzelnen  Winkel  y 
durch  die  Inhalte  der  darüberliegenden  Streifen  der  verzerrten 
Momentenfläche  aus,  so  ergeben  sich  zur  Berechnung  der  Aus- 
schlagwinkel folgende  Gleichungen: 

1)    «0  =*  lET 


(I) 


E       l      ' 

(Man  beachte,  daß  die  Elemente  unendlich  klein  sind,  und 
daß  also  der  erste  Streifen  unmittelbar  am  Auflager  beginnt.)  All- 
gemein erhält  man  den  Ausschlagwinkel  eines  Stabelementes,  in- 
dem man  zunächst  daa  Produkt  ^  '^  bildet,  hiervon  den  seitlich 

V 

von    dem  Stabelement  liegenden  Teil   der  Fläche  ^'  subtrahiert 
und  das  Ganze  durch  JE?  dividiert. 

Diese  Begel  läßt  sich  nun  in  einer  einfachen,  sich  leicht 
dem  Gedächtnis  einprägenden  Form  darstellen.  Denken  wir  uns 
nämlich,  die  Fläche  ^^  sei  nicht  eine  Momentenfläche,  sondern 
eine  Belastungsfläche.     Sie  stelle  also  z.  B.  eine  Mauer  dar,  die 


—     499     — 

der  Balken  zu  tragen  hat.  Wenn  wir  dann  den  Anflagerdruck  Ä 
dieses  Trägers  berechnen  sollten,  so  wnrden  wir  das  Gewicht  ^' 
mit  dem  Schwerpnnktsabstand  jr^  ^on  B  multiplizieren  und  durch 
die  Spannweite  l  dividieren;  also 


^  = 


{ 


Wenn  wir  ferner  für  irgendeinen  Querschnitt  die  Qnerkraft 
berechnen  sollen,  so  erhalten  wir 

«-[+^-(f,'  +  f,'  +  f,'+...)]. 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  zur  Berechnung  der  Aus- 
schlagwinkel aufgestellten  Oldchungen,  so  ergibt  sich:  Der  Aus- 
sehlagwinkel  »  an  irgendeiner  Stelle  des  durchgebogenen  BaXkens  ist 
gleich  der  durch  E  dividierten  Querhraft  eines  gedachten  BalTcenSj  der 
die  Fläche  ^'  als  Belastungsfläche  trägt.  Dieser  Satz  stimmt  auch 
für  das  erste  Stabelement,  denn  am  Auflager  ist  ja  die  Querkraft 
eines  Balkens  gleich  der  Auflagerkraft. 

2.  Kun  gehen  wir  zur  Berechnung  der  Durchbiegungen  selber 
über.  Wenn  wir  in  Fig.  155  d  das  erste  Element  verlängern,  so 
erscheint  die  Einsenkung  d^  irgendeines  anderen  Elementes  m 
gleich  der  Differenz  zweier  Strecken,  y^  und  i^o-i»*  Diese  beiden 
Strecken  lassen  sich  aus  dem  Vorhergehenden  berechnen.  Die 
erste,  y«,»  ist  gleich  tx^^o?,  worin  x  die  Entfernung  von  m  bis  a 
ist.     (Es  handelt  sich   um   eine  verschwindend  kleine  Kathete.) 

Die  zweite,  «o-m>  ist  bekanntlich  gleich  ^•So-m'S?  worin  g^.« 

der  Inhalt  der  verzerrten  Momentenfläche  zwischen  a  und  m, 
und  £  ihr  Schwerpunktsabstand  bis  m  sind.  Somit  ist  die  Ein- 
senkung ^M  ausgedrückt  durch: 

"•     "¥  — l —        iE*  ^^"'^  *  ^  ' 

Auch  diese  Formel  läßt  einen  einfachen  Vergleich  zu:  Denken  wir 
uns  auf  den  Balken  die  Momentenfläche  %'  als  Belastung  aufgebracht 
und  für  die  Steilem  das  Biegungsmoment  berechnet,  so  bekämen  wir 

82* 
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d.  1i.,  vir  bekommen  denselbeii  Wert,  dnioli  dea  die  DnrobbiegiiBg  6 
aasgedräckt  iat.  Wir  können  also  die  Berechnnng  der  Dnccb- 
biegangen  ani  die  elnfacben,  gewohnten  BeohenmetbodeD  zur  Be' 
Stimmung  von  Biegangsmomenten  zurückführen. 

Zngaminenfassimg  zur  Berechnung  der  Formändemngea  eines 
Trägers  auf  zwei  Stützen:  Wir  bestimmen  die  verzerrte  Momenten- 
fl&che  i)f'  nnd  denken  una  einen  Träger  ron  der  Spannweite  I 
der  diese  Fläche  als  BelaBtung  trägt.  Dann  gilt  für  Irgendeine 
Stelle  m  des  wirklich  vorhanäenen  Trägers:  1.  Der  Ausschlag- 
winkel IX  ist  gleich  der  für  die  entsprechende  Stelle  des  gedachtet 
Trägers  berechneten  Qnerkratt  Q^  dividiert  durch  E;  2.  die  Ein 
Senkung  6  ist  gleich  dem  für  die  betreffende  Stelle  des  gedachten 
Trägers  berechneten  Biegongsmoment  W,  dividiert  durch  E. 

§85a. 
Beispiele  zn  %  86. 

1.  BlriehmiHf  TwteUta  Last  P  (bei  konaUnUm  J). 

(CL) 

•a 


Fig.  156. 

Die  normale  Uomentenfläche  hat  den  Inhalt 

g  =  |--I--g-i'Icm.cmkg-^l>I»kgcm». 

Mithin  beträgt  der  Inhalt  der  verzerrten  Momentenfläche 
5  kg -cm'  _   1    Pi'    kg 
"  ^  J      cm*  12    J    cm«  ' 

Diese  Fläche  denken  wir  uns  nun  als  Belaatui^  auf  einen  Balken 
aufgebracht  (Fig.  156  e)   und  berechnen  dann  dessen  Biegangs- 
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moment  in  der  Mitte.    Dieses  gibt  nach  Division  mit  E  die  ge- 
suchte Durchbiegung  an.     Der  Auflagerdruck  ist: 

24    J    cm«  • 

3   1         3 
Der  Schwerpunktsabstand  j  ist  gleich     o-  tt  —  ^r^  I .    Mithin 

8  2        16 


are 


«9r/'J-_   "1=1.:^    5    kgcm»-cm        5    Pt»  kg 
\2       V"24   J  '16         cm*       "384    J    cm* 


Hiermit  ergibt  sich  die  gesuchte  Durchbiegung 

^  ^  1      5    PZ»  cm«    kg 
'  ""  JE? '  384    J     kg  '  cm 

6    PI« 

U.  Einiellast  P  In  der  Mitte, 

^      PI      ^       1.   PI      PV      ^,      Pl^      ^       1  PZ»    Z        PZ» 
^  =  T^    3=2^-T"-8"^    S^8J^    ^-2  87-3-487 

J_P^ 


§86, 
Weitere  Beispiele.    Graphische  Methoden. 

L  Anwendung  eines  graphischen  Vcrlahreng, 

Eine  Stahlfeder  von  Z  -=  12,00  cm  Länge  ist  nach  Fig.  157 
belastet.  Die  Durchbiegungen  an  den  einzelnen  Stellen  sollen  be- 
stimmt werden!   Abmessungen  der  Feder:  h  =  0,1  cm,  h  «  10,0  cm, 

mithin  J  =  — .  10  •  0,1»  =  ^^^0  ^°^*- 

Die  normale  Momentenfl&che  wurde  in  Fig.  157  c  gezeichnet. 
Aus  ihr  ergibt  sich  die  verzerrte  Momentenfläche  durch  Division 
mit  J.  Die  hierdurch  entstandenen  Werte  sind  in  Fig.  167  d  ein- 
geschrieben.   Die  Benennungen  der  Ordinaten  dieser  Fläche  sind: 

—  =  — ^  •    ^^^  sollen  wir  uns  also  einen  Balken  denken, 

cm*        cm»  ' 

der  diese  Fläche  als  Belastung  trägt,  und  dessen  Momente  be- 
stimmen. Um  diese  genau  zu  erhalten,  müßte  man  die  Fläche 
(Fig.  157  d)  in  eine  möglichst  große  Anzahl  von  Streifen  zerlegen, 
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damit  man  dann  jeden  Streiten  als  eine  kleine  Einzellast  in  die 
!Qeohnnng  einführen  kann.  Wir  wollen  uns  jedoch  mit  den  vier, 
in  Fig.  157  d  angedeuteten  Streifen  begnügen.  Die  Werte  der 
Streifen  sind: 

u,(  «  1 . 2,5  cm  .  42  000  -^  ==  52  500  -^  , 
2  cm«  cm*  ' 

u,j' «  1. 3,5  cm  •  (42 000 +  67  200) -^-  =  191 100  ^^ 


toi  —  ^i  ;     ti?4  =  Wi . 

DiQse  Lasten  sollen  also  auf  den  gedachten  Balken  aufgebracht 
werden.  Dann  ergeben  dessen  Momente  Ttj  dividiert  durch  E, 
für  jede  Stelle  die  Durchbiegung  des  wirklich  vorhandenen  Balkens: 

Die  Momente  Wl  wurden  nun  nicht  rechnerisch,  sondern  gra- 
phisch mittels  Seilpolygon  bestimmt.    Es  wurden  also  die  Werte  to^ 

aufgetragen  (Maßstab:  100000—^  =0,5cm| ,  hierauf  vom  Pole  0 

die  Polstrahlen  und  parallel  zu  diesen  die  Seilstrahlen  gezeichnet 
(Fig.  157  e  und  f).  Dann  ist  bekanntlich  für  irgendeinen  Quer- 
schnitte» des  (gedachten)  Balkens  Fig.  157  d  das  Biegungsmoment  99?: 

Hieraus  ergibt  sich  die  gesuchte  Durchbiegung  des  wirklich  vor- 
handenen Balkens: 

^^  E  ~    E     ' 

Um  das  Ausrechnen  dieses  Ausdruckes  zu  sparen,  wollen  wir  die 
Polweite  ^  nicht  beliebig,  sondern  gleich  E  nehmen.  Dann  wird 
nämlich 

(I)  rf=i), 

d.  h.  das  zu  den  Werten  w[ ,  w^  U9w.  mit  der  Polweite  E  gezeichnete 
Seilpolygon  gibt  direkt  die  Durchbiegungen  an. 

um  die  Durchbiegungen  an  den  einzelnen  Stellen  genauer  zu 
erhalten,  müßte  man  die  Fläche  i^'  natürlich  nicht  in  vier,  sondern 
in  mehr  Streifen  einteilen.  Dann  würde  das  Seilpolygon  die  in 
Fig.  157  t  einpunktierte  Gestalt  annehmen. 
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Zusatz  1.  In  diesem  Beispiele  wurden  die  Abmessungen  so 
gewählt,  daß  die  Länge  des  Trägers  rruißstäblick  gezeichnet  werden 
konnte.  Dann  erscheinen  also  auch  die  Durchbiegungen  maß- 
stäblich. Im  allgemeinen  muß  man  ja  aber  die  Systemfigur  in 
einem   kleineren   Maßstabe   darstellen;   z.  B.  im  Maßstabe  l:x. 


iZKff 


\SK^ 


Fig.  167. 


Dann  erscheint  also  auch  das  Seilpolygon  in  diesem  kleineren 
Längenmaßstab;  d.  h.  die  Enickpunkte  0^1^2  usw.  des  Seilpolygons 
rücken  entsprechend  näher  aneinander.  Da  nun  die  Neigung  der 
einzelnen  Seilstrahlen  gegen  die  Horizontale  unverändert  geblieben 
ist  (denn  sie  sind  ja  stets  parallel  den  entsprechenden  Polstrahlen 
des  Eräftepolygons  Fig.  157  e),  so  folgt  daraus,  daß  auch  die  Ordi- 
naten  Q  entsprechend  kleiner  werden.  Wenn  wir  also  in  Fig.  157 
die  Längen  im  Maßstab  1 :  x  auftragen,  so  erhalten  wir  auch  die 
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Ordinaten  \)  im  Maßstabe  1 :  o? .  Auf  diese  Weise  wtirdeii  wir  bei 
größeren  Trägern  undentliche  Seilpolygone  erhalten.  Da  können 
wir  uns  nun  dadurch  helfen,  daß  wir  die  Polweite  ^  nicht  mehr 

gleich  Ej  sondern  gleich  —  nehmen.    Dann  werden  die  Polstrahlen 

X 

und  hiermit  auch  die  Seilstrahlen  I,  II  usw.  entsprechend  steiler, 
und  die  Ordinaten  \)  erscheinen  wieder  in  natürlicher  Größe. 

Dieser  umstand,  daß  die  Ordinaten  eines  Seilpolygons  sich 
in  demselben  Maßstabe  vergrößern,  wie  die  Polweite  verkleinert 
wird  (und  umgekehrt),  ermöglicht  es,  die  Durchbiegungen  auch  im 

vergrößerten  Maßstabe  darzustellen.     Zu   diesem  Zwecke  nehmen 

E  1 

wir  die  Polweite  nicht  gleich  E   resp.  — ,  sondern  gleich  — tel 

E  E        ^  y 

dieser  Werte;   ß  =  — resp.— .     Dann   vergrößern   sich   die 

Ordinaten  des  Seilpolygons  um  das  ^- fache;  d.  h.  die  Durch- 
biegungen erscheinen  y-meA  so  groß,  als  sie  wirklich  sind. 

Zusatz  2«  Statt  die  Werte  toly  wi  usw.  aus  der  Fläche  f$^ 
auszurechnen  (Fig.  157  d),  können  wir  auch  einfach  die  Werte  w^ 
und  tr,  aus  der  wirklichen  Momentenfläche  g  (Fig.  157  c)  nehmen 
und  zu  diesen  das  Kräfte-  und  das  Seilpolygon  zeichnen.  Da 
wir  dann  aber  die  J-fach  zu  großen  Werte  auftragen,  würden 
wir  auch  das  Seilpolygon  im  J- fachen  Maßstabe  erhalten.  Das 
wäre  im  allgemeinen  nicht  angenehm.  Wir  helfen  uns  dadurch, 
daß  wir  auch  die  Polweite  im  J- fachen  Maßstabe  nehmen.  Dann 
erhalten  die  Polstrahlen  dieselbe  Neigung,  als  ob  die  richtigen 
Werte  Wi  usw.  aufgetragen  wären,  und  das  Seilpolygon  erscheint 
also  in  dem  verlangten  Maßstabe. 

Zosammentassong.  Ist  ein  Träger  im  Maßstabe  1 :  w  gezeichnet 
und  wollen  wir  die  Durchbiegungen  im  y- fachen  der  natür- 
lichen Größe  haben,  so  bestimmen  wir  zunächst  die  wirkliche 
Momentenfläche  ^ ,  berechnen  von  dieser  die  Werte  ti?| ,  tjo^  usw. 

der  einzelnen  Streifen,  tragen  diese  Werte  auf,  nehmen  die  Pol- 

E 

weite  ß  -= •  J  und  zeichnen  das  Seilpolygon.     Dessen  Ordi- 

x*y 

naten  geben  dann  in  dem  verlangten  Maßstabe  die  Durchbiegungen 

an.    (Die  Werte  Wi  usw.  haben  die  Benennung  cm  •  cmkg  »  cm^kg; 

kff 
die  Pol  weite  ^  hat  die  Benennung  — ^  •  cm*  «  cm^kg.) 


In  diesem  Beispiele  hatten  wir  ein  konstantes  J.   Jetzt  wollen 
wir  das  Verfahren  auch  für  veränderliches  J  verwenden. 
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IL  Dprchbiegnngen  eines  Blechträgera«    (Veränderliches  J.) 

Der  Trägermaßstab  sei  1:^?.  Der  Maßstab  für  die  Durch - 
biegangen  soll  y :  1  sein.  Von  dem  vorigen  Beispiele  unterscheidet 
sich  dieses  dadurch,  daß  der  Träger  in  Fig.  158  für  die  ver- 
schiedenen  Querschnitte  verschiedene  Trägheitsmomente  hat.  Diese 
seien  J^  (für  den  Querschnitt  ohne  Lamellen),  J'  und  J".  Zunächst 
wurde  die  wirkliche  Momentenfläche  ^  gezeichnet  (Fig.  158  b). 
Dann  wurde  ^  in  Streifen  zerlegt.  Letztere  wurden  so  angenommen, 
daß  überall  da,  wo  eine  Last  steht,  und  da,  wo  sich  das  Trägheits* 
moment  ändert,  ein  neuer  Streifen  beginnt.    Eigentlich  müßten 


•—#■#'#' — 1 


I  (i^)  I 


TTaPsstab  fdr  die  Ihunchiiegungen  z/.-  f 


Fig.  158. 


wir   nun  den  Streifen  w^   durch   das   Trägheitsmoment  J^  j   den 

Streifen  w^   durch  J',   die   Streifen  w^   bis  w^   durch  J^^  usw. 

E 
teilen,   diese  Werte  auftragen  und   mit  der  Polweite 


das 


x*y 


Seilpolygon  zeichnen,  um  dann  die  Einsenkungen  im  y- fachen 
Maßstabe  zu  erhalten.  Statt  dessen  verfahren  wir  aber,  wie  in 
Zusatz  2  im  vorigen  Beispiel  angegeben  wurde:  Wir  tragen  w^  selber 
auf  (also  einen  J^-fach  zu  großen  Wert),  nehmen  dafür  aber  die 

TT 

Polweite  ebenfalls  Jo-mal  so  groß,  also  gleich  •  Jq  (Fig.  158  c). 

x*y 

Dann  haben  die  Strahlen  I  und  II  dieselbe  ^Neigung,  als  ob  wir 
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den  Wert  -^  mit  der  Polweite  aufgetragen  hätten.    Zu  dem 

nächsten  Werte,  to^ ,  gehört  bereits  ein  anderes  Trägheitsmoment, 

ja 

nämlich  J' .     Wir    müssen    also    die  Pol  weite   gleich  •  J' 

X  •  y 

nehmen.  Da  der  neue  Pol,  0^,  außerdem  auf  dem  Strahle  II 
liegen  muß,  so  ist  seine  Lage  bestimmt  und  der  Strahl  III  kann 
eingezeichnet  werden.  Entsprechend  bestimmen  wir  den  Pol  0''  > 
der  zu  den  Werten  w^  bis  w^  gehört;  usw.  Dann  zeichnen  wir 
zu  diesen  Polstrahlen  die  Seilstrahlen  (Fig.  158  d)  und  erhalten  für 
irgendeinen  Punkt  m  des  Trägers  die  y- fache  Durchbiegung, 
dargestellt  durch  die  Ordinate  t)  des  Seilpolygons. 

Zusatz.  Bisher  haben  wir  angenommen,  daß  wir  die  wirk- 
lichen Momente  M  durch  Eechnung  ermittelt  und  hierdurch  die 
Fläche  $  bestimmt  hätten.  Häufig  liegt  nun  der  Fall  vor,  daß 
auch  die  Momente  M  mittels  Seilpolygon  gefunden  worden  sind. 
Nehmen  wir  also  an,  daß  Fig.  158b  nicht  die  eigentliche  Mo- 
mentenfläche i^  wäre,  sondern  nur  das  zu  den  Lasten  P^  und  P^ 
mit  einer  Polweite  H  gezeichnete  Seilpolygon  darstelle.  Dann 
würde  also  die  wirkliche  Momentenfläche  J7-mal  so  groß  sein; 
denn  es  ist  ja  M^H^y.  Statt  aber  etwa  Fig.  158b  im  J7- 
fachen  Maßstabe  umzuzeichnen,  bestimmen  wir  einfach  die  Flächen- 
inhalte fi  j  fi  usw.  der  einzelnen  Streifen,  tragen  diese  in  Fig.  158  c 
an  Stelle  der  Werte  w^ ,  w^  usw.  auf  und  nehmen  dafür  aber 

die  Polweite  gleich  =tel  von  ^.    Denn   die  Inhalte  der  Strei- 

XI 

fen  fi  j  fi  usw.  sind  proportional  den  Werten  Wi ,  to^  usw.     (Es 

ist  /"i  =»  —  •  ti?i ,  ft^^'VD^  usw.)    Wenn  wir  also  die  Polweite  in 

demselben  Verhältnis  verkleinern  (1 :  J7),  in  dem  die  Werte  f  kleiner 
sind  als  die  Werte  w ,  so  bleibt  die  Neigung  der  Polstrahlen  und 
demnach  auch  das  Seilpolygon  unverändert. 

Zusammenfassung.  Ist  bei  einem  Träger  nicht  die  wirkliche 
Momentenfläche  %  gegeben,  sondern  wurden  die  Biegungsmomente 
graphisch  mittels  Seilpolygon  ermittelt,  so  bestimmen  wir  gra- 
phisch die  Durchbiegungen,  indem  wir  die  einzelnen  Flächen - 
streifen  des  ersten  Seilpolygons  ausmessen,  diese  Flächeninhalte 
fi  9  f%  auftragen  und  mit  den  Polweiten 

§!^1  ^'^^  §!  =  1  ^'^^ 

H  "ff'  x-y  '        H      H'  x-y        ^^* 
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das  zweite  Seilpolygon  zeichnen.  Dieses  gibt  die  Dorchbiegungen 
im  y- fachen  Maßstabe  an.  Hinsichtlich  der  Maßstäbe  ist  zn 
merken:  In  der  Formel  M  ^H^y  mn£  der  eine  Wert  als  Länge, 
der  andere  als  Kraft  gemessen  werden.  Wir  wollen  die  Ordi* 
naten  y  im  Längenmaßstab  und  die  Polweite  H  im  Kräftemaßstab 
messen.  Dann  haben  also  die  Werte  f^ ,  f^  nsw.  die  Bezeichnung 
cm  •  cm  =  cm*.  Dieselbe  Bezeichnung  haben  die  Polweiten,  wie 
sich  aus  den  Formeln  ergibt.  Wir  nehmen  dann  als  Maßstab 
z.  B.  100000  cm* «  1  cm,  od.  dgl.,  tragen  hiernach  die  Werte  f^ , 

r«   usw.   und  die  Polweiten  •=• ,   ■=• usw.  auf  und 

•  X.         j      ci.li  H    x*y       H    x*y 

zeichnen  das  Seilpolygon.  ^  ^ 

Bemerkung:    Die  Trägheitsmomente  werden  bei  Berechnung 

von  Durchbiegungen  stets  ohne  Nietabzug  genommen. 


HL  Befaplel  ttir  eine  insammengesetzte  Kongtruktton« 

Aufgabe:  Der  in  Fig.  159  skizzierte  Kranausleger  ist  durch 
eine  Last  P  beansprucht.  Die  Verschiebung  des  Endpunktes  soll 
berechnet  werden.  Der  horizontale  Arm  habe  das  durchschnitt- 
liche Trägheitsmoment  J,  der  vertikale  das  Trägheitsmoment  J' 
und  den  Querschnitt  F . 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Auflagerdrücke  und  Momente. 
Der  Ausleger  sei  unten  durch  ein  Spurlager  gestützt  und  darüber 
durch  ein  Halslager  geführt  (Fig.  159b).    Die  Aufiagerkräfte  sind: 

P.I 


P-ff  = 


P. 


Die  Momente  für  die  einzelnen  Teile  sind  in  Fig.  159  b 
graphisch  aufgetragen;  die  dort  gezeichneten  Flächen  sind  also 
die  Flächen  ^.  Um  nun  die  Durchbiegung  zu  bestimmen,  be- 
trachte ich  zunächst  den  horizontalen  Arm,  während  der  verti- 
kale Teil  als  starr  angesehen  wird.  Dann  haben  wir  es  mit 
einem  einfachen  Freiträger  zu  tun,  der  am  linken  Ende  fest  ein- 
gespannt ist  und  am  rechten  Ende  die  Einzellast  P  trägt.  Seine 
Durchbiegung  ist  nach  dem  Früheren  (Fig.  159  c): 

1    PV 

Somit  ist  der  Anteil,  den  der  horizontale  Arm  zur  Gesamt- 
einsenkung  liefert,  bestimmt. 
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Nun  gehen  wir  zum  vertikalen  Teile  über  (Fig.  159b,  d  n.  e). 
Dieser  erscheint  als  ein  Träger,  der  bei  a  ein  festes  und  bei 
h  ein  bewegliches  Lager  hat.  (Eine  Einspannung  ist  bei  b  nicht 
anzunehmen.)  Seine  Momentenfläche  besteht  aus  einem  Dreieck 
und  aus  einem  Eechteck.  Die  Fläche  des  ersteren  sei  %x>j  <^1^ 
des  letzteren  ^j^  (Fig.  159  d).  Die  elastische  Linie  dieses  Stabes 
hat  die  in  Fig.  159  e  skizzierte  Form.  Uns  kommt  es  haupt- 
sächlich auf  die  Verschiebung  d'  und  den  Ausschlagwinkel  ccn  dni 
Endpunkte  an.  Zu  deren  Bestimmung  lesen  wir  aus  Fig.  Iö9|d 
und  e  der  Beihe  nach  ab: 

=  -^j}  I  Sä  •  Eä  +  5d  •  Eß  —  Sd  •  Sd  •  ^  1 

Ferner 

yo-n  ==  -j^jT '  (3ä  +  Sd)  > 


«n  =  yo-»  —  Äo  =  -^^jp-  mÄ  +  Sd  ~"  ySi)) 

Dieser  Winkel  an  ist  also  derjenige  Winkel,  um  den  das 
Endelement  n  des  vertikalen  Teiles  gegen  seine  ursprungliche 
(vertikale)  Bichtung  ausschlägt.  Da  nun  an  dieser  Stelle  der 
vertikale  und  der  horizontale  Arm  miteinander  verbunden  sind, 
so  schlägt  letzterer  um  denselben  Betrag  gegen  die  Horizontale 
aus.     Hierdurch  senkt  sich  der  Angriffspunkt  der  Last  um: 


^»  =  «»''  =  l7^(*»+3)' 
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Insgesamt  erleidet  also  der  Endpunkt  des  Auslegers  folgende  Ver- 
schiebungen (Fig.  159f): 

in  vertikaler  Bichtung:    d  =  ^^  +  3,  =  -^^  l-j  -] —      ,  ^1  , 


w 


horizontaler 


w 


2EJ 


K' 


y-^ikrlh.  +  jh 


.)• 


Fig.  159. 

Da  der  vertikale  Teil  einen  Druck  V  ^^P  aufzunehmen  hat^ 
wird  er  außerdem  um  eine  Strecke  -=^  zusammengedrückt.    Dieser 

Ja  E^ 

Betrag  käme  also  noch  zu  der  Senkung  hinzu.  Er  ist  aber  im 
Verhältnis  zu  den  durch  die  Biegung  verursachten  Formänderungen 
so  gering,  daß  ex  vernachlässigt  werden  darf. 

Aufgabe.  Man  leite  die  Formeln  (II)  und  (III)  auch  in  der 
Weise  ab,  daß  man  den  Teil  mn  als  einen  Freiträger  von  der 
Länge  \  betrachtet,  dessen  Einspannstelle  um  einen  Winkel  »^ 
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(d.  i.  der  Ausschlagwinkel  des  Elementes  m)  nachgibt.  Ferner 
setze  man  Zahlenwerte  ein  und  rechne  das  Beispiel  YoUständig 
durch.  

SohlußhemerTcung,  Bei  der  Untersuchung  der  elastischen  Form- 
änderungen haben  wir  bisher  stets  den  —  theoretisch  sehr  schwer 
verfolgbaren  —  Einfluß  der  Schubspannungen  t  vemachlftssigt. 
Durch  diese  yergrößern  sich  die  Durchbiegungen  durchschnittlich 
um  etwa  5%;  doch  wird  dieser  Zuschlag  fast  stets  vemachlässigt. 


15.  Vortrag: 

Der  eingespannte  Träger  und  der  dnrehlanlende  Träger  anl 

mehreren  Stützen» 

§87. 
Der  angespannte  Träger. 

L  Per  Balken  mit  fester  Elnspannung, 

Bei  der  wichtigsten  Trägerart,  dem  Balken  auf  zwei  Stützen, 
ist  bisher  stets  vorausgesetzt,  daß  die  Enden  frei  auf  den  Lagern 
aufliegen.  Für  diesen  Fall  haben  wir  in  den  früheren  Unter- 
suchungen die  Auflagerkräfte,  Momente,  Querkräfte,  Spannungen 
und  schließlich  auch  die  elastischen  Formänderungen  bestimmt. 

In  Fig.  160a  ist  nun  angenommen,  daß  ein  Balken  an  seinen 
Enden  etngeapa/nnt  (eingemauert)  sei.  Zwischen  einem  solchen 
„eingespannten  Träger^'  (Fig.  160a)  und  einem  frei  aufliegenden 
Träger  (Fig.  160c)  besteht  augenscheinlich  folgender  unterschied: 
Beim  ersteren  sind  infolge  der  Einmauerung  die  beiden  äußersten 
Stabelemente  0  und  n  gezwungen,  auch  nach  der  Belastung  ihre 
ursprüngliche  horizontale  Lage  beizubehalten;  beim  letzteren  führen 
sie  infolge  der  Belastung  eine  kleine  Drehung  aus,  so  daß  die 
Ausschlagwinkel  (Kq  und  jSq  entstehen  (Fig.  160c).  Dieses  ist  also 
der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Trägerarten  hinsichtlich  der 
Formänderungen. 

Wodurch  kommt  nun  der  Unterschied  zustandet  Zunächst 
haben  die  Stabelemente  0  und  n  in  Fig.  160  a  ebenfalls  das  Be- 
streben, sich  bei  Belastung  des  Trägers  zu  drehen.  Infolge  der 
Einmauerung  können  sie  aber  diese  Drehung  nicht  ausführen.    Sie 
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erhalten  yielmehr  von  der  über  den  Auflagern  befindlichen  Auflast 
einen  Gegendruck,  der  sie  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  festhält. 
Auf  den  frei  aufliegenden  Träger  auf  zwei  Stützen  wirken  außer- 
halb der  Stützpunkte  überhaupt  keine  Kräfte  ein.  Beim  ein- 
gespannten Träger  dagegen  sind  solche  Kräfte  vorhanden,  nämlich 
die  Gegendrücke  der  Aufmauerungen.  Diese  Kräfte  sind  sogar 
sehr  beträchtlich  und  bringen  auch  in  bezug  auf  die  Punkte  Ä 
und  B  bereits  Momente  hervor.  Dieses  ist  also  der  unter- 
schied zwischen  beiden  Trägerarten  hinsichtlich  der  vorhandenen 
Kräfte. 


?  r 


771* 


Fig.  leo. 


Statt  durch  Einmauerung  kann  die  Einspannung  eines 
Trägers  AB  auch  dadurch  geschehen,  daß  auf  die  Stabelemente  0 
und  n  Kräftepaare  wirken.  Wirkt  bei  0  ein  linksherum  zeigendes 
und  bei  n  ein  rechtsherum  zeigendes  Kräftepaar,  so  kann  hier- 
durch augenscheinlich  ebenfalls  erreicht  werden,  daß  die  Ausschlag- 
winkel des  ersten  und  des  letzten  Stabelementes  gleich  ]!^ull 
werden;  d.  h.  daß  der  Balken  „eingespannt^^  ist.  Dieser  FaU,  daß 
die  Einspannung  durch  Kräftepaare  geschieht,  ist  für  die  weiteren 
Untersuchungen  besonders  wichtig.  Namentlich  beim  Träger  auf 
mehreren  Stützen  lassen  sich  die  einzelnen  Teile  als  Balken  auf- 
fassen, die  durch  Kräftepaare  eingespannt  sind  (§  88).  Wir  wollen 
deshalb  zunächst  die  Berechnung  eines  derartig  durch  Kräftepaare 
eingespannten  Balkens  erledigen. 
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a)  Berechnung  der  Einspannmamente, 

Das  Moment  des  Eräftepaares  bei  A  werde  Jf^  und  das  bei 
B  werde  Mb  genannt.  Gemeinsam  führen  sie  die  Bezeichnung 
fjEinspannmomenf^.  Die  Oröße  dieser  Einspannmomente  kann 
nicht  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  der  Statik  bestimmt 
werden.  Denn  wir  haben  am  Balken  Fig.  160  b  erstens  die  Auflager- 
kräfte an  den  beiden  Lagerstellen  und  außerdem  noch  die  beiden 
Einspannmomente.  Wenn  wir  letztere  zunächst  in  die  Bechnung 
einführten,  so  könnten  wir  aus  dem  Gleichgewicht  des  Körpers  AB 
die  Auflagerdrücke  bestimmen.  Dann  sind  aber  auch  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen verbraucht,  so  daß  Jf  ^  und  Mb  als  (zwei)  Un- 
bekannte zurückbleiben.  Die  Konstruktion  ist  (zweifach)  statisch 
unbestimmt. 

Wir  müssen  also  das  elastische  Verhalten  des  Trägers  unter- 
suchen. Hierbei  ergibt  sich  naturgemäß  folgender  Bechnungsgang: 
Da  die  Wirkung  der  Einspannmomente  darin  besteht,  daß  der 
Ausschlagwinkel  des  ersten  und  des  letzten  Stabelementes  gleich 
Null  werden,  so  werden  wir  zunächst  die  Ausdrücke  für  die 
Ausschlagwinkel  aufstellen.  In  diesen  Ausdrücken  kommen 
natürlich  auch  Jf^  und  Mb  vor.  Dann  setzen  wir  die  Ausschlag- 
winkel gleich  Null  und  erhalten  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  Ma  nnd  Jf^. 

Die  folgende  Untersuchung  gewinnt  an  Klarheit,  wenn  wir 
den  Einfluß  der  Lasten  P  und  der  Einspannmomente  getrennt 
aufstellen.  Betrachten  wir  zunächst  die  Wirkung  der  Kräfte  P, 
ohne  die  Einspannmomente.  Dieser  Fall  ist  in  Fig.  160  c  dar- 
gestellt. Die  Auflagerdrücke  Aq  und  Bq  und  die  dazugehörige 
Momentenfläche  ^o  la^^ii  sich  in  bekannter  Weise  aus  den  Lasten 
bestimmen.  Hieraus  ergeben  sich  dann  für  diesen  Fall  die  Aus- 
schlagwinkel 

/i\  /v   —    ^    So ' £o .       o       _!    5oj_Eo 

Nachdem  somit  die  Lasten  P  erledigt  sind,  untersuchen  wir  den 
Einfluß  der  auf  das  Element  0  wirkenden  Einspannung.  Das 
Moment  der  Einspannkräfte  in  bezug  auf  den  Punkt  A  war  mit 
Mj^  bezeichnet.  Weiter  sollen  jetzt  also  keine  ELräfte  berück- 
sichtigt werden.  Es  entstehen  dann  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  160f 
und  e  eingeschriebenen  Momente  und  Auflagerdrücke  am  Balken 
und  schließlich  die  Ausschlagwinkel  der  Stabelemente  0  und  n: 


*^=ir(-|4*"»^^)' 


(2) 


«A  —  — 


EJ    3 
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Jf^-i;       ßA  =  —^'\M^.l 


(Das  Moment  M^  ist  negativ,  da  es  am  linken  Balkenteile  links- 
herum zeigt.  Daher  ergeben  sich  die  Winkel  (Xj^  und  ß^  ebenfaUs 
negativ.  Sie  sind  ja  auch  tatsächlich  entgegengesetzt  gelegen  zu 
den  Winkeln  <Xq  und  ß^.) 

In  entsprechender  Weise  entstehen,  falls  nur  das  Moment  Mb 
auf  den  Balken  wirkt,  die  Ausschlagwinkel  (Fig.  160  g  und  h) 


<3) 


O^B  =™  — 


—  .-Mn-l)      ßB ^'^Ms'l. 


Setzen  wir  nun  alle  drei  Wirkungen  —  die  Lasten  P^  das  Mo- 
ment Mj^  und  das  Moment  Mb  —  zusammen,  so  kommen  wir  auf 
unsere  ursprüngliche  Aufgabe  zurück:  Träger  an  den  Enden  ein- 
gespannt und  durch  Lasten  P  belastet.  Für  diesen  Fall  ergeben 
sich  also  die  Ausschlagwinkel 

des  Elementes  0:   a  =  aQ  +  aj^  +  (Xbj 

,t  J9  W  •      /?  ==   Ä  +  ^-4  +  ^B  • 

Diese  AussMagvnnkel  müssen  aber  gleich  NuU  sein,  da  ja  die 
Stabelemente  0  und  n  fest  eingespannt  sind.  Wir  haben  also  die 
Bedingungen 


{    1    5o'?o 
EJ      l 

1    So  •  £o 
EJ      l 


1      ljf^.J-A,.^j|f^.j  =  0, 


EJ    3 


EJ    6 


^      ~Ma'1--^'\^Mb^I==Q, 


EJ    6 


EJ    3 


Hieraus  folgen  für  die  beiden  Momente  M^  und  Mb  die  Gleichungen : 


(I) 


2  if  ^  +  Jf  B  =  6 


if  4  +  2  if B  =  6 


l^ 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  dann  die  beiden  ün 
bekannten  M^  und  Mb  bestimmen: 

TUT  ^  l$0  •  £o  2  go  '  JTq 


Fischer,  Statik. 
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(la) 
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2go 


So  groß  müssen  also  Mjt  und  Jtfp  sein»  wenn  die  Ausschlagwinkel 
der  Elemente  0  und  n  zu  l^ull  werden  sollen. 

h)  Berechnung  der  AuflagerdrüoJce. 

Sobald  Ma  und  Mb  ermittelt  sind,  finden  wir  die  Auflager- 
drücke Ä  und  B: 

A  =  Aq  +  A^  +  Aß  . 

(Ao  "=  Auflagerdruck  des  frei  aufliegenden  Trägers  infolge  der 
Lasten  P;  Aj^  entsprechender  Auflagerdruck  infolge  des  Mo- 
mentes Mji ,  usw.)  ]!^ach  Einsetzung  der  Werte  von  A^ ,  Aß  usw. 
aus  Fig.  160e  und  g  ergibt  sich: 

Ma  —  Mb  ^  Ma  —  Mb 

(II)  A^Ao  +  ^^^ ^,  B-^o~      \  > 

Bemerkung:  Geschieht  die  Einspannung  nicht  durch  Kräfte- 
paare, sondern  durch  direkte  Aufmauerung  auf  den  Elementen  0 
und  n ,  so  müssen  ferner  die  Drücke  dieser  Aufmauerung  bestimmt 
werden.  Sie  ergeben  sich  aus  den  Momenten  Mj,  und  Mb  und 
den  Abständen  der  Angriffspunkte  der  Drücke  von  den  Lager- 
punkten (Moment  «=  Druck  X  Abstand).  Diese  Drücke  sind  dann 
zu  den  obigen  Werten  von  A  und  B  zu  addieren. 

e)  Berechnung  der  Zwischenmomente. 

Das  Gesamtmoment  M  für  einen  Punkt  m  (Fig.  160i)  innerhalb 
der  Stützweite  ergibt  sich,  wenn  wir  die  einzelnen  Momenten- 
flächen Fig.  160d,  f  und  h  zusammenlegen.  Letztere  beiden  sind 
negativ  und  ergeben  zusammen  ein  Trapez.  Deshalb  finden  wir  M , 
indem  wir  die  Differenz  aus  der  positiven  Fläche  ^q  und  diesem 
negativen  Trapeze  zeichnen  (Fig.  160i).  Bechnerisch  würde  sich 
das  Moment  eines  Querschnittes  folgendermaßen  ermitteln  lassen: 
Wir  bestimmen  zunächst  das  Moment  des  Querschnittes  infolge 
der  Lasten  P  für  den  Fall,  daß  der  Balken  frei  aufliege.  Es 
werde  Mq  genannt.  Hat  dann  der  Querschnitt  vom  rechten 
bzw.  linken  Auflager  die  Abstände  x^  bzw.  x^j  so  ist  sein  Ge- 
samtmoment (mit  Berücksichtigung  der  Einspannung): 

(III)  m^Mo-M^^^^Mb'^. 
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ä)  Berechnung  der  Querkräfte. 

Die  Querkraft  für  den  Schnitt  m  in  Fig.  160i  ist,  wenn  wir 

beispielsweise  den  Balkenteil  links  vom  Schnitte  betrachten,  gleich 

dem  Auflagerdruck  A  weniger  den  Lasten  P  links  vom  Schnitte. 

Nun  besteht  aber  der  Auflagerdruck  Ä  aus  den  beiden  Teilen  Äq 

Ma  —  Mb 
und 1 .     Der  erste  Teil ,  J.o ,  ist  der  Auflagerdruck  für 

den  Fall,  daß  der  Balken  frei  aufliegt  (Fig.  160  c).  Es  würde  also 
Aq  zusammen  mit  den  links  vom  Schnitte  befindlichen  Lasten  die 
Querkraft  des  Schnittes  m  ergeben  für  den  frei  aufliegend  ge- 
dachten Träger.  Diese  Querkraft  werde  mit  Qo,m  bezeichnet.  Sie 
läßt  sich  in  der  bekannten  Weise  für  jedes  Lastensystem  schnell 
berechnen.  Sobald  dann  Qo.m  ermittelt  ist,  ergibt  sich  die  richtige 
(d.  h.  mit  Berücksichtigung  der  Einspannung  berechnete)  Quer- 
kraft des  Schnittes  m: 

(IV)  Ö«-<?o.«  +  ^^^f^. 

Zusammentassung.  Bei  der  Berechnung  eines  eingespannten 
Trägers  sehen  wir  zunächst  von  der  Einspannung  ab  und  bestimmen 
die  „atn/oofta  Momentenfläehe  ^q'^  ^^j  ^^  ^^  ^^^  Balken  frei  auf 
zwei  Stützen  gelagert  wäre.  Dann  ergeben  sich  mit  Hilfe  der 
Fläche  ^0  ^^^  deren  Schwerpunktsabstände  ^q  und  £o  a*us  den 
Gleichungen  (I),  bzw.  (la)  die  Einspannmomente  üf^  und  Mß. 
Nach  deren  Ermittlung  finden  wir  durch  die  Gleichungen  (U),  (III) 
und  (TV)  die  Auflagerdrücke  Ä  und  B  des  eingespannten  Trägers, 
ferner  dessen  Moment  und  Querkraft  für  jede   beliebige  Stelle. 

Man  beachte,  daß  bei  einem  eingespannten  Träger  die  Auf- 
lagerdrüoke  nicht  dieselben  sind,  als  wenn  der  Träger  frei  auf- 
liegen würde.    Nur  wenn  itf ^  =  Mb  wird,  ist  A^A^  und  B^Bq. 

Beispiel.  Eingespannter  Träger  mit  gleichmäßig  verteilter  Last. 

Wir  bestimmen  zunächst  (vgl.  hierzu  Fig.  156  a  und  b): 

2      PI  _PP  _   ,_  l 

Hiermit  ergeben  sich  die  Einspannmomente  [s.  Gleichungen  (la)]: 

..        2Pl^Ll        l\ 
^^-12V[^2''2) 

P    l_ 
^  6'  2 

PI 
^12' 

83* 
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Diese  Momente  sind  negativ  (wie  sie  von  vornherein  in  die  Bech- 
nnng  eingeführt  sind).     In  der  Mitte  ist  das  Moment: 

PI    1       PI    1 

■"8        12       24  • 


TL  Der  Balken  mit  nachgiebiger  Einspannung> 

Der  vorhin  behandelte  Fall  kommt  in  der  Praxis  ziemlich 
selten  vor.  Meistens  sind  die  Widerlager  nicht  absolut  unbeweg- 
lich. Sie  gestatten  vielmehr  häufig  den  Endelementen  eine  kleine 
Drehung  und  dann  stimmt  unsere  ganze  Bechnung,  die  ja  auf 
der  Bedingung  (x  =  ß  =  0  aufgebaut  ist,  nicht  mehr. 

Die  Untersuchung  eines  Balkens  mit  nachgiebig  eingespannten 
Enden  wollen  wir  in  einer  Form  durchführen,  die  auch  für  die 
Berechnung  des  kontinuierlichen  Trägers  verwendbar  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Aufgabe:  Auf  einen  einfachen, 
frei  aufliegenden  Balken  wirken  die  gegebenen  Lasten  P  und  an 
den  Enden  die  zunächst  unbekannten  Einspannmomente  (Kräfte- 
paare)  JKf^  und  Mb*  (Letztere  ebenfalls  positiv  genommen.)  Die 
Ausschlagwinkel  a  und  ß ,  die  die  Endelemente  nach  der  Durch- 
biegung aufweisen,  seien  durch  Messung  gefunden.  Wie  groß 
müssen  danach  if^  und  Mb  sein! 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
einfach.  Zunächst  zeichnen  wir  die  Momentenfläche  infolge  der 
Lasten  P  und  ferner  die  durch  Mj^  und  Mb  hervorgerufenen 
Momentenflächen  auf.  Die  erstere  werde  in  Fig.  161c  mit  3^o  t>e- 
zeichnet.  Die  beiden  letzteren  sind  zu  einem  Trapez  zusammen- 
gelegt (Fig.  161  e).     Dann  finden  wir  die  Ausschlagwinkel: 

Diese  Ausschlagwinkel  sind  jetzt  aber  nicht  gleich  Null  zu 
setzen,  sondern  sie  sollen  bestimmte  Werte  haben.     Hiermit  er- 
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geben  sich  zur  Bestimmung  von  Mj^  und  M^  aus  der  Auflösung 
der  obigen  Gleichungen  die  Ausdrücke: 


(V) 


EJß 


Jf^  +  2  3fB  = -6^^  +  6 


2 


Sobald  also  die  Belastung  (und  damit  die  Momentenfläclie  ^g) 
and  die  Ausschlagwinkel  a,  und  ß  [gegeben  sind,  können  wir  aus 
den  obigen  Gleichungen  die  Eiuspannmomente  M^  und  Mb  be- 
rechnen. Man  sieht,  daB  die  Belastung  ein  negatives  und  die  Aus- 
schlagwinkel ein  positives  Moment  erzeugen.  Wenn  <x  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  der  Träger  starr  eingemauert  ist,  gehen  die  Gleichungen  (Y) 


^^  ^  P 


f 


Fig.  161. 

natürlich  in  die  vorhin  abgeleiteten  Gleichungen  (I)  über.  [Der 
unterschied  im  Vorzeichen  kommt  daher,  weil  wir  bei  den  Glei- 
chungen (I)  die  Momente  M^  und  Mb  von  vornherein  negativ 
wirkend  eingezeichnet  haben;  die  Aussagen  der  Gleichungen  (V) 
und  (I)  stimmen  also  überein.] 

Sobald  die  Momente  M^.  und  Mb  bestimmt  sind,  ergeben  sich 
die  Auüagerdrücke,  wie  früher: 

Mj,-Mb 


A  =  A^- 


B  =  Bo  + 


l 

M^-Mb 
l 


[Für  M^  und  Mb  würden  sich  bei  einem  Zahlenbeispiel 
(Fig.  161 Q  negative  Werte  ergeben.  Es  würden  also  in  die  obigen 
Gleichungen  negative  Zahlen  einzusetzen  sein.] 


—    518    — 

Aulgabe.  Bei  dem  in  Fig.  161  f  gezeichneten  eingespannten 
Balken  bestimme  man  Biegungsmomente  und  Auflagerdrücke  für 
den  Fall,  daß  a)  die  Enden  starr  eingespannt  sind,  b)  die  Wider- 
lager um  die  Winkel  «  —  /?«=  0,0087  (Vj**)  nachgeben. 

Die  Nachgiebigkeit  der  Widerlager  läßt  sich  z.  B.  bei  Mauer- 
werk fast  niemals  theoretisch  ermitteln ;  man  ist  hier  auf  Schätzungen 
angewiesen.  Ein  geringes  Nachgeben  kann  übrigens  für  einen  ein- 
gespannten Träger  günstig  sein,  da  dann  die  Einspannmomente 
kleiner  und  das  Mittelmoment  größer  werden  (vgl.  den  eingespannten 
Träger  mit  gleichmäßig  yerteilter  Last).  Im  allgemeinen  geben 
dann  aber  die  Widerlager  gleich  so  yiel  nach,  daß  der  Träger  wie 
ein  frei  aufliegender  Balken  beansprucht  wird.  Man  erkennt  hier- 
aus, daß  derartige  statisch  unbestimmte  Konstruktionen  immer 
eine  gewisse  Unsicherheit  in  sich  bergen. 


§88. 
Der  durchlaulende  Träger  aut  mehreren  Stützen. 

a)  Berechnung  der  Stützenmomente, 

Die  Theorie  des  durchlaufenden  (kontinuierlichen)  Trägers  wollen 
wir  an  Hand  des  in  Fig.  162  a  gezeichneten  Balkens  auf  sechs  Stützen 
durchnehmen.  Die  Belastung  sei  gegeben.  Eines  von  den  Lagern 
ist  fest  (Eipplager),  um  auch  horizontale  Kräfte  aufnehmen  zu 
können;  die  anderen  sind  beweglich.  Wir  beschränken  uns  im 
folgenden  jedoch  auf  vertikale  Belastung,  so  daß  an  allen  Lagern 
nur  vertikale  Drücke  auftreten.  Außerdem  wollen  wir  die  Unter- 
suchung nur  für  den  Fall  durchführen,  daß  der  Balken  überaU 
das  gleiche  Trägheitsmoment  hat.  Allerdings  wendet  man  in  der 
Praxis  die  abzuleitenden  Formeln  auch  dann  an,  wenn  diese  Be- 
dingung nicht  genau  erfüllt  ist. 

Der  Balken  hat  sechs  (vertikale)  Auflagerkräfte;  also  vier  mehr 
als  ein  einfacher  Träger  auf  zwei  Stützen.  Da  bei  letzterem  die 
Oleichgewichtsbedingungen  gerade  zur  Berechnung  der  Unbekannten 
ausreichen,  so  haben  wir  hier,  beim  kontinuierlichen  Träger,  also 
vier  Unbekannte  zu  viel.  Wir  müssen  versuchen,  diese  vier  Un- 
bekannten aus  dem  elastischen  Verhalten  der  Konstruktion  zu 
bestimmen. 

Nun  wäre  es  naheliegend,  etwa  die  vier  Auflagerdrücke  G^  Og , 
Os  und  C4  als  statisch  unbestimmte  Größen  einzuführen.  Wir 
würden  dann  das  ganze  System  als  einen  Balken  betrachten,  der 
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bei  Ä  und  B  gelagert  ist  und  auf  den  anßer  den  Lasten  P  noch 
die  Kräfte  O^ . .  C4  wirken.  Zur  Bestimmung  der  letzteren  würden 
dann  die  vier  Bedingungen  führen,  daß  dieser  Balken  J.B  an  den 
vier  Stellen  Ij  2^  3  und  4  die  Einsenkung  Null  hat.  In  der  Tat 
gibt  dieses  einen  recht  anschaulichen  Bechnungsgang. 

Wir  wollen  aber  im  folgenden  eine  andere  Methode  durch- 
nehmen,  die  die  älteste  und  auch  jetzt  noch  am  häufigsten  be- 
nutzte ist.  Sie  stammt  von  dem  französischen  Ingenieur  Cla/peyron. 

Diese  Methode  beruht  darauf,  daß  man  als  unbekannte  die 
Biegungsmomente  an  den  Stellen  Ij  2^  3  und  4  in  die  Bechnung 


klfWK^^ftftr^! 


tax-^t^.^--^ 


Fig.  162. 

einführt.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Öffnung  Z,  für  sich  (Fig.  162  c), 
so  wirken  auf  diesen  Teil  der  Gesamtkonstruktion  die  Lasten  P4 
und  P5,  die  Auflagerdrücke  bei  2  und  J,  und  die  Kräfte,  die  von 
den  links  und  rechts  anschließenden  Teilen  auf  den  Teil  III  aus- 
geübt werden.  Dieses  sind  also  diejenigen  Kräfte,  die  im  Innern 
des  Balkens  in  den  Schnitten  2  und  3  wirken ;  d.  h.  die  Normal- 
spannungen o  (rechtwinklig  zum  Querschnitt)  und  die  Schub- 
spannungen t  (in  der  Ebene  des  Querschnittes).  Letztere  denke 
ich  mir  zu  den  Eesultierenden  T,  und  T,  zusammengesetzt.  Die 
Normalspannungen  o  sind  zum  Teil  Zug-,  zum  Teil  Druckspannungen. 
Die  Größe  dieser  inneren  Kräfte  ist  zunächst  noch  unbekannt. 
Wir  wissen  nur  aus  den  UntersuchuDgen  über  innere  Kräfte,  daß 
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in  jedem  Querschnitte  eines  auf  Biegung  beanspruchten  Stabes  die 
inneren  Kräfte  ein  Kräftepaar  ergeben,  dessen  Moment  ebenso 
groß  ist  wie  die  Summe  der  statischen  Momente  der  links  oder 
rechts  vom  Schnitte  liegenden  äußeren  Kräfte  (§  40,  ü,  Fig.  78). 
Insgesamt  haben  wir  also  folgendes  Besultat:  Der  Teil  III  ist  ein 
Balken,  auf  den  außer  den  Lasten  P  noch  die  Momente  M^  und  Jf, 
und  die  Einzelkräfte  Tg  und  T,  wirken.  Letztere  werden  direkt 
am  Auflager  aufgenommen;  für  die  Formänderungen  des  Stabes 
kommen  also  außer  den  Lasten  nur  die  y,8t4Uzenmoinente^^  M^  und  Jfg 
in  Betracht.  Diese  Stützenmomente  spielen  genau  dieselbe  Bolle 
wie  die  Einspannmomente  beim  eingespannten  Träger.  In  der  Tat 
kann  man  ja  den  Teil  III  als  einen  Träger  auffassen,  der  in  den 
Punkten  2  und  3  eingespannt  ist  (durch  den  Zusammenhang  mit 
den  angrenzenden  Teilen).  Diese  Einspannung  ist  nicht  starr, 
denn  die  Ausschlagwinkel  a,  und  ß^  (Fig.  162  b)  werden  nicht 
gleich  Null.  Sie  ist  aber  vorhanden,  denn  die  Winkel  a^  und  ß^ 
können  in  Fig.  162b  nicht  die  Größe  annehmen,  die  sie  haben 
würden,  wenn  der  Teil  III  ein  vollständig  frei  aufliegender  Träger 
(ohne  Einspannmomente)  wäre«  Die  Stützenmomente  führen  wir  in 
die  Bechnung  zunächst  als  im  positiven  Sinne  wirkend  ein  (Fig.  162  c). 
Nun  haben  wir  im  Abschnitte  11  des  vorigen  Paragraphen 
gesehen,  daß  sich  zur  Bestimmung  der  Momente  M^  und  M^  die 
Oloichungen  aufstellen  lassen  (Fig.  162  d): 

2Mi+    J|f3=-6^^^\^  +  6^J-^, 
Jfj  +  2if8  -  -6  ^^^^^  +  6J5J  A  . 

Hierin  ist  ^o.s  ^^^  Inhalt  der  Momentenfläche,  die  nur  von  den 
Lasten  P^  und  P^  herrührt,  bei  der  also  die  Stützenmomente  M^ 
und  ifs  unberücksichtigt  sind.  Die  übrigen  Bezeichnungen  sind 
aus  der  Figur  ersichtlich.  Das  Trägheitsmoment  J  ist  für  den 
ganzen  Träger  AB  sia  konstant  angenommen.  Wenn  c^  und  ß^ 
bekannt  wären,  könnten  wir  jetzt  M^  und  M^  ausrechnen.  Leider 
sind  die  Winkel  noch  unbekannt.  Trotzdem  können  wir  aber 
einige  Beziehungen  zwischen  den  Ausschlagwinkeln  aufstellen.  Aus 
Fig.  162  b  ergibt  sich  nämlich,  daß  der  linke  Ausschlagwinkel  oc^ 
des  Teiles  III  ebenso  groß  ist  wie  der  rechte  Ausschlagwinkel  ßf 
des  Teiles  II.  Dieses  kommt  daher,  weil  das  Stabelement,  das 
gerade  über  dem  Stützpunkt  2  ist,  sowohl  das  erste  Element  von 
Teil  117   ah   das   letzte  Element  von  Teil  II  darstellt.     Da  die 
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Winkel  oc^  und  ß^  aber  nach  yerschiedenen  Bichtungen  gegen  die 
ursprüngliche  Stabachse  ausschlagen,  müssen  sie  mit  verschiedenen 
Vorzeichen  in  die  Gleichungen  eingeführt  werden.  Wir  haben  also 
die  eine  Beziehung  zwischen  den  Ausschlagwinkeln  gefunden: 
/Sg  =  — ag.  Insgesamt  bekommen  wir  an  dem  ganzen  System  die 
Beziehungen:  ^j    Ä  = -«2  , 

2)  Ä  =  -«8, 

3)  A  =  -A4  , 

Diese  vier  Beziehungen  müssen  wir  nun  so  verwenden,  daß 
wir  mit  ihrer  Hilfe  die  vier  Unbekannten  Jlf| ,  Jlf, ,  M^  und  M^ 
finden.  Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  Bestimmungsgleichungen 
der  Momente  für  die  einzelnen  Teile  I — V  an.  Hierbei  ist  zu  be- 
achten, daß  Mq  und  M^  gleich  Null  sind,  da  der  Balken  bei  0 
und  5  frei  aufliegt.  Jedes  der  übrigen  Stützenmomente  kommt 
bei  je  zwei  aneinander  grenzenden  Teilen  yor.  (Z.  B.  M^  wirkt 
sowohl  bei  Teil  I  als  bei  Teil  II  als  Einspannmoment  usw.)  Wir 
erhalten  also  für  die  einzelnen  Teile  I,  II  usw.  die  Beziehungen 
[vgl.  die  Gleichungen  (V)  in  §  87]: 


Teül: 


(2.   0 


Teü  77 : 


+    Jbrt--6  ^^'\\^^'^  +6EJ 
0  +  2Jf,  -  -6  "»•'•J'-^  +  QEJ 

h 
Mi  +  2Mt 6  ^'''»,;^»-«  +6EJ 


U 


2.Jf,+    if. 


^ g  tjo,»  'So. 


Teil  117 :    i 


*3 


^  +  6EJ 


A. 
A. 


ifa  +  2M^  =  -6  ^-1^±  +  6  JS  J 

*3 


USW. 


Um  nun  auf  diese  Gleichungen  die  oben  aufgestellten  Be- 
ziehungen 1) — 4)  anwenden  zu  können,  schreiben  wir  sie  so,  daß 
die  Winkel  auf  einer  Seite  allein  stehen: 

00,1  •  ?o,i 


Teil  7 : 


2 . 0 .  Zi  +    3/1 .  Zj  +  6 


h 


=  ßEJ'Oc^^ 


leil  //: 
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Teil  ZU:     ^ 


3f,  .  l,  +  2  If,  .  J.  +  6 ^^^^^  -  6£J . /?, 

«8 


USW. 

Jetzt  haben  wir  die  Oleichungen  in  einer  Form,  in  der  wir 
die  Beziehungen  1)— 4)  verwenden  können.  Da  nämlich  ßt——»,, 
also  QEJ' ßi'^—QEJ'Oif  ist,  entsprechend  QEJ'ß^-^—QEJ-Xf 
usw.,  so  ergibt  sich  aus  den  obigen  Oleichungen: 

(I)      0'h  +  2M^-h  +  6^°'^  ^°''  =  -  (2  Jf^  .Z,  +  Jf,  -l,  +  S^"-''^"-'), 

(H)  If  1  •  l,  +  2  Jf  , .  l,  +  6  ^^^^^  -  -  (2  Jf , .  J,  +  Jf  , .  i,  +  6  ^^^^) 

usw. 

Diese  Gleichungen  schreiben  wir  so,  daß  links  die  unbekannten 
und  rechts  die  bekannten  Größen  stehen.  Dann  erbalten  wir  für 
das  ganze  System  folgende  Tier  Gleichungen: 

(I)  2M,(l^  +  k)  +  M,'l, 6(^!^-^^  +  22r^^), 

(II)  Jf,.J,  +  21f,(Z,  +  y  +  Jlf,.J,--6(^S^^^i^  +  ^2*^i!^), 

(ni)  jif,-z,  +  2  3f,(ij  +  g  +  jifi.Zi  — 6\^ — V^"^  — h — /' 

(IV)  Jf, . «4  +  2  Jif,(?,  +  y  -  -ep^y^  +  ^o^lJoii) . 

Durch  Auflösung  dieser  vier  Gleichungen  ergeben  sich  die  vier 
Unbekannten  if ^ ,  if ^ ,  üfj  und  M^ .  Die  Oleichungen  sind  ja 
nicht  besonders  bequem,  immerhin  haben  w^r  aber  doch  ein  Mittel, 
um  die  Unbekannten  zu  bestimmen.  Ein  vierfach  statisch  un- 
bestimmtes System  erfordert  natürlich  etwas  Bechenarbeit.  Meistens 
hat  man  ja  auch  nur  Balken  auf  drei  oder  vier  Stützen;  dann 
verkleinert  sich  die  Anzahl  der  Oleichungen  auf  1  resp.  2. 

Zusammenfassung.  Um  bei  einem  kontinuierlichen  Träger  die 
Stützenmomente  M^y  M^  usw.  zu  ermitteln,   denken  wir  uns  den 
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Balken  aus  einzelnen,  frei  anfliegenden  Teilbalken  I ,  II  nsw.  be- 
stehend und  bestimmen  deren  „einfache  MomefUenßäohen^^  So,iy 
^0,%  nsw.  (Fig.  162  d).  Dann  berechnen  wir  für  diese  einzelnen 
Momentenflächen  die  Ausdrücke:  Flärcheninhalt  mal  Schwerpunkts- 
abstand, dividiert  durch  Spannweite,  und  setzen  sie  in  die  obigen 
Gleichungen  (I)  bis  (lY)  ein.  Deren  Auflösung  gibt  die  gesuchten 
Werte  M^,  M^,  M^  und  M^ .  Wir  nennen  diese  Gleichungen  die 
yfClapeyranschen  Oleichungen*^. 

i)  Berechnung  der  ZwischenmomenU. 

Nachdem  die  Stützenmomente  bestimmt  sind,  ergeben  sich 
auch  die  Momente  für  die  Punkte  innerhalb  der  Stützenweite. 
Wir  tragen  z.  B.  für  den  Teil  III  die  Momente  Jlf,  und  Jtf,  auf 
und  verbinden  deren  Endpunkte  durch  eine  gerade  Linie.  Dann 
ist  Jfm  das  Moment  an  der  Stelle  m  infolge  der  an  den  Enden 
des  Balkens  vorhandenen  Stützmomente  M^  und  M^  (vgl.  auch 
Fig.  161  d  und  e).  Femer  sei  Jlfo,m  (Fig-  162  d)  das  Moment,  wenn 
der  Teil  als  einfacher,  durch  die  Lasten  P  beanspruchter  Balken 
betrachtet  wird.     Insgesamt  ergibt  sich: 

Die  Momente  Jlfo  sind  positiv,  da  diese  für  einen  frei  aufliegenden 
Träger  zwischen  zwei  Stützen  bestimmt  werden.  Die  Stützen- 
momente sind  verschieden,  meistens  negativ.  Bei  der  graphischen 
Darstellung  trägt  man  von  einer  Nullachse  aus  die  positiven 
Stützenmomente  nach  entgegengesetzter  Seite  auf  wie  die  (ebenfalls 
pt)sitiven)  Momente  Jlfo  und  kann  dann  die  Summe  direkt  ab- 
greifen. Die  negativen  Stützenmomente  trägt  man  aber  nach  der- 
selben Seite  auf  wie  die  Momente  Jfo  und  kann  dann  also  auch 
die  Differenz  der  beiden  Momente  direkt  abmessen.  In  dieser 
Weise  wurden  die  Momente  für  die  einzelnen  Querschnitte  in 
Fig.  162  e  dargestellt,  wobei  alle  Stützenmomente  als  negativ  an. 
genommen  wurden.  Wo  die  einfachen  Momentenflächen  %^  über- 
wiegen, ist  das  Moment  positiv,  und  umgekehrt.  Dementsprechend 
ist  auch  die  Krümmung  des  Balkens  (Fig.  162b):  Bei  positivem 
Moment  ist  die  Wölbung  nach  oben  offen  (v),  bei  negativem  Mo- 
ment ist  sie  nach  unten  offen  (^). 

c)  Berechnung  der  Auflagerkräfte  und  Querhräfte. 

Zum  Schlüsse  die  Berechnung  der  Auflagerkräfte.  Auf  jeden 
Auflagerpunkt  wirken  die  Drücke  der  beiden  zusammenstoßenden 
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Teilbalken.     Deren  Auflagerkräfte  werden  mit  Hilfe  der  für  den 
eingespannten  Träger  abgeleiteten  Formeln  bestimmt: 


l 

Hier  sind  Aq  und  Bq  die  Auflagerdrücke,  die  der  als  frei  aufliegend 
betrachtete  Träger  infolge  der  Lasten  P  ausübt,  während 


M^-Mb 


l 

den    durch    die    Einspannmomente    hervorgerufenen   Zusatz    an- 
gibt. 

Um  nach  diesen  Formeln  beispielsweise  den  Auflagerdruck 
der  Stütze  C^  (Fig.  162a)  zu  ermitteln,  muß  beachtet  werden, 
daß  zwei  eingespannte  Träger,  nämlich  die  Balken  II  und  III 
von  Fig.  162  a,  auf  diesem  Stützpunkte  gemeinsam  aufliegen.  Der 
Träger  III  übt  nach  den  obigen  Formeln  einen  (linken)  Auflager- 
druck aus: 

C'-A  ^«-^» 

O2  —  -^0.8 5 • 


(Hierin  ist  nach  Fig.  162a  und  c:  ^0.  s  =  — * 7 — - — ;  M^  und  Jf, 

sind  die  Stützenmomente  des  durchlaufenden  Trägers  an  den 
Stellen  2  und  3 .)  Der  eingespannte  Träger  II  von  Fig.  162  a 
übt  auf  den  Punkt  C^  einen  Druck  aus: 


C2  ^  B0.2  + 


k 


(Bo,2  ist  der  rechte  Auflagerdruck  von  Träger  77,   wenn  dieser 

P  c 

als  frei  aufliegend  betrachtet  wird;  also  gleich  — /— .) 

Insgesamt  ergibt  sich  hiermit  der  Auflagerdruck  C^ : 


(7j  =  -4o,  3 ^ h  Po,  s  + 


Die  Querhraft  für  eine  Stelle  m  (Fig.  162  c)  läßt  sich  wie  beim 
eingespannten  Balken  auf  folgende  Weise  berechnen :  Zunächst  be- 
trachten wir  den  Balken  777  als  selbständigen  frei  aufliegenden 
Träger  und  bestimmen  in  der  bekannten  Weise  die  für  den  Quer- 
schnitt m  infolge  der  Lasten  P  entstehende  Querkraft  Qo,m* 
Dann  fügen  wir  die  Wirkung  der  Einspannmomente  M^  und  Ifg 
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hinzu.  Insgesamt  ergibt  sich  auf  diese  Weise  z.  B.  fär  den 
Schnitt  m  (Fig.  162o;  Tgl.  auch  §  87): 

Vm  —  Vo  I  «•  7  • 

[M2  und  ifg  sind  in  Fig.  162o  entgegengesetzt  angenommen  als 
in  Fig.  160  b,  daher  die  Verschiedenheit  im  Vorzeichen  gegenüber 
Formel  (IV)  in  §  87.]  

Mit  den  obigen  Untersuchungen  möge  die  allgemeine  Theorie 
des  durchlaufenden  Trägers  abgeschlossen  werden.  Bei  einer  ge- 
naueren Berechnung  müssen  ferner  der  Einfluß  der  Querkräfte 
auf  die  Formänderungen  und  somit  auch  auf  die  Stützenmomente, 
die  Wirkung  von  Stützensenkungen  und  Temperaturänderungen 
berücksichtigt  werden.  Außerdem  fehlt  noch  die  Untersuchung 
einer  beweglichen  Belastung  usw.  Hinsichtlich  dieser  Fragen  und 
einer  systematischen  Behandlung  der  statisch  unbestimmten  Systeme 
überhaupt  sei  auf  Band  III  des  vorliegenden  Buches  verwiesen. 


§89. 

Spezialtälle:  Träger  auf  drei  und  auf  vier  Stützen.    Zusammen- 
hang zwischen  Gerber  schem  und  durchlautendem  Träger. 

In  der  Praxis  kommen  am  häufigsten  die  Träger  auf  drei 
und  vier  Stützen  vor.  Für  diese  Träger  läßt  sich  die  Berechnung 
der  Stützenmomente  usw.  noch  weiter  durch  Ableitung  geschlossener 
Formeln  vereinfachen. 

L  Träger  auf  drei  Stützen.    (Fig.  163.) 

Beim  Träger  auf  sechs  Stützen  (Fig.  162)  hatten  wir  vier 
unbekannte  Stützenmomente,  zu  deren  Bestimmung  die  vier  Glei- 
chungen (I)  bis  (IV)  aufgestellt  wurden  (s.  §  88).  Jetzt,  beim 
Träger  auf  drei  Stützen  (Fig.  163),  ist  nur  das  eine  Stützen- 
moment if|  zu  bestimmen.  Die  Anzahl  der  Gleichungen  ver- 
ringert sich  ebenfalls  auf  eine^  und  zwar  auf  die  Gleichung  (I), 
die  ja  auf  Grund  der  am  Stützpunkte  1  stattfindenden  Form- 
änderungen aufgestellt  war.  Wir  haben  also  zur  Ermittlung  der 
Unbekannten  die  Bedingung: 
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Da  außerdem  das  Moment  Mf  gleich  Null  ist  —  denn  der  Balken 
li«gt  bei  2  frei  auf  — ,  so  bleibt  die  einfache  Gleichung  äbrig: 

®        ^'     ~h+h'\ — h — "^ — h — r 

Um  also  für  irgendoliie  Belastang  das  Stützenmoment  Mi  zu  be- 
stimmen, denken  wir  uns  den  Träger  Fig.  163  a  an  der  Stelle  1 
durchschnitten  und  bestimmen  für  jeden  der  einzelnen  Balken  I 
und  II  die  einfachen  Momentenflächen  go.i  ^^^  i^o.s  ^^^  deren 
Schwerpunktsabstände  jTo.i  ^uid  £o.s  ^on  den  Punkten  0  und  2. 
Dann  ergibt  sich  aus  dem  obigen  Ausdruck  (I)  sofort  das  ge- 
suchte Moment  über  der  Stütze  1. 

Wir  wollen   nun  für  einige  besonders  wichtige  Belastungs- 
fälle  die  Beohnung  yoUständig  durchführen« 

a)  Zwei  feststehende,  verteilte  Belastungen;  ungleiche  Felder. 
Es  ist  (Fig.  163  a— c): 

cv      ^2       gj}       gjf  g^ll 

Eo.  1  —  "o"  f  Eo,  f  ■*  2  • 

Folglich  wird: 

Stützenmoment  Jf.- ?_M  A.i +  ?«il.-^.i) 


?!  +  l,  \  24  "^  24  /  ' 


Mit  Hilfe  des  Stützenmomentes  ergeben  sich  dann  die  Aaflager< 
drücke  (s.  §  88): 


-^0,1  — 


Mo- Ml 


g^li      0-Jtft 
~    2  li 

(Ha)  ^  =  ^  +  ^. 
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(Da  Ml  negativ  ist,  ist  das  zweite  Ojied   des  obigen  Aus 
druckes  für  Ä  stets  negatäv.) 


0 


aia) 


3f,-0  ,0-^ 

— -Ao.« f-  +  .öo,i 1- 

2  Zg  "^    2  Z,   ' 

o-£^  +  ?.%-.,(iH-l), 


(Kontrolle:   ^  +  (7  +  B«^i?i  +  tf2^-) 

Aus  den  einfachen  Momentenflächen  ^o.i  ^t^^  t^o.s  ^^^^  dem 
Stützenmoment  M^  ergibt  sich  ferner  die  gesamte  Momentenflächo 
des  Trägers  (Fig.  163  c).  Die  Stelle  des  größten  positiven  Mo- 
mentes in  der  Öffnung  l^  berechnet  sich  nach  Fig.  163a: 

J.  —  ^j  a»  =  0  , 
9x 


w 


X 


l(g,h,MÄ 


Das  Maximalmoment  selber  ergibt  sich   durch  direkte  Aus- 
rechnung: 

X 

A-Ä 


M 


2gi  ' 


(III  a) 


M 


2gi\2    '^   lil  ' 


In  entsprechender  Weise  finden  wir  das  größte  positive  Moment 
der  rechten  Öffnung: 


(nib) 


-m^'i)'- 


In  Fig.  163  d  sind  die  Momente  der  einzelnen  Stellen  von 
einer  horizontalen  Linie  aus  aufgetragen,  um  die  Verteilung  der 
positiven  und  negativen  Momente  deutlich  zu  zeigen. 
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Fig.  163. 

Die  Querkraft  für   eine  Stelle  n  ergibt  sich   doroh   direkte 
Ausrechnung: 

(IV  a)  Qn  =  Ä  —gi^Xn. 

In  Fig.  163  e  sind  sämtliche  Querkräfte  dargestellt. 
Somit  ist  der  Belastungsfall  Fig.  163  a  vollständig  erledigt. 

b)  OUichmäßig  verteilte  Oesamiheldstung  g-y  gleiche  Felder. 
Für  den  wichtigen  Fall,  daß  in  Fig.  163  a  die  Felder  Z,  und  Ig 
and  ferner  die  Belastungen  g^  und  9,  j^  einander  gleich  werden, 
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lassen   sich   die   Gleichungen   noch   weiter  vereinfachen.     Setzen 
wir  in  die  abgeleiteten  Formeln 

?j  =  ^  =  I , 
femer 

ff i  =  ff  1  =  fl^ 
ein,  so  wird: 

Stützenmoment    2f  ^  =  —  ^         , 

(Ib)  Jlfi«-^  =  ~0,125ffl^ 

gl  ^al^ 

Auflagerdrücke    A^B  =  ^  +  -^-^ 


gl 

2 

gl 

8  ' 

A 

=.B  = 

3     , 

^gi, 

C 

5 

i- 

(IIb) 


1    /(/Z       flrm« 
Größtes  positives  Moment    Jf  =  ^r—  1— —  ^1 

■"2ffl  8  / 

^    9gH^ 
2ff.64  ' 

(Illb)  Jf  =-+0,0703  öfZ«. 

(Die  Stelle   des   größten    positiven  Momentes  ist    bestimmt 

durch  d?=«  —  =  — z.) 

ff       8     ' 

Aus  diesen  Formeln  ist  folgendes  ersichtlich:  Das  größte 
Moment  am  durchlaufenden  Balken  auf  drei  Stützen  mit  glichen 
Feldern  und  gleichmäßiger  Belastung  ist  ebenso  groß  wie  die 
größten  auftretenden  Momente,  wenn  man  an  Stelle  des  durch- 
laufenden Trägers  zwei  einzelne  Balken  je  von  der  Spannweite  Z 
nehmen   würde.     Der  Auflagerdruck  der  Mittelstätze   ist  sogar 

größer^  nämlich  -j- ff Z  gegeBübe;r  2»-^ gl. 

c/  Festsiehende  ^inzeUasten. 

Die  Momentenfläcben  für  den  Fall,  daß  die  beiden  Balken  / 
und  II  als  selbständige,  frei  aufliegende  Träger:  betcaehtet  werden, 
sind  in  Fig.  163g  gezeichnet.  .  Es  ist:  . 

Fischer,  Statik.  34 
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üo.» 5 —  » 


Q  \-i   I   -»/  I  Jo,  1  •=  -g-  ft  +  hf)  • 

Hiermit  ergibt  sich  ans  Formel  (I) 

3      /P,  «,6,    It+a,    1    .  P.a,&,    «,  +  ft,    n 

U' 


Jf,= 


I,  \     2       *      3      *  Jj  "*■       2 


Ii  +  l,\2  3         Ji"        2  3         Z, 

Set.  2  man  in  di«ie  Formel  fär  6^   und  o^   die  Werte  ein 

(Fig.  163  f): 

5j  =  I,  —  Ol  ,    a,  =  l,  —  bj  , 

so  folgt  nach  einer  einfachen  ümformnng  das  Stützenmoment: 


(Ic) 


^'       W+h)\ 


Pi<h{n-a\)    ,    P,fc,(Z|-b?) 


+ 


■)■ 


^1  ■  h 

Sobald  dann  Jf^  ausgerechnet  ist,  ergeben  sich  die  anderen 
Größen: 


(IIc) 


— r"^r' 


h 


't-<*i)' 


B  =  ^^  +  ^^ 


(Ml  ist  eine  negative  Zahl.  Bei  Ä  und  B  ist  das  letzte  Glied 
also  in  Wirklichkeit  negativ,  bei  C  positiv.) 

Die  gesamte  Momentenfläche  ist  in  Fig.  163  h  konstruiert. 
Die  größten  positiven  Momente  sind 


(nie) 


j  Jtf  =  +  ji  •  Ol     bzw. 


Aufgäbe:  Man  vervollständige  die  Formeln  fär  den  Fall,  daß 
in  jeder  Öffnung  mehrere  Lasten  vorhanden  sind!  Ferner  ent- 
wickle man  die  Formeln  für  zwei  gleiche  Felder  mit  symmetrisch 
angeordneten  Lasten! 

d)  Bewegliehe  verteilte  Belastung  p. 

Bei  einer  beweglichen  Belastung  kommt  es  vor  allen  Dingen 
darauf  an,  die  Laststellungen  aufzufinden,  die  das  größte  Stützen- 
moment, den  größten  Auflagerdruck  A  usw.  hervorrufen.  Sobald 
diese  Laststellungen  ermittelt  sind,  ist  es  leicht,  mit  Hilfe  der 
entwickelten  allgemeinen  oder  speziellen  Formeln  die  gesuchten 
Größen  M^ ,  A  usw.  zu  berechnen. 
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Die  Ermittlung  dieser  „gefährlichen  Laststellungen' ^  geschieht 
am  übersichtlichsten  an  Hand  von  Einilußlinien  (s.  des  Ver- 
fassers ,,Statisch  unbestimmte  Systeme^').  Für  einige  Fälle  lassen 
sie  sich  jedoch  aus  den  Formeln  (Ic) — (III c)  ablesen,  da  diese 
durch  ihre  Vorzeichen  angeben,  welchen  Beitrag  eine  in  der  linken 
oder  in  der  rechten  Öffnung  befindliche  Last  zu  der  gesuchten 
Größe  liefert.  In  anderen  Fällen  mögen  einfach  die  Eesultate 
mitgeteilt  werden. 

Das  Stützenmoment  M^:  Aus  Formel  (Ic)  folgt,  daß  sowohl 
die  Belastung  der  linken  als  auch  der  rechten  Öffnung  ein  nega- 
tives Stützenmoment  erzeugt.  Das  größte  (negative)  Stützen- 
moment entsteht  also  bei  VoUbelaatung  beider  Öffnungen  (Fig.  163  i). 
Jetzt,  da  diese  Laststellung  als  die  für  M^  gefährliche  Stellung 
erkannt  ist,  kann  die  Ausrechnung  von  M^  mit  Hilfe  von  For- 
mel (la)  bzw.  (Ib)  geschehen.  Auf  diese  Weise  ist  der  größte 
Wert  von  Mi  infolge  der  beweglichen  Belastung  p  bestimmt. 
Positiv  kann  M^  überhaupt  nicht  werden,  wie  aus  Formel  (Ic) 
folgt.  Der  Balken  biegt  sich  also  an  der  Stelle  1  stets  nach 
unten  hohl  durch  (^). 

Der  Auflagerdfuck  G:  Dieselbe  gefährliche  Laststellung 
Fig.  163  i.  Es  entsteht  stets  ein  positiver  Auflagerdruck,  d.  h.  der 
Träger  hat  bei  keiner  Laststellung  das  Bestreben,  sich  vom 
Lager  0  abzuheben. 

Die  ÄuflagerdriicJee  Ä  und  B:  Es  treten  je  nach  der  Last- 
stellung positive  oder  negative  Auflagerdrücke  auf.  Fig.  163  k 
zeigt  die  Laststellung,  die  für  das  größte  positive  A  und  das 
größte  negative  B  maßgebend  ist.  (Ausrechnung  von  A  und  B 
mittels  der  Formeln  (IIa),  indem  (/g  =  0  eingesetzt  wird.)  Um- 
gekehrt, bei  Belastung  der  rechten  Seite,  entstehen  der  größte 
positive  Wert  von  B  und  der  größte  negative  von  A .  Falls  ein 
solcher  Träger  mit  einer  beweglichen  Last  p  keine  genügende 
ständige  Last  hat,  müssen  die  Lager  A  und  B  verankert  werden, 
da  sonst  je  nach  der  Laststellung  ein  Aufklappen  an  den  Enden 
stattfinden  würde. 

Die  Zwischenmomente  M:  Das  größte  positive  Moment  eines 
Querschnittes  der  liiüken  Seite  und  gleichzeitig  das  größte  nega- 
tive Moment  eines  Querschnittes  der  rechten  Öffnung  entstehen 
bei  Belastung  nach  Fig.  163  k  (s.  die  Durchbiegung  des  Balkens). 
Die  Ermittlung  der  Momente  und  insbesondere  die  Bestimmung 
des  Maximälmomentes  geschieht  durch  direkte  Ausrechnung  oder 
durch  Aufzeichnen   der  Momentenfläche  für  die  drei  Belastungs- 

34* 


—    532     — 

fälle  Fig.  1631 — ^1.  Umgekehrt  erzeugt  die  Bdastang  der  rechten 
OffnuDg  das  größte  x>osltive  M  und  das  größte  negative  M. 
Falls  beide  Öffnungen  gleich  groß  sind,  ist  das  größte  positive 
Moment  des  Balkens 

Jf  =  0,095  ff  I«, 
und  zwar  tritt  dieses  im  Abstände 

a?  =  0,4  Z 

vom  Ende  auf.  Das  größte  negative  Moment  des  Balkens  ist 
stets  das  Stützenmoment,  und  zwar  ist  dieses 

Jlfj  «_  0,125  ff  Z«. 
Zusatz:   Für  die  Querschnitte  innerhalb  z^  =  -^ — /  und 

*i  ^         ^  Q7     ^*  streckenweise  Belastung  der  einzelnen  Öffnungen 

maßgebend.  Für  diese  Querschnitte  nehme  man  einfach  M^  als 
maßgebendes  Moment.  (Die  positiven  Momente  sind  hier  sehr 
klein.) 

e)  Bewegliche  EinzeUasten. 

Man  nehme  die  bewegliche  Lastengruppe  in  verschiedenen 
SteUungen  an,  berechne  jedesmal  nach  Formel  (Ic)  das  Stützen- 
moment und  nach  den  Formeln  (IIIc)  das  größte  positive  Mo- 
ment. Auf  diese  Weise  bestimmt  man  für  jede  Balkenstelle  das 
größte  Moment.  Gleichzeitig  ermittelt  man  die  Auflagerdrücke. 
Der  Fäll  c)  gibt  einen  Anhalt  für  die  gefährlichen  Laststellungen. 
Bei  einfachen  Belastungen  (Laufkatzen)  geht  das  Verfahren  durch- 
aus schnell  genug. 


n,  Träger  auf  vtar  Stttteeiu 

Beim  Träger  auf  vier  Stützen  sind  zwei  Stützenmomente  un- 
bekannt, Ml  und  Jf|  (Fig.  164  a).  Zu  deren  Berechnung  stehen 
die  beiden  Gleichungen  zur  Verfügung  (§  88): 

2  Jf.ft  +  y  +  Jf,  Z,  = -6(-^-^^  +  ^!^-^^^) , 

3fi.Z;  +  2Jf,ft  +  ^)°-6(^°'''^'''  +  ^''''•^»''). 

Die  rechten  Seiten   der  obigen  Gleichungen  wollen  wir  zur  Ab- 
kürzung mit  Ni  und  2^^  bezeichnen.    Löst  man  die  beiden  Glei- 
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drangen  nach  den  beiden  Unbekannten  Mi  und  if,  aof,  so  er- 
gibt sich: 


(1) 


i(h+k)(h  +  h)-ii 


'^'.n 


■^•>*-r — ^A«- 


H^^' 


!^^- 


r^; 


ry..iil^f^^B^ 


-37, 


lllllllllllllllllllllllllllircillllllllllllll 


(t) 


(ff) 


" 


Tik 


llllllfiillllll 


iiiiiiiiin^iiiiiii 


+>^  +iw: 


-5»z: 


iiiiiiiiiiiiiiiiiimi 


-t?  -iJC 


+5»C 


Fig.  164. 


In  diesen  Gleichungen  bedeuten  also: 

jy^ 6^^ ^ + ^ ), 

v   —     ß  /oo,2  'to,2    I    ao,8  '£o,8  \ 

^» — ^\    ^     +     ^  j- 
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Für  einige  wichtige  Fälle  möge  nun  die  Bechnung  durchgeführt 
werden. 

a)  Drei  ungleiche  Felder  mit  fester^  verteilter  Betastung. 
Es  ist  (Fig.  164  a  und  b): 


^1^ 


QiU 


93  U 


00.1 -~    -^2   *  üo,2  ^   12"'      uo.s  ~    ^2   * 


,    _li  _  ,        k 


2   ' 


J0.3  ~ 


2"" 


Hiermit  wird 


Diese  Werte  in  die  Gleichungen  eingesetzt,  ergibt: 

-2igJ?  +  g,  n)ik  +  h)  +  (92  «1  +  9,  l!)h 


(la) 


3f,= 


JH, 


-2(g,n  +  9,li){h  +  h)  +  (gj!  +  g,l!)k 


Sobald  dann  If,  uncl  M^  ausgerechnet  sind,  finden  wir  die  Auf- 
lagerdrficke: 


(2  a) 


A^^+^' 


2      '     li    ' 


USW. 


Die  Zwischenmomente  sind  (nach  §  88) 
(3  a) 


In  den  Endöffnungen  ergeben  sich  die  Momente  auch  durch  direkte 
Ausrechnung,  nachdem  A  und  G  bestimmt  sind.  Die  gesamte 
Momentenfläche  zeigt  Fig.  164c,  die  gesamte  Querkraftfläche 
Fig.  164d.  Das  größte  positive  Moment  in  der  ersten  Außen- 
öffnung ist 

A^ 


Jf  = 


2(7i  ' 
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In  der  MittelOff nang  wird  die  Lage  des  größten  positiven  Momentes 
ans  der  Bedingung  bestimmt,  daß  an  dieser  Stelle  die  Qaerkraft 
aus  dem  i>o8itiven  in  den  negativen  Teil  übergeht. 

b)  Oleiehmäßig  verteilte  OetamUast;  gleich«  Felder. 
Falls 

9i  "=  9i  "  9t  =•  9 
wird,  nehmen  die  Formeln  folgende  einfache  Gestalt  an: 

(ib)  Jf  1  =  Jf ,  =.  ^  =  0,1 1?  l« ; 


(2  b) 


2     , 

4=  B  --^gi, 


Die  größten  positiven  Momente  sind: 

in  den  Endöffnungen    M  =  0,08  g  »> , 


r 


(3  b) 

'     ^  "der  Mittelöffnung     M  -  0,025  g  Z« . 

(Die  ersteren  treten  in  den  Abständen  0,4 1  von  den  Endlagern  auf.) 
Maßgebend  sind  die  Stützenmomente. 

c)  Feststehende  Einzelkuten. 
Nach  Fig.  164e  und  f  sind: 

üo,i 2       '       00,2""'     2       '  iyo,8  ~"       2       ' 

Hiermit  werden  die  Werte 

jf^ rP,a,(?|-aD    ^    P,  t, P»' -  6»*)  1 

Wenn  man  diese  Werte  in  die  Formeln  (1)  einsetzt,  ergeben  sich 
recht  umständliche  Ausdrücke.  Deshalb  ist  es  besser,  Ni  und  N^ 
sofort  zahlenmäßig  auszurechnen  und  dann  in  die  Formel  (1)  ein- 
zusetzen. 
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Sobald  die  Stützenmomente  M^  und  M^  bestimmt  sind^  er- 
geben sich  in  bekannter  Weise  die  Stützendrücke  und  die  übrigen 
Momente  (Fig.  164  g). 

i)  Bewegliche  verteilte  Belastung  p. 

In  Fig.  164  (h — 1)  sind  die  gefährlichen  Laststellungen  ge- 
zeichnet und  jedesmal  angegeben,  für  welche  Untersuchung  die 
betreffende  Stellung  maßgebend  ist.  Die  Stützenmomente  können 
sowohl  positiv  als.  auch  negativ  sein;  d.  h.,  je  nach  der  Last- 
steUung  biegt  sich  der  Balken  über  den  Stützpunkten  nach  oben  {^) 
oder  nach  unten  (^)  hohl.  Für  die  Querschnitte  der  Mittelöffnung, 
die  nahe  den  Mittelstützen  liegen,  ist  außerdem  eine  teilweise 
Belastung  einer  Öffnung  maßgebend.  Doch  braucht  darauf  nicht 
eingegangen  zu  werden,  da  man  diesen  Querschnitten  einfach  die 
Stützenmomente,  als  die  größeren,  zugrunde  legt.  Auf  Orund  der 
gefährlichen  Laststellungen  werden  dann  nach  BelastungsfaU  a) 
die  einzelnen  Werte  M^  usw.  ausgerechnet.  Für  den  besonderen 
Fall,  daß 

ist,  lassen  sich  zur  Bestimmung  der  Größtwerte  folgende  Formeln 

aufstellen : 

^¥i  =  - 0,1167  pZ«, 

= +0,0167  pJ«. 

Größte  positive  Momente 

in  den  Bndfeldern:     Jf  =  +0,100pP, 
im  mittleren  Felde :     2f  =  +  0,075  p  V . 

e)  Bewegliche  JBinzeJlasten. 
Es  gilt  das  gleiche  wie  für  den  Träger  auf  drei  Stützen. 


in.  Der  Znsammenhang  zwischen  Gerberschem  Träger  und 

dorchlaatandam  Träger« 

Aus  der  Momentenfläche  eines  durchlaufenden  Trägers  ist  er- 
sichtlich, daß  die  Momente  an  einzelnen  Stellen  gleich  Null  sind. 
An  diesen  Punkten  treten  also  nur  Querkräfte  auf.  Wenn  man 
demnach  den  Balken  an  diesen  Stellen  durchschneiden  und  die 
einzelnen  Teile  durch  Gelenke  verbinden  würde,  so  würde  hier« 
durch  gar  keine  ÄndefuDg  hinsichtlich  Momente,  Auflagerkräfte  usw. 
hervorgerufen  werden.     Denn  eine  Querkraft  kann  auch  durch 
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ein  Gelenk  aufgenommen  werden,  und  ein  Biegnngswiderstand  ist 
ja  an  diesen  Stellen  nicht  erforderlich. 

Betrachten  wir  nun  einen  Träger  mit  Gelenken  (Fig.  165  a). 
Hier  sind  durch  die  Konstruktion  die  Stellen  vorgeschrieben,  an 
denen  das  Moment  gleich  Null  ist;  nämlich  die  Gelenkpunkte. 
Der  Oerbersche  Träger  kann  also  als  ein  durchlaufender  Balken 
aufgefaßt  werden,  bei  dem  eine  Anzahl  Stellen,  an  denen  das 
Moment  gleich  Null  ist,  von  vornherein  festgelegt  ist. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergibt  sich  folgende  Konstruktion  der 
Momentenfläche  eines  OerberHchen  Trägers.  Zunächst  zeichnen 
wir  für  die  Spannweiten  l^ ,  l^  usw.  die  einfachen  Momentenflächen 


V^  W7 


(a) 


Fig.  ICUi. 

(Fig.  165  b).  Dann  loten  wir  die  Gelenkpunkte  hinunter  und  legen 
den  „Stützenlinienzug''  0  V  2\.5^  durch  den  die  Stützenmomente 
bestimmt  werden,  so,  daß  zu  den  Gelenkpunkten  die  Momente  Null 
entstehen.  Auf  diese  Weise  ist  die  gesamte  Momentenfläche  be*; 
stimmt  (Fig.  165  c).  Zur  bequemeren  Übersicht  kann  man  dann 
die  Momente  auch  noch  von  einer  Horizontalen  aus  abtragen. 
Hat  ein  durchlaufender  Träger  n  Stützen ,  so  treten  (n  —  2) 
unbekannte  Stützenmomente  auf,  zu  deren  Berechnung  ebensoviel 
Clape^fon  sehe  Gleichungen  angeschrieben  werden  müssen«  Will 
man  diesen  Träger  statisch  bestimmt  machen,  so  müssen  (n  —  2) 
Gelenke  eingelegt  werden.  Hierdurch  werden  (n  —  2)  Nullpunkte 
der  Momentenfläche  festgelegt,  und  diese  reichen  zum  Aufzeichnen  des 
gesamten  Stützenlinienzuges  aus.  Auf  diese  Weise  kann  man  statisch 
unbestimmte  Konstruktionen  in  statisch  bestimmte  verwandeln. 


(S) 


(c) 
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16.  Vortrag: 
Biegung  durch  exzentriseheu  Zug  oder  Druck. 

Bisher  haben  wir  in  der  Festigkeitslehre  nur  die  beiden  Fälle 
der  Beanspruchung  untersucht:  1.  Die  Kräfte  wirken  in  Bichtung 
der  Stabachse  und  zwar  so,  daß  ihre  Resultierende  in  der  Stab- 
achse liegt  (reine  Normalfestigkeit);  2.  die  Kräfte  wirken  recht- 
winklig zur  Stabachse  (Biegung).  Jetzt  wollen  wir  den  Fall  be- 
trachten, daß  die  Kräfte  in  Richtung  der  Stabachse  wirken,  aber 
so,  daß  die  Resultierende  der  Kräfte  seitlich  von  der  Stabachse 
liegt.  Wir  werden  sehen,  daß  dieser  Belastungsfall  die  beiden 
obigen  in  sich  enthält.  Wir  nennen  ihn  „exzentrische  Zug-  resp. 
Druckbelastung",  weil  die  Resultierende  außerhalb  des  Mittel- 
punktes liegt.  Er  ist  besonders  wichtig  für  die  Berechnung  von 
Stützen,  Pfeilern,  Fundamenten  usw. 

§90. 
Spannungen  bei  zug-  und  druekfestem  Material. 

In  Fig.  166  a  ist  ein  derartig  belasteter  Körper  gezeichnet. 
Die  Kraft  P  (die  auch  die  Resultierende  mehrerer  Kräfte  dar- 
stellen kann)  liegt  seitlich  vom  Schwerpunkte.  Wir  wollen  uns 
die  Aufgabe  stellen,  die  Spannungen  in  einem  Schnitte  oi — (x  zu 
ermitteln.  Hierbei  sei  vorausgesetzt,  daß  die  Konstruktion  sowohl 
Zug  als  auch  Druck  aufnehmen  kann  (z.  B.  eiserne  Säulen);  später 
werden  wir  den  Fall  behandeln,  daß  das  Material  nur  gegen  Druck 
widerstandsfähig  ist  (Mauerwerk). 

I.  Elementare  Methode. 

Infolge  der  Last  P  wird  der  Körper  nach  der  rechten  Seite 
hin  abgebogen.  Um*  den  Teil  I  im  Gleichgewicht  zu  halten, 
müssen  auf  ihn  vom  Teile  II  aus  innere  Kräfte  ausgeübt  werden. 
Ein  Teil  von  diesen  wird  als  Zugkräfte,  der  andere  als  Druck- 
kräfte wirken.  In  Fig.  166b  und  d  ist  angenommen,  daß  in  den 
Flächenstreifen  f^ — f^  Zugkräfte,  und  in  den  Streifen  fsi  fiy  f% 
Druckkräfte  übertragen  werden.  Ferner  bedeuten  im  Querschnitt 
Fig.  166d:  8  den  Schwerpunkt  der  Fläche,  K  den  senkrecht  unter 
der  Last  P  liegenden  Punkt,  und  n — n  die  Linie,  in  der  die 
Spannungen  aus  dem  positiven  in  den  negativen  Teil  übergehen 
(Nullinie).  Wir  führen  die  ganze  Untersuchung  nur  für  den  Fall 
durch,  daß  die  Kraft  P  auf  der  Symmetrieachse  x — x  liegt. 
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Die  SpaDDangeD,  d.  h.  die  Kr&fte  pro  Fläch«neinheü,  der 
einzelneo  FlächenstreifeQ  nenneD  wir  Oi,  o,  usw.  Hinfitcbtllcli 
dieser  SpaDoungen  machen  vir  folgende  Annahme:  Die  in  einem 
StieifeQ  aottretende  Spanniing  sei  proportional  dem  Abstände  2 
dieses  Streifens  ,von  der  Nullinie  n — n .  Graphisch  drückt  sich 
diese  Annahme  in  der  Weise  ans:  Wenn  wir  die  Spannungen  von 


fc) 

Cd) 


(CO 


15  ,  s: 


ffi 


I  a  J-  jl'.jSlJl;« 


flg.  lee. 

einer  Geraden  ans  (Fig.  166  c)  fds  Strecken  anfgeb^gen  denken, 
and  zwar  nach  der  einen  Seite  die  positiven  nnd  nach  der 
anderen  die  n^ativen,  so  li^en  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
auf  einer  qtrad^n  Linie.  Man  beachte  aber,  daß  diese  Annahme 
sich  nur  anf  die  Spannungen  bezieht.  Die  gesamten,  in  den 
einzelnen  Streifen  übertragenen  Kräfte  ergeben  sich  durch  Multi- 
plikation mit  den  betreffenden  Flächeninhalten.  Da  letztere  für 
die  einzelnen  Streifen  Terschieden  groß  sind,  so  werden  die  Ge- 
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samtspannkräfte  bei  einer  graphiBchen  Darstellung  natürlich  nicht 
mehr  auf  einer  Geraden  liegen  (Fig.  166  b). 

a)  Die  Spannung  im  Schwerpunkte. 

Zunächst  wollen  wir  die  Spannung  o^  in  dem  Streifen  be- 
stimmen, in  dem  der  Schwerpunkt  S  liegt.  Ans  dem  Gleichgewicht 
des  Teües  I  folgt  (B^  =  0): 

+-P  —  <^i  A  ""  ^2  /«  ~"  •  •  • —  05  /^5  +  <ye  /"^  +  •  • .  +  ög  /"g  =  0 

•~  ^'l  A  ~  ^  /^i  "   •  •  •  —  ^5  A  +  ^6  A  +   •  •  •   +08/8  =  ~-P  • 

Um  nun  hieraus  a^  zu  finden,  drücken  wir  alle  übrigen  Spannungen 
durch  a,  aus.     Es  ist  nach  Fig.  166c: 

Oj :  03  =  z^iz^  ;     hieraus    ^i  =  —  •  %  ^ 

usw. 

(Unter  % ,  z^  usw.  sind  die  Abstände  der  einzelnen  Streifen  von 
der  spannungslosen  Linie  n — n  verstanden.)    Dann  erhalten  wir 


«8  ^  «^  ^8  *J 

^*     (+A«j  +  /««»+  •••  -A^e-  •••  -/'8«8)  =  --P- 


«8 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  die  Summe  der  Produkte: 
Flächenstreifen  X  Abstand  von  der  Linie  n — n .  Statt  dessen 
nehmen  wir:  gesamte  Fläche  F  X  Abstand  z^  des  Schwerpunktes 
von  der  Linie  n — n.  Hinsichtlich  des  Vorzeichens  für  dieses 
Produkt  F'S^  sehen  wir:  Der  Schwerpunkt  S  liegt  auf  derselben 
Seite  wie  die  Streifen  fi  bis  f^ .  Da  nun  letztere  in  der  obigen 
Klammer  das  positive  Vorzeichen  haben,  so  muß  auch  das 
Produkt  F  •  z^  mit  positivem  Vorzeichen  genommen  werden.  Wir 
erhalten  also: 

(+A«i  +  /'2«2  +  •••  -/'6«8-A«?-/'8«8)  =  +^•«8• 
Hiermit  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

*8 

-a,F P, 

(I)  <^«-+^- 

Dtirch   diese   Oleidiang    ist   die   Spannung    in    demjenigen 
Fl&chenstreifen,  der  den  Schwerpunkt  enthält,  bestimmt.     Das 
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Pluszeichen  bedeutet,  daß  die  von  vornherein  gemachte  Annahme, 
daß  08  ®^^^  Zugspannung  sei,  richtig  ist.  Die  Gleichung  (I)  ent- 
hält folgende  wichtige  Aussage:  Bei  exzentrischer  Zug-  oder  Druck- 
bdasiung  iit  die  Spannung  im  SeikwerpunJcte  (d.  h.  in  dem  den 
Schwerpunkt  enthaltenden  Fl&chenstreifen)  genau  so  groß,  als  wenn 

P 
die  Last  P  zentriseh  angreifen  würdCj  nämliöh  gleich  -=■ .    Wenn  die 

Last  P  als  Zugkraft  wirkt,  ist  auch  die  Spannung  im  Schwerpunkt 
eine  Zugspannung;  entsprechend  bei  P  als  Druckkraft. 

b)  Abstai^d  der  NuUinie  vom  Schwerpunkte. 

Nun  wollen  wir  den  Abstand  s^  bestimmen,  den  die  Nullinie 
n — n '  vom  Schwerpunkte  8  hat.  Hierzu  dient  die  Gleichung 
UM  =  0 .  Als  Bezugspunkt  werde  Punkt  N  (Fig.  166  b)  genommen. 
Dann  wird: 

P(p+^3)'=oJi'Z^  +  a^ft'Zi  +  o^f^*z^  +  a^f^'Z^  +  ...  +  a^f^'Z^. 

Nun  drücken  wir  noch  sämtliche  anderen  Spannungen  durch 
die  bereits  bekannte  Spannung  o^  aus  und  erhalten 

+  ?-«iA-«i  +  ?^%/'2-««  +  7^«b/'8-«s+...  =+P-p  +  P-«b 

«8  ^S  ^ 

+  ^{fl^?  +  f2^  +  fzZi+...)  =  +P.p  +  P'Z^. 

In  der  Klammer  steht  die  Summe  der  Produkte:  Flächen- 
streif en  X  Quadrat  des  AbStandes  von  der  Linie  n — n.  Diese 
Summe  nennen  wir  nach  dem  Früheren  „das  Trägheitsmoment 
des  Querschnittes  in  bezug  auf  die  Linie  n^n^^  und  bezeichnen 
es  mit  Jnr^.  Setzen  wir  femer  für  o^  seinen  bereits  ermittelten 
Wert  ein,  so  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

+  -^j^^+p.p  +  p.z^ 

+  P*JH^=+P.p.P.«5  +  P.P.«| 
+  J*-«  =  +P  •  J  •  «S  +  ^  •  «3 

+p  •  JP  •  «5  =  +  J»-»  —  F*zl. 


Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in 
bezug  auf  seine  Schwerachse  s — s  mit  J  (Fig.  166  d),  so  besteht 
zwischen  den  Trägheitsmomenten  J  und  J„-^  die  Beziehung  (§  50) : 

oder 

J  -» Jn-»  —  F'zi. 
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Setzen  wir  diesen  Ausdrack  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  wird 

Hiermit  ist  der  Abstand  z^  bestimmt.  Da  in  dieser  Formel 
die  Kraft  P  überhaupt  nicht  vorkommt,  so  fol^:  Der  Abstand 
zu)ischen  Schwerpunkt  und  NüUinie  ist  unabhängig  von  der  Größe 
der  Belastung  P .  Er  ist  natürlich  abhängig  von  der  Lage  der 
Last  P ,  d.  h.  von  ihrem  Abstände  p  bis  zum  Schwerpunkt.  Ferner 
sehen  wir:  Die  KuUime  n — n  liegt  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Schwerpunktes  une  die  Last  P.  (Wir  haben  nämlich  in  dieser 
Weise  die  Lage  der  Nullinie  von  vornherein  angenommen,  und  die 
Bechnung  hat,  da  für  z^  ein  x>o8itiver  Ausdruck  herausgekommen 
ist,  diese  Annahme  als  richtig  bestätigt.) 

o)  Die  Spannung  in  einem  beliebigen  Fläehenstreifen. 
Nun  ]&5nnen  wir  auch  die  Spannung  in  irgendeinem  anderen 

Flächenstreifen   berechnen.    Wir   erhalten   2.  B.  a,  ==  —  •  0,   usw. 

Für  a,  und  z^  wollen  wir  die  bereits  ermittelten  Werte  einsetzen. 
Ferner  setzen  wir  für  »1  nach  Fig.  166  d:  «1  =  yi  +  «3  (yi  =  Abstand 
des  Flächenstreifens  bis  zum  Schwerpunkt).     Dann  wird 

Ol  =  -^(y.i  +  «s)  =  7^  -yi  +  o^ 


p_ 

F 


F'P 


yi  +  «^8  > 


P'P       . 

Ol  =  —j—  •  yi  +  «^8  • 

Das  Produkt  P*p  ist  das  statische  Moment  der  Last  P  in 
bezug  auf  Schwerpunkt  S ;  wir  nennen  es  „das  Biegungsmoment  if . 
Die  Spannung  im  Schwerpunkt  wollen  wir  von  jetzt  ab  mit  Oq 
bezeichnen.  Dann  erhalten  wir  also  für  irgendeinen  Flächen- 
streifen die  Spannung: 

M 

(DI)  ^==^±^J'- 
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Das  Pluszeichen  gilt  für  diejenigen  Streifen,  die  aaf  derselben 
Seite  vom  Schwerpunkt  liegen  wie  die  Last  P ;  das  Minuszeichen 
für  die  anderen.  Aus  der  obigen  Formel  ergibt  sich  ein  sehr  ein- 
faches Schema  für  die  Berechnung:   Wir  hesUmmen  zunächst  die^ 

P 

jenige  Spannung  Oq  =  -^  j  die  in  dem  betreffenden  Streifen  auftreten 

würde  j  wenn  die  Kraft  P  als  reine  Narmalbeanspruchung  loirlcen 
würde  f  und  vergrößern  reep.  verkleinern  diese  Spannung  um  den 
Betrag j  den  ein  Biegungsmoment  P'p  in  der  betreffenden  Schicht 
hervorrufen  würde.  (Für  die  Streifen,  die  auf  derselben  Seite  vom 
Schwerpunkt  liegen  wie  die  Last  P,  wird  die  Spannung  Oq  ver- 
größert; für  die  anderen  Streifen  wird  sie  verkleinert.  Für  letztere 
Streifen  kann  infolge  der  Verkleinerung  die  Spannung  a  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  annehmen  wie  oq  .) 

Die  größten  Spannungen  entstehen  in  den  äußersten  Fasern: 


(Illa) 


Hierin  sind  W^  und  TT,  die  Widerstandsmomente  des  Quer- 
schnittes; in  Fig.  166d  also  gleich  —  resp.  — .    Das  Pluszeichen 

vor  den  Klammern  gut,  wenn  die  Last  als  Zugkraft,  und  das 
Minuszeichen  ist  zu  nehmen,  wenn  P  als  Druckkraft  wirkt.  Ist 
«1  =  «2 ,  so  sind  die  Spannungen  der  äußersten  Fasern 


(Illb) 


'i=+(<^o+-^)- 


Wiederholung:  Ist  ein  Körper  durch  eine  exzentrische  Zug-  oder  Druok* 
kraft  beansprucht,  so  ist  die  Spannung  im  Schwerpunkte  genau  so  groß, 
als  wenn  die  betreffende  Last  P  zentrisch  (d.  h.  über  dem  Schwerpunkte) 
wirken  würde:  p 

(I)  ^o=^-ßi' 

(Für  den  Schwerpunkt  macht  es  also  gar  nichts  aus,  ob  die  Last  P  direkt 
über  ihm  oder  seitlich  steht.)  Für  irgendeine  andere  Faser  ergibt  sich  die 
Spannung,  indem  man  den  Querschnitt  außerdem  noch  auf  Biegung 
berechnet  (und  zwar  für  ein  Biegungsmoment  P«p)  und  dann  beide 
Spannungen  vereinte  Insbesondere  ergibt  sich  für  die  ftuüersten  Fasern: 

[P       P'p\ 

[W^  und  W^  sind  natürlich  in  bezug  auf  die  Schwerachse  a^^a  zu  nehmen.] 
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n.  Mittels  der  y,Kernpunkte<S 


Die  Spannungen  a^  und  a,  (auf  die  es  ja  hauptsächlich  an- 
kommt)  lassen  sich  noch  etwas  einfacher  darstellen.  Unsere  Aus- 
gangsformel  lautete,  z.  B.  für  die  Schicht  1  in  Flg.  168  b: 


-+(t  +  ^)- 


Diese  Formel  können  wir  auch  für  Laststellungen  rechts  von  8 
benutzen,  nur  müssen  wir  dann  den  Abstand  p  als  negativ  einführen 
(damit  aus  der  obigen  Summe  eine  Differenz  wird).  Wir  wollen 
nun  die  Formel  noch  etwas  umformen: 


<^       *^--^(^+p)- 


Hiemach  können  wir  für  jede  Laststellung  die  Spannung  a^ 
sehr  einfach  berechnen.  Wir  brauchen  nur  den  Abstand  p  ein- 
zusetzen, und  zwar  nach  dem  Obigen  für  alle  Laststellungen  „dies- 
seits''  vom  Schwerpunkt  (d.  h.  auf  derselben  Seite  vom  Schwer- 
punkt wie  der  betrachtete  Streifen  I)  mit  positivem  und  für  aUe 
Laststellungen  „jenseits'^  vom  Schwerpunkte  mit  negativem  Vor- 
zeichen, um  sofort  die  Spannung  a^  zu  erhalten.  Wird  p  =  0 , 
so  geht  die  Formel  (TV)  natürlich  in  die  Formel  (I)  über.  Selbst- 
verständlich gilt  die  Formel  (IV)  auch,  wenn  P  als  Bmckkraft 
wirkt;  nur  muß  dann  vor  die  Klammer  an  Stelle  des  Plus-  ein 
Minuszeichen  gesetzt  werden. 

Zunächst  interessiert  uns  die  Frage :  Gibt  es  eine  Laststellung, 

bei  der  die  Spannung  a^  in  der  Schicht  1  gleich  Null  wirdt    Die 

Antwort  darauf  ist  aus  der  obigen  Formel  abzulesen:  Wenn  der 

W 
Abstand  p  gleich =p  ist,  d.  b.,  wenn  die  Last  um  eine  Strecke 

W 
^   jenseits  vom  Schwerpunkte  steht,  wird 


F 


ax  = 


TTj  V  P  F  ) 


W 
(Der  Quotient  -=p-  bedeutet  eine  Strecke,  denn  er  ist  entstanden 

aus   cm':cm^.)     Diese  Stellung  ist  in  Fig.  168c  besonders  ge- 

W 
zeichnet.    Es  wurde  die  Länge  Jc^  =  -=p  ausgerechnet,  nach  der 

dem  Streifen  1  entgegengesetzten  Seite  von  8  aus  abgetragen  und 
hierdurch  der  Punkt  K^  bestimmt.  Dieses  ist  dann  die  Stelle, 
über  der  sich  die  Last  befinden  muß,  damit  in  der  Schicht  1  die 
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Spannnng  a,  =  0  entstellt.    Wir  wollen  die  Strecke  äPj  den  zu  dem 

Siroileu  1  gehörigen  ^jKernradius^*'  (Eemabstand)  und  den  PuDkt  K^ 

den  fjKempunkt^^  nennen. 

Zweitens  interessiert  uns  die  Frage:  Für  welche  Laststellungen 

ist  die  Spannung  a^  positiv  (Zugspannung)  und  für  welche  T^ast- 

stellungen  ist  sie  negativ  (Druckspannung)!    Hierzu  sehen  wir  aus 

W 
der  obigen  Formel  (IV):  Nur  wenn  p  negativ  und  größer  als  ~- 

ist,  wird  die  Spannung  a^  negativ.     In  allen  anderen  Fällen  er- 
gibt die  Formel  einen  positiven  Wert.   Benutzen  wir  für  den  Bruch 


F 


Fig.  168. 

die  Torhin  eingeführte  Abkürzung  ^,  so  lautet  die  Aussage: 


Wenn  die  Last  P  um  eine  Strecke,  die  größer  als  Tc^  ist,  jenseits 
von  8  steht,  wird  o^  negativ;  bei  allen  anderen  Laststellungen 
ist  Oj  positiv.  Wäre  die  Last  P  eine  DnioX^kraft,  so  müßte  natür- 
lich überall  an  Stelle  von  „positiv"  „negativ"  stehen,  und  um- 
gekehrt. Allgemein  haben  wir,  wenn  wir  eine  ZuglBst  als  positiv 
und  eine  Drucklast  als  negativ  einführen,  folgende  Eegcl:  Die 
Spannung  in  einem  äußersten  Flächenstreifen  hat  das  gleiche  Vor* 
zeichen  wie  die  Last  hei  allen  Laststellungen  zwischen  dem  Streifen 
und  seinem  Kernpunkte;  sie  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  bei 
allen  Laststellungen  jenseits  des  Kernpunktes,  Der  Kernpunkt  selber 
bildet  die  Grenze. 

Fischer,  Statik.  35 
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Drittens  wollen  wir  jetzt  die  bei  den  verschiedenen  Last- 
stellungen entstehende  Spannung  o^  auch  der  Größe  nach  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  in  unsere  Formel  (IV) 
die  Abkürzung  le^  ein  und  erhalten: 

(Die  Formel  ist  ohne  Vorzeichen  geschrieben,  damit  sie  sowohl 
für  Zug-,  als  auch  für  Druckbelastung  gültig  ist.  Die  Vorzeichen  für 
die  beiden  Belastungsarten  sind  durch  die  obige  Eegel  bereits  be- 
stimmt; jetzt  kommt  es  nur  noch  auf  die  Größe  der  Spannung  an.) 

Nun  ist  nach  Fig.  168b:  fti  +  P™/"»  so  daß  a^  sich  aus- 
drücken läßt: 

(V)  <^— j^. 

In  Worten:  Die  Spannung  in  einem  äußersten  Flächenstreifen 
ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Last  P  mal  deren  Abstand  bis  zum 
Kernpunkte  des  Streifens,  dividiert  durch  das  zu  dem  Streifen  ge- 
hörige Widerstandsmoment.  Hierdurch  ist  die  Größe  der  Span- 
nung Ol  für  alle  Laatstellungen  auf  die  einfachste  Weise  bestimmt. 
Wir  brauchen  nur  das  Produkt  ans  der  Last  mal  dem  Abstände 
bis  zum  Kernpunkte  zu  bilden  und  finden  die  Spannung.  Von 
der  Formel  für  die  Berechnung  von  a^  bei  einfacher  Biegungs- 
beanspruchung unterscheidet  sich  die  obige  Formel  (V)  nur  da- 
durch, daß  wir  nicht  das  statische  Moment  der  Last  in  bezug  auf 
den  Schwerpunkt,  sondern  in  bezug  anf  den  Kernpunkt  nehmen 
müssen.  Man  nennt  das  Produkt  P^f  das  j,KemmomenP^  (ent- 
sprechend dem  „Biegungsmoment'^).  Somit  haben  wir  durch  die 
beiden  letzten  Untersuchungen  sowohl  das  Vorzeichen  als  auch  die 
Größe  der  äußersten  Spannung  durch  einfache  Kegeln  bestimmt. 

Dasselbe,  was  wir  für  die  Spannung  in  dem  äußersten  Streifen  1 
soeben  abgeleitet  haben,  gilt  natürlich  entsprechend  für  die  Span- 
nung aj  in  der  Schicht  2  (Fig.  168  d).     Wir  werden  zunächst 

ausrechnen,  tragen  diesen  Kemradius  auf  der  der  Schicht  2  ent- 
gegengesetzten Seite  von  S  aus  ab,  bestimmen  hierdurch  den 
Kernpunkt  K^  und  haben  nun  für  irgendeine  Laststellung  die 
Spannung  a, : 

(Va)  <r.»^. 
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Wiederholung:    um   die  größten   Spannungen   a^  und  a,  zu   finden, 
werden  zunächst  die  Hilfswerte  (Kernradien) 

W  W 

^«=-pr    und    K^-Y 

ausgerechnet  und  vom  Schwerpunkte iS aus  entgegengesetzt  den  Schichten 
1  und  2  aufgetragen.  (Punkte  K^  und  K^.)  Steht  dann  irgendwo  eine 
Last  P,  so  ergibt  sich  o^{a2),  indem  man  von  P  das  Moment  nimmt  in  bezug 
auf  Äi(Äg)  und  durch  das  Widerstandsmoment  W^{W^)  dividiert: 

(V)  ^i  =  -w[^  •'«  =  -i^f- 


IIL  Einfluß  verschiedener  LaststeUungem 

Mit  Hilfe  der  Kernpunkte  wollen  wir  nun  noch  weiter  unter- 
suchen, wie  Ol  und  02  sich  je  nach  der  Stellung  der  Last  P  ändern. 
Und  zwar  durch  Aufzeichnung  der  Einflußlinien  für  a^ ,  a, . 

Steht  die  Last  über  dem  Kernpunkte  K^  (Fig.  169  a),  so  ist 
0j  =  O.     Steht   die  Last  über  dem  Schwerpunkte  (Fig.  169a),  so 

P  P  P 

^st  Ol  =  -jp ,   und  zwar   -f  —  bei  Zuglast,  — ~  bei  Drucklast. 

Somit  sind  bereits  zwei  Stellungen  untersucht.  Für  die  übrigen 
Stellungen  ersehen  wir  aus  der  Gleichung  (V)  folgendes:  Die 
Spannung  a^  ist  direkt  proportional  dem  Abstände  f  der  Last 
vom  Kernpunkte  (Fig.  169  b).  Wenn  sich  der  Abstand  f  ver- 
doppelt, verdreifacht  usw.,  so  verdoppelt,  verdreifacht  usw.  sich 
auch  die  Spannung  o^.  Wenn  wir  also  für  die  verschiedenen 
Werte  von  f  die  dazugehörigen  Spannungen  oi  als  Ordinaten  tj 
auftragen,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  auf  einer 
geraden  Linie.  Denn  nur  eine  gerade  Linie  hat  die  Eigenschaft, 
daß  die  Ordinaten  rj  in  demselben  Verhältnis  wachsen  wie  die 
Abstände  f.  Somit  haben  wir  das  Eesultat:  Wenn  wir  die  in  der 
Schicht  1  bei  den  verschiedenen  Laststellungen  entstehenden 
Werte  der  Spannung  oj  jedesmal  unter  der  betreffenden  Last- 
Stellung  auftragen,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  auf 
einer  geraden  Linie,  Diese  wird  zweckmäßig  bestimmt  durch 
ihre  Ordinaten  bei  K^  und  8.  Die  Linie  AiK^Bi  in  Fig.  169  b 
ist  also  die  Einflußlinie  für  die  Spannung  a^.  Man  sieht,  daß 
der  größte  negative  (d.  h.  mit  der  Kraft  P  gleichlautende)  Wert 
von  aj  dann  entsteht,  wenn  der  Körper  zwischen  der  Schicht  1 
und  dem  Kernpunkte  Ki  belastet  ist,  und  daß  der  größte  posi- 
tive Wert  von  Oj  dann  entsteht,  wenn  die  Lasten  sich  nur  jen- 
seits von  Kl  befinden. 

35* 
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In  Fig.  169  c  und  d  sind  entsprechend  die  Einflußlinien  für 
Ol  und  o^  gezeichnet.  P  ist  als  Druchkrütt  angenommen.  Im 
allgemeinen  wird  man  diese  Einflußlinien  weniger  dazu  benutzen, 
um  die  Werte  von  a^  und  o^  direkt  abzugreifen  (für  diesen  Fall 
würde  man  zweckmäßig  zunächst  P  =  1,0 1  nehmen),  als  viel- 
mehr dazu,  um  über  die  ungünstigsten  Laststellungen  Aufschluß 
zu  erhalten.  Es  genügt  hierbei,  die  Gestalt  der  EinQußlinic  zu 
betrachten.  So  ergeben  sich  aus  Fig.  169  c  und  d  folgende  Satze 
über  den  Einfluß  der  Laststellung  auf  die  Maximalspannungen 
01  und  02: 


i,,;.^.rTtrT^'- 


/^dj  s:^xl 


Fig.  169. 


1.  Steht  die  Belastung  P  innerhalb  der  Kernpunkte,  so 
haben  a^  und  a,  dasselbe  Vorzeichen,  und  zwar  dasjenige  der 
Last  P  •  Steht  die  Belastung  außerhalb  der  Kernpunkte,  so  haben 
Ol  und  02  verschiedene  Vorzeichen.  Kann  das  Material  nur  Druck 
aufnehmen,  so  muß  bei  Belastung  außerhalb  der  Kernpunkte  die 
Berechnung  nach  §  91  erfolgen. 

2.  Solange  sich  die  Last  innerhalb  der  Kernpunkte  befindet» 
werden  beide  Spannungen,  oi  und  a, ,  um  so  größer,  je  größer 
die  Last  ist. 

3.  Sind  mehrere  Lasten  vorhanden,  so  müssen  die  Strecken 
links  und  rechts  von  ^1(11^2)  abwechselnd  nach  Möglichkeit  be- 
lastet werden,  um  die  beiden  Grenzwerte  von  01(02)  zu  er- 
balten. 
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Beispiel.  Für  den  reehteekigen  Querschnitt  (Fig.  169e)  ergeben 
sich  für  die  Kernradien  folgende  Werte:   Es  ist 

k^^'       1 

Die    Entfernung    der    beiden    Kernpunkte    voneinander    ist    also 

gleich  2  •  -^  Ä  =  ~  Ä .    Hiermit  haben  wir  für  die  Berechnung  von 

Mauerkonstruktionen  die  bekannte  Ecgel  abgeleitet,  daß  die  Last 
„innerhalb  des  mittleren  Drittels"  bleiben  muß,  damit  in  dem 
Querschnitte  keine  Zugspannungen  auftreten. 

In  der  gleichen  Weise  wie  für  die  Eichtung  x — x  kann 
man  die  Untersuchung  für  eine  auf  der  Richtung  y — y  beweg- 
liche Last  durchführen.  Man  erhält  dann  die  Kernpunkte  K[ 
und  K^^  die  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  Schichten 
V  und  2'  dienen.  Wenn  man  sämtliche  mögliehen  Richtungen 
berücksichtigt,  so  erhält  man  schließlich  die  in  Fig.  169e  schraf- 
fierte „Kernfigur".  Wir  wollen  hier  nicht  nachweisen,  daß  sie 
gerade  die  in  Fig.  169 e  gezeichnete  Gestalt  haben  muß.  Es  sei 
nur  auf  ihre  Bedeutung  hingewiesen:  Solange  sich  die  Last  F 
innerhalb  der  Kernfigur  befindet,  haben  sämtliche  Spannungen 
des  Querschnittes  das  gleiche  Vorzeichen. 


§91. 
Spannungen  bei  nur  drucktestem  Material. 

Wir  haben  gesehen,  daß,  sobald  die  Last  P  außerhalb  des 
Kerns  steht,  die  Spannungen  a^  und  Og  verschiedene  Vorzeichen 
habcD ;  die  eine  Zug,  die  andere  Druck.  Es  gibt  nun  aber  Fälle, 
in  denen  Zugkräfte  einfach  nicht  entstehen  können;  z.  B.  dann, 
wenn  ein  Körper  lose  auf  seiner  ünterstützungsfläche  aufsitzt.  Und 
es  fragt  sich,  welche  Kraftverteilung  in  einem  solchen  Falle  zu- 
stande kommt. 

In  Fig.  167a  ist  dieser  Fall  (ohne  Zugfestigkeit)  gezeich- 
net. Da  der  Körper  auf  seiner  Unterlage  lose  aufsitzen  soll, 
können  in  der  Fläche  « — ä  nur  Druckspannungen  auftreten. 
Diese  werden  sich  angenähert  so  verteilen,   wie  in  Fig.  167  b  an- 
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gedeutet  ist.  Auf  der  linken  Seite  'wird  sich  der  Körper  in  seine 
Unterlage  etwas  einpressen,  während  rechte  vom  Punkte  N  eine 
kleine  Fuge  entsteht.  Der  ganze  Körper  führt  also  eine  kleine 
Drehbewegung  um  den  Punkt  N  aus. 

Die  Berechnung  der  in  dem  Schnitte  et — a  auftretenden 
Spannungen  wird  dadurch  erschwert,  daß  man  von  Tornherein 
gar  nicht  weiß,  wie  weit  die  Berührungsfuge  klaffen  wird.     Die 


XC'ia)- 


Fig.  167. 


Lage  des  Punktes  N,  d.  h.  die  Grenze,  bis  zu  der  die  Fläche 
sich  an  der  SpannungsÜbertraguDg  beteiligt,  ist  zunächst  voll- 
konimen  unbekannt.  Sie  wird  sich  natürlich  auch  je  nach  der 
Belastung  ändern,  so  daß  man  gar  nicht,  wie  sonst  bei  allen 
Untersuchungen,  mit  einer  bestimmten,  feststehenden  Querschnitts- 
fläche rechnen  kann.  Wenn  wir  aber  die  Annahme  machen,  daß 
die  Spannungen  gleichmäßig  vom  Punkt  N  aus  anwachsen,  kommen 
wir  durch  Anwenduug  der  Oleichgewiohtsbedingnngen  ^  =  0  und 
^Jf  =  0  trotzdem  zu  einer  Lösung.  Zunächst  haben  wir  die  beiden 
Gleichungen  (Fig.  167): 
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2)       oJi  'yi  +  0^f^'y^  +  ...  +  Onfn  •  y«  «  P  •  «  . 

In  diesen  Gleichungen  sind  unbekannt  die  Spannungen  a^  usw. 
und  die  Lage  des  Punktes  N  (von  dem  aus  die  Abstände  ge- 
rechnet sind).  Nun  drücken  wir  alle  anderen  Spannungen  durch 
eine  Spannung,  z.B.  durch  o^  aus,  und  erhalten: 

Vi  Vi  Vi 

Vi  Vi  Vi 

1)    ^(/'i-yi  +  /'2-y2  +  -..  +  /'--yn)  =  P, 

Vi 

y\ 

Wenn  man  Gleichung  2)  durch  Gleichung  1)  dividiert,  so  erhält  man 

A  •  yi  +  A  •  3^2  +  •  •  •  +  /'n  •  yn  ' 
Der  Zähler  stellt  die  Summe  dar  aus  den  Produkten:  Flächen- 
streifen X  Quadrat  des  Abstandes  von  der  Linie  n — n ;  d.  i.  das 
Trägheitsmoment  der  in  Fig.  167  c  schraffierten  Fläche  in  bezug 
auf  die  Linie  n — n.  Der  Nenner  stellt  das  statische  Moment 
dieser  Fläche  in  bezug  auf  die  Linie  n — n  dar.  Das  erstere  sei 
mit  Jn ,  das  zweite  mit  8n  bezeichnet.  Wir  erhalten  dann  folgende 
Gleichung  zur  Bestimmung  der 

Lage  der  NulUnie:       (I)     «  =  -—-  , 

An 

Sobald  dann  z  bestimmt  ist,  ergeben  sich  nach  Gleichung  1)  die 


Spannungen:       (ü) 


öl  s=  -r-  •  2/1 ;       entsprechend 

a^zs-^—.y^;        USW. 


Beispiel.  Ein  Körper  mit  rechteckigem  Querschnitt  ist  durch 
eine  Last  in  einer  Entfernung  a  von  dem  Bande  belastet.  Wie  groß 
sind  die  Pressungen  in  der  Unterstützungsflächef   (Fig.  167  d  und  e.) 

Zunächst  müssen  wir  die  Lage  des  Punktes  N  bestimmen. 
Das  Trägheitsmoment  der  in  Fig.  167  e  schraffierten  Fläche  in  be- 
zug auf  die  Linie  n — n  ist: 
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Das  statische  Moment  ist: 


Sn 

as  hX' 

»     1 

2       2 

ft«». 

Folglich  wii'd 

Z  -= 

Jn 

8n 

ihx* 

2 

Nun  setzen  wir 

nocl 

i  nach 

Fig.  167(1 

z  = 

=  «  —  a 

ein 

und  erbalten 

2 
X  —  a  =  '    X 

o 

> 

(ni)  ««3a; 

<1.  h.  heim  rechteckigen  Querschnitt  liegt  die  NuUinie  in  einer  Ent- 
fernung x  =  3a  vom  Rande  entfernt.     Die  größte  Spannung  isU 

P  P 


ibx^  ibx  ' 

Zusatz  1.  Diese  beiden  Resultate  (III)  und  (IV)  bätte  man 
aucb  direkt  aus  Fig.  167  d  ablesen  können.  Weil  alle  Fläcben- 
streifen  dieselbe  Breite  6  baben,  so  ist  die  Resultierende  der  von 
den  einzelnen  Flächenstreifen  ausgeübten  Kräfte  {oifi,  o^f^  usw.) 

gleich  —  0?  •  Oj  •  6  und  liegt  in  der  Entfernung  —  x  vom  Ende.    Da 

nun  diese  Resultierende  der  äußeren  Kraft  P  das  Gleichgewicht 
halten  muß,  so  muß  sie  in  derselben  Geraden  liegen  und  ebenso 
groß  sein,  wie  diese.     Wir  haben  also: 

(III)  ix  =  «;  a,  =  3a, 

(IV)  |x.<,,.6  =  P;         o.  =  2-^-  =  2^-. 

Man  beachte  aber,  daß  diese  einfache  Lösung  nur  dadurch 
möglich  war,  daß  die  einzelnen,  gleich  breiten  Flächenstreifen 
denselben  Inhalt  hatten.  In  jedem  anderen  Falle  ergeben  die 
Kräfte  a,  f^ ,  o^  f^  usw.  bei  der  graphischen  Darstellung  kein  Drei- 
eck, sondern  irgendeine  andere  Figur,  so  daß  die  Resultierende  R 
nicht  angegeben  werden  kann.  Die  Bestimmung  von  z  und  ö  ist 
in  solchen  Fällen  dann  meistens  recht  umständlich.  Schon  beim 
Kreis-  oder  Kreisringquerschnitt  ist  der  Ausdruck  für  das  Träg- 
heitsmoment und  das  statische  Moment  für  die  Linie  n — n  ziem« 
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lieh  kompliziert.  Man  kann  sieh  dann  dnreh  Probieren  helfen: 
Man  nimmt  für  z  einen  Wert  an,  zeichnet  n — n  ein,  rechnet  S^^ 
und  Jm  aus  (indem  man  jeden  Streifen  mit  seinem  Abstände,  resp. 
dem  Quadrat  des  Abstandes  multipliziert),  dividiert  Jn'S^  und 
sieht  nach,  ob  der  hiermit  erhaltene  Wert  mit  dem  zuerst  an- 
genommenen übereinstimmt.  Wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist,  muß 
ein  neuer  Wert  z  angenommen  werden.  Glücklicherweise  hat  man 
ja  meistens  mit  rechteckigen  Querschnitten  zu  tun. 


Zosammenfassong« 

In  diesem  Paragraphen  haben  wir  den  Fall  betrachtet,  daß  das  be- 
treffende Material  nur  Druck  aufnehmen  kann.  Ein  solcher  Fall  liegt  immer 
dann  vor,  wenn  ein  Körper  glatt  (ohne  Verankerungen)  auf  einer  Unter- 
lage aufsitzt.  Außerdem  wird  dieser  Fall  meistens  bei  Mauer-,  Stein-  und 
Betonkonstniktionen  zugrunde  gelegt,  weil  diese  Materialien  und  ins- 
besondere der  verbindende  Mörtel  in  der  Tat  nur  sehr  geringe  Zugfestigkeit 
haben.    Die  Last  P  kann  natürlich  nur  eine  Drucklast  sein. 

Wenn  nun  eine  solche  Konstruktion  zu  berechnen  ist,  muß  man  zunächst 
feststellen,  ob  die  Last  P  innerhalb  oder  außerhalb  der  Kernpunkte  lieg^. 
Liegt  die  Last  1)  famerhalb  der  Kernpunkte,  so  geschieht  die  Berechnung 
nach  den  in  §  90  aufgestellten  Regeln,  am  besten  mittels  der  Kernpunkte. 
[Denn  in  diesem  Falle  haben  a^  und  a^  das  gleiche  Vorzeichen,  und  zwar 
beide  Druck,  da  P  eine  Drucklast  ist.  Der  ganze  Querschnitt  kommt  also  zum 
Tragen,  und  der  Mangel  der  Zugfestigkeit  tritt  überhaupt  nicht  in  Erscheinung.] 
Liegt  aber  die  Last  2)  außerhalb  der  Kernpunkte,  so  muß  die  Berechnung 
nach  §  91  durchgeführt  werden:  Zunächst  muß  ermittelt  werden,  welcher 
Teil  des  Querschnittes  überhaupt  zum  Tragen  kommt;  aus  der  Gleichung 

(D  *-^. 

Dann  eigibt  sich  die  Spannung; 

(H)  a«-£.v. 

Für  den  meistens  vorliegenden  Spezialfall:  Rechteckiger  Querschnitt, 
konnten  «7»  und  S^  leicht  ausgerechnet  werden,  und  es  ergab  sich  für  die 
größte  Spannung: 

(IV)  tf=  *^ 


Sab  ' 

Diese  Formel  muß  also  bei  Mauerwerk  usw.  immer  angewendet  werden, 
wenn  die  Last  außerhalb  des  mittleren  Drittels  steht.  (Denn 
beim  rechteckigen  Querschnitt  schließen  die  Kernpunkte  das  mittlere 
Drittel  ein,  wie  in  %  90,  Schluß  nachgewiesen.) 

§92. 
Beispiele  zu  §  90  and  §  91. 

Erste  Aufgabe  (zu  §  91). 
Bei  dem  in  Fig.  170a  und  b  dargestellten  Brückenpfeiler  sind 
die  Spannungen  in  der  Auflagerfläche  AB  zu  bestimmen! 
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Die  Eesultiercnde  R  aller  an  dem  Pfeiler  angreifenden  Kräfte 
wurde  bereits  früher  (§  10)  ermittelt.  Es  ergab  sich  B  =  37,6 1, 
und  zwar  gilt  dieser  Wert  für  1,00  m  Tiefe  des  Pfeilers.  Der 
Abstand  a  ergibt  sich  aus  der  früheren  Berechnung  zu  1,03  m. 
Bei  der  Zerlegung  der  Kraft  R  in  eine  vertikale  Seitenkraft  R^ 
und  eine  horizontale  Seitenkraft  R^g  erhalten  wir:  12^  «  34  t, 
jß^  =  15  t.  Die  horizontale  Kraft  R^  erzeugt  in  dem  Querschnitte 
horizontal  verlaufende  Schubspannungen.  Diese  lassen  sich  auf 
theoretischem   Wege,    namentlich    bei    einem   Mauerwerkskörper, 


:-^M  aj 


'3,ZOiitri 


Fig.  170. 


nur  sehr  unvollkommen  untersuchen.  Man  weiß  nur,  daß  sie  im 
Verhältnis  zu  den  Normalspannungen  von  untergeordneter  Be- 
deutung sind.  Namentlich  sind  sie  an  den  Stellen,  an  denen  die 
Normalspannungen  ihre  Größtwerte  annehmen,  gleich  Null  oder 
wenigstens  sehr  klein.  Aus  diesem  Grunde  werden  sie  bei  der- 
artigen Aufgaben,  wie  ja  gewöhnlich,  vernachlässigt. 

Die  Berechnung  der  Normalspannungen  a  geschieht  nun 
nach  den  durchgenommenen  Begeln:  Da  die  Last  den  Querschnitt 
außerhalb  des  Kerns  (mittleren  Drittels)  schneidet,  tritt  nur  ein 
Teil  der  Fläche  in  Wirksamkeit,  Die  größte  Spannung  entsteht 
an  der  Vorderkante  und  ist 


a^  =  — 2 


34000 


3  .  103  .  100 


=  —2,2  kg/qcm; 
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also  eine  ziemlich  geringe  Beanspruchung  des  Baugrundes.  Man 
nennt  a^  eine  Kantenpressung ;  die  andere  Kantenpressung,  o^^ 
ist  in  diesem  Falle  gleich  Null.  Wenn  die  Kantenpre^ung  a^ 
zu  groß  wird,  drückt  sich  der  Pfeiler  beim  Punkte  J.  in  die 
Unterlage  ein  und  das  Bauwerk  kippt  um.  Außer  durch  Um- 
kippen kann  eine  Zerstörung  auch  dadurch  eintreten,  daß  der 
Erddruck  den  Pfeiler  vor  sich  herschiebt.  Um  hiergegen  Sicher- 
heit zu  haben,  muß  darauf  geachtet  werden,  daß  die  Abwei- 
chung der  Eesultierenden  R  von  der  Vertikalrichtung  kleiner  ist 
als  der  Eeibungswinkcl  zwischen  Mauerwerk  und  Erde. 

Aufgabe:  Man  beweise,  daß  bei  einem  Bechteck  die  Kanten- 
pressung 01  infolge  einer  über  einem  Kernpunkte  stehenden  Last 
gerade  doppelt  so  groß  ist,  als  wenn  die  Last  über  dem  Schwer- 
punkte stehen  würde. 

Zweite  Autgabe  (zu  §  90). 

Auf  einen  Körper,  der  sowohl  Zug  als  auch  Druck  aufnehmen 
Icann,  wirTct  eine  schräge  exzentrische  La^t  P.  Gesucht  sind  die 
größten  Spannungen  im  Schnitte  oc — oc  (Fig.  170  c  und  d). 

Wir  zerlegen  P  in  eine  horizontale  und  vertikale  Seiten- 
kraft. Die  erstere,  P^,  beansprucht  den  Körper  auf  reine  Bie- 
gung. Wir  finden  die  durch  sie  hervorgerufenen  Beanspruchungen, 
indem  wir  das  Moment  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  8  bilden 
und  durch  die  Widerstandsmomente  dividieren: 


<yi(x)  =  H -^r—,  02(x)^  — 


Die  zweite,  Py,  beansprucht  den  Körper  auf  exzentrische 
Normalfestigkeit.  Die  Spannungen  in  den  äußersten  Schichten 
infolge  dieser  Kraft  Py  sind  also: 

(Py  Py'p\  (Py  P^.p\ 

Insgesamt  erhalten  wir  also 

Py  P,-h    +    P,'P_  P,  P^-h    +    Py-V 

«'i  -  -  jP  +  ^v,  '        "'--'F  W,  • 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Berechnung,  wenn  wir  die 
Kernpunkte  E^  und  K^  einführen.    Dann  wird 

+P,'ft  +  Pv/'i.       „       -P,-h-P,-f, 
c,=  ^^ ,       o, -^- . 
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Das  Moment  Pg'h  ist  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  ge- 
nommen. Wir  können  aber  auch  das  Moment  d&r  Kraft  P«  in 
bezug  auf  die  Kernpunkte  E^  oder  IT,  in  die  obigen  Gleichungen 
einsetzen,  da  dieses  ja  auch  P,  •  h  ist.  Dann  haben  wir  also  so- 
wohl von  P«  als  auch  von  P,  das  Moment  in  bezug  auf  die 
Kernpunkte  genommen.  Da  nun  die  Summe  der  Momente  zweier 
Seitenkräfte  stets  gleich  ist  dem  Moment  der  ursprünglichen  Kraft, 
so  können  wir  die  obigen  Ausdrücke  auch  schreiben: 

Hierin  sind  also  P  •  fj  und  P  •  r,  die  statischen  Momente  der 
Kraft  P  in  bezug  auf  die  Kernpunkte  K^  und  K2 .  Die  Vor- 
zeichen ergeben  sich  nach  den  früher  aufgestellten  Eegeln  oder 
sind   auch  aus  der  voraussichtlichen  Abbiegung  direkt  ablesbar. 

Wie  im  vorigen  Beispiele,  werden  auch  jetzt  die  durch  P« 
hervorgerufenen  Schubkräfte  vernachlässigt. 

Zusammenfassung.  Wenn  ein  Körper  durch  eine  schräg  zur 
Stabachse  wirkende  Ejraft  beansprucht  wird,  so  finden  wir  die 
größten  Spannungen  a^  und  a^ ,  indem  wir  die  Momente  dieser 
Kraft  in  bezug  auf  die  Kernpunkte  K^  und  K^  bilden  und  durch 
die  Widerstandsmomente  Wi  und  TT,  dividieren.  Statt  der  Kraft  P 
selber  können  wir  auch  deren  Seitenkräfte  einführen. 


17.  Vortrag: 

Dio  Biegungsspannungen  bei  unsymmetrischen  Querschnitts- 
formen und  bei  scliräger  Belastimg. 

Als  Abschluß  der  Biegungslehre  mögen  in  diesem  Vortrage  noch 
einige  allgemeine  Untersuchungen  über  die  Normalspannungen  o 
und  über  Trägheitsmomente  aufgeführt  werden,  die  namentlich 
bei  der  Berechnung  unregelmäßiger  Querschnitte  gebraucht  werden. 

§93. 

31 
Ist  die  Biegnngstormel  o  =  — =r  y  auf  alle  Querschnittstormen 

anwendbar?    Besondere  Bedingungen, 

Sämtliche  bisherigen  Untersuchungen  in  der  Biegungslehre 
bezogen  sich  auf  den  Fall,  daß  die  Ebene,  in  der  die  äußeren 
Kräfte  enthalten  sind,  eine  Symmetrieebene  des  Balkens  darstellt. 
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Insbesondere  ist  auch  die  Orundformel  der  BiegungsfestigJceit,  o  =  -y  y , 

nur  für  diesen  Fall  dbgeleitetl  (§  36,  37,  38.)  Denn  ihrer  Ab- 
leitung liegt  die  Voraussetzung  zugrunde,  daß  die  NuUinie  und 
die  anderen,  die  Spannungen  o^ ,  a,  usw.  enthaltenden  Quersehnitts- 
streifen  horizontal  (d.  h.  rechtwinklig  zu  den  äußeren  Kräften) 
verlaufen.  Es  ist  aber  klar,  daß  diese  Voraussetzung  ohne  weitere 
Begründung  nur  bei  symmetrischen  Querschnitten  gemacht  wer- 
den darf. 

Ob  die  Grundformel  eventuell  auch  auf  unsymmetrische  Quer- 
schnitte anwendbar  ist,  hängt  augenscheinlich  davon  ab,  ob  bei 
derartigen  Querschnitten  die  Nullinie  ebenfalls  horizontal  verläuft 
oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  würde  die  in  §  38  durchgeführte  Ab- 
leitung der  Biegungsgleichung  wörtlich  dieselbe  bleiben.  Im  zweiten 
Falle  dagegen  würde  eine  andere  Betrachtung  Platz  greifen,  da 
dann  die  Abstände  y  der  einzelnen  Flächenstreifen  von  der  Null- 
linie in  einer  anderen  Eichtung  (schräg)  auftreten. 

Wir  wollen  nun  einen  solchen  unsymmetrischen  Querschnitt 
hinsichtlich  der  Eichtung  der  Nullinie  untersuchen  (Fig.  171a). 
Die  Ebene,  in  der  die  Lasten  P  wirken,  gehe  wieder  durch  den 
Schwerpunkt  des  Querschnittes.  Die  Frage  lautet:  Verläuft  jetzt 
die  Nullinie  ebenfalls  rechtwinklig  zur  Lastenebene  oder  hat  sie 
eine  schräge  Eichtung  t 

Die  Untersuchung  werden  wir  so  durchführen,  daß  wir 
zunächst  eine  horizontale  Nullinie  annehmen  und  auf  Grund 
dieser  Annahme  die  Spannungen  ausrechnen.  Dann  wird  sich 
eine  Bedingung  ergeben,  die  erfüllt  sein  muß,  falls  die  Voraus- 
setzung für  die  Spannungsberechnung  —  horizontale  NuUinie  — 
richtig  war. 

Wenn  in  Fig.  171a  die  Nullinie  horizontal  verläuft,  ergeben 
sich  für  die  Streifen  f^ ,  f^  usw.  der  Qucrschnittsfiäche  die  Normal - 
Spannungen: 

.     ^  M 

in  Ai :     a^  =  ~y^^ 

.      .  M 


J 


USW. 


{M  ist  das  Moment  des  Balkens  für  den  betrachteten  Querschnitt.) 
Da  diese  Spannungen  teils  Zug,  teils  Druck  sind,  müssen  den  Ab- 
ständen yi ,  ^2  ^isw.  entgegengesetzte  Vorzeichen  beigelegt  werden. 
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je  nachdem  sie  oberhalb  oder  unterhalb  der  Nullinie  liegen.  Ins- 
gesamt wirken  in  den  Flächenstreifen  die  Normalkräfte: 

M 
in  f^:     a^^fi  ^—y^^f^^ 

in  /*,  :     a,  ./"g  ^—y^^f^ 

usw. 

In  der  Ansichtzeichnung  (Fig.  171a)  der  Querschnittsfläche  treten 
also  diese  Kräfte  o^  f^ ,  a^  f^  usw.  teils  als  Zugkräfte,  teils  als  Druck- 
kräfte heraus.  Die  Lage  einer  jeden  Kraft  ist  in  der  Mitte  des 
betreffenden  Streifens,  so,  wie  in  Fig.  171a  durch  Punkte  an- 
gedeutet ist.  Der  Unterschied  gegenüber  dem  symmetrischen  Balken 
(vgl.  z.  B.  Fig.  78  d)  ist  der,  daß  jetzt  die  Kräfte  nicht  auf  einer 
Geraden,  sondern  unregelmäßig  liegen. 

Wir  haben  also  in  Fig.  171a  eine  Gruppe  von  parallelen 
Kräften,  die  aber  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Wenngleich  nun 
unsere  bisherigen  Untersuchungen  in  der  Mechanik  sich  nur  auf 
Kräfte  in  einer  Ebene  bezogen,  so  wird  man  doch  für  die  Kräfte 
von  Fig.  171a  folgendes  leicht  einsehen:  Da  sämtliche  äußeren 
Kräfte  des  Balkens  innerhalb  der  Ebene  y — y  liegen  und  also  in 
bezug  auf  die  Achse  y — y  die  statischen  Momente  Null  ergeben, 
so  muß  auch  die  Summe  der  statischen  Momente  der  inneren 
Kräfte  in  bezug  auf  die  Achse  y — y  gleich  Null  sein.  (Erweite 
rung  der  Gleichgewichtsbedingungen  auf  Kräfte  im  Baum.)  Es 
muß  also  sein: 

»1 A  •  ^1  +  ^2  A  •  ^  +  •  •  •  =  0  , 

und  zwar  sind  die  Abstände  x^ ,  x^  usw.  in  diesem  Ausdrucke  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  einzuführen,  je  nachdem  sie  rechts 
oder  links  von  der  Linie  y — y  liegen.  Setzen  wir  nun  für  o^f^  usw. 
die  Werte  ein,  so  wird: 

-j^  y  1 A  •  »1  +  -j-  y 2  A  •  ^  +  . . .  =  0 , 
M 

-j^  (/*!  •  a^i  •  yi  +  A  •  «2  •  ^2  +  . . .  =  0 . 

Da  der  erste  Faktor,  —=- ,  dieses  Produktes  nicht  gleich  Null  ist, 

so  muß  der  zweite  Faktor  gleich  Null  werden,  damit  das  gesamte 
Produkt  zu  Null  wird.    Falls  also  unsere  bisherige  Bechnung,  die 


Blch  Ja  auf  der  willkQrticben  ÄDDahme  einer  borizontalon  ITnIl- 
liuie  in  Fig.  171a  aufbaut,  riditig  ist,  muß  die  Gleichung  bestellen: 

(I)  |A»il'i  +  4'^<'«+.-.="Ö7| 


T        fni 


\    i'^f  '"         JL,   (ä)  y    (ß)  \        fff 


p 

1^-- 

(6) 

/ 


L 

4= 


1? 

V 


ff--;i 


'T 


^9^ 


Diese  Gleichung  stellt  demoach  die  gesuchte  Bedingung  dar, 
um  zu  erkeuucD,  ob  die  Orandlage  der  bisherigen  Berechnung 
erfüllt    istj    d.   h.    ob    bei    dem    betrscbteten    Querschnitte    die 
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Nnllinie    tatsächlich    rechtwinklig    zur    Ebene    der    Kräfte    sein 

wird. 

Wiederholung:  Um  bei  einem  unsymmetrischen  Querschnitt  zu  er- 
kennen, ob  man  ihn  ebenfalls  nach  der  einfachen  Biegungsformel  a  =  {M :  J)y 
berechnen  darf,  braucht  man  nur  zu  untersuchen,  ob  bei  ihm  die  Nullinie 
ebenfalld  (wie  beim  symmetrischen  Querschnitt)  rechtwinklig  zur  Kraft- 
ebene verlaufen  wird.  Letztere  Lntersuchung  aber  geschieht  folgender- 
maßen : 

Wir  zerlegen  den  Querschnitt  in  lauter  Streifen  f^ ,  f^  usw.  recht- 
winklig zur  Kraftebene  und  multiplizieren  jeden  Sl reifen  mit  seinen  beiden 
Abständen  von  der  Kräftebene  y — y  und  der  dazu  rechtwinkligen  Schwer- 
achse X — X,  Ergibt  dann  die  Summe  dieser  Produkte  den  Wert  Null,  so 
ist  die  angenommene  x-Achse  tatsächlich  die  Nullinie;  d.  h.  dann  steht 
letztere  rechtwinklig  zur  Kraftebene.  Ist  aber  die  Summe  /"i  *  ^i '  ^i  +  .  • 
nicht  gleich  Null,  so  kann  x — x  nicht  die  Nullinie  sein;  d.  h.  letztere  wird 
vielmehr  irgendwie  schräg  verlaufen  (hierüber  s.  §  95).  Beim  Ausrechnen 
der  Produkte  fi'X^*yx  usw.  ist  noch  zu  beachten,  daß  die  Abst&nde  x 
mit  verschiedenen  Vorzeichen  einzuführen  sind,  je  nachdem  sie  rechts 
oder  links  von  der  Linie  y — y  liegen;  und  die  Abstände  y  sind  mit  ver- 
schiedenen Vorzeichen  einzuführen,  je  nachdem  sie  oberhalb  oder  unter- 
halb X — X  liegen. 

Zusatz:  Diese  Summe 

^•,v  =  ±A  •  ^1  •  yi  +  A  •  ^2  •  y«  ±  •  •  • 

nennt  man  das  ^jZentrifugalmoment  Jx,v^  des  Querschnittes  in 
bezug  auf  die  beiden  Achsen  x — x  und  y—y .  Mit  dieser  Be- 
zeichnung lautet  unsere  aufgefundene  Bedingung: 

Nur  dann  ist  die  rechtwinlclig  zur  Lastenehene  y — y  siehende 
Schwerachse  x — x  die  Nullinie  des  Querschnittes  ^  wenn  das  in  bezug 
auf  die  beiden  Achsen  x — x  und  y — y  genommene  Zentrifugalmament 
den  Wert  NuU  hat.    Nur  in  diesem  Falle  darf  also  zur  Berechnung 

M 
der  Normalspannungen   die   Grundformel  a  =  -=-  •  y   angewendet 

werden. 

Zwei  solche  rechtwinklig  zueinander  stehende  Achsen,  für  die 

das  Zentrifugalmoment  gleich  Null  ist,  nennt  man  „Hauptaehsen^^ 


§  93a. 
Beispiele  zu  §  93. 

Erste  Aufgabe. 

Ein   [i- Eisen   ist   durch  vertikale   Kräfte   belastet.      Sicht   die 
Ifuüinie  rechtivinklig  zur  Ebene  der  äußeren  Kräftef    (Fig.  171  b^ 
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Zeichnen  wir  die  Achse  x—x  rechtwinklig  zur  Achse  y — y  der 
äußeren  Kräfte  und  zerlegen  den  Querschnitt  in  lauter  Streifen 
parallel  der  o?- Achse,  so  ergibt  sich  folgendes:  Bei  je  zwei  ent- 
sprechend gelegenen  Streifen,  z.  B.  dem  obersten  und  dem  untersten, 
sind  die  Abstände  x  gleich  groß  und  auch  mit  gleichem  Vorzeichen 
versehen  (da  sie  auf  derselben  Seite  der  ^-Achse  liegen).  Die 
Abstände  y  dagegen  sind  zwar  gleich  groß,  haben  aber  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  (da  sie  zu  verschiedenen  Seiten  der  tr- Achse 
liegen).  Bildet  man  also  die  Produkte:  Flächenstreifen  X  Ab- 
stand o?  X  Abstand  y ,  so  haben  diese  Produkte  bei  den  beiden 
Streifen  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die  Summe  dieser  beiden 
Produkte  ist  also  gleich  Null.  In  derselben  Weise  ergeben  aber 
auch  der  zweitoberste  und  der  zweitunterste  Streifen  bei  der  Sum- 
mierung ihrer  Produkte  f'X'y  den  Wert  Null  usw.  Insgesamt 
folgt  daraus,  daß  für  den  ganzen  Querschnitt  da-s  Zentrifugalmoment 

«^x,y  =  +/*!  •  ^1 ' ^1  +  /'s  •  ^2  •  3^2  +•  •  • 

den  Wert  Null  hat.  Somit  ist  bewiesen,  daß  bei  Belastung  inner- 
halb der  Ebene  y — y  die  Nullinie  rechtwinklig  zur  Lastenebene 
steht.     Daraus  folgt  dann  weiter,   daß  bei  vertikaler  Belastung 

eines  C -Eisen  die  einfache  Biegungsformel  o  =  —  •y  zur  Berech- 
nung der  Normalspannungen  gültig  ist. 

ZuBoJtz:  In  entsprechender  Weise  ersieht  man  allgemein:  Hat 
ein  Querschnitt  irgendeine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Sym- 
metrieachse (um  die  man  also  die  eine  Querschnittshälfte  auf  die# 
andere  hinaufklappen  kann),  so  bildet  diese  Achse  mit  der  zu  ihr 
rechtwinkligen  Schwerachse  ein  Haupta^chsenkxQXxz.  In  Fig.  171c 
bis  f  sind  noch  einige  Querschnitte  mit  ihren  Hauptachsen  ge- 
zeichnet. Wirkt  die  Belastung  in  der  einen  Hauptachse,  so  ist 
die  andere  die  Nullinie. 

Bemerkung;  Herr  Professor  v.  Bach  (Stuttgart)  hat  im  Jahre  1910  eine 
Reihe  von  Versuchen  mit  E-Eisen  angestellt,  um  die  Übereinstimmung  der 
Theorie  mit  der  Wirklichkeit  zu  prüfen.  Diese  Versuche  haben  die  Theorie 
nieht  bestätigt.  Die  Spannungen  haben  sich  vielmehr  bedeutend  größer  er- 
geben, als  sie  nach  der  Rechnung  sein  müßten. 

Wenn  man  den  Ursachen  dieser  Nichtübereinstimmung  nachgeht,  so 
muß  man  zunächst  beachten,  daß  die  Ableitungen  im  vorigen  Paragraphen 
an  und  für  sich  richtig  sein  müssen,  da  sie  rein  mathematischer  Natur 
sind.  Wohl  aber  ruht  ja  unsere  gesamte  Biegungslehre  auf  einer  An- 
nahme (Naviersche  Hypothese,  §  38)!  Wenn  diese  bei  C-eisenfÖrmigen 
Querschnitten  nicht  zutrifft,  dann  kann  natürlich  auch  der  §  93  nicht 
stimmen.    Außerdem  kommt  noch  hinzu,  daß  bei  derartigen  Querschnitten 

36 
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der  Verlauf  der  Schubspannungen  ein  sehr  unregehnäßiger  sein  wird  und 
ihre  Wirkung  z.  Z.  noch  nicht  klargestellt  ist. 

Für  den  wissenschaftlich  arbeitenden  Ingenieur,  der  auch  die  Grund- 
lagen seines  Faches  versteht,  haben  solche  Erscheinungen  also  weder 
etwas  (Jnei*wartetes  noch  viel  weniger  Entmutigendes.  Sie  werden  ihn 
eben  zur  Vorsicht  ermahnen.  Nach  den  bisher  vorliegenden  Versuchen  muß 
man  auf  recht  erhebliche  Unterschiede  zwischen  den  wirklich  entstehenden 
und  den  theoretisch  berechneten  Spannungen  gefaßt  sein.  Erst-ere  können  im 
Durchschnitt  vielleicht  50%  größer  sein  als  die  letzteren.  (Vgl.  die  Mitteilung 
der  Versuche  in  der  ^^Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure",  1910.) 

Zweite  Antgabe« 

Ein  Z' Eisen  ist  durch  vertikale  Kräfte  belastet.  Wird  die  NtM- 
linie  reehtwinhUg  zur  Ebene  der  Kräfte  stehen  t 

Wir  legen  rechtwinklig  zur  y-Ebene  die  Achse  x — x  und  teilen 
den  Querschnitt  in  Streifen.  Betrachten  wir  dann  wieder  ge- 
meinsam den  obersten  und  den  untersten  Streifen.  Die  Vorzeichen 
für  die  Abstände  x  und  y  nehmen  wir  beispielsweise  so,  wie  in 
Fig.  171g  eingeschrieben.  Beim  ersten  Streifen  sind  dann  beide 
Abstände  positiv.  Folglich  ist  auch  das  betreffende  Produkt  f'X^y 
I>ositiv.  Beim  untersten  Streifen  sind  dagegen  x  und  y  negativ. 
Das  entsprechende  Produkt  f^x^y  ist  also  auch  bei  diesem  Streifen 
positiv  [denn  (— )  •  (— )  ist  bekanntlich  positiv].  Der  oberste  und 
der  unterste  Streifen  ergeben  somit  bei  der  Summation  ihrer  Pro- 
dukte f'X»y  nicht  den  Wert  Null,  sondern  einen  bestimmten  Wert. 
Ebenso  hat  die  Summe  der  Produkte  f^x^y  des  zweitobersten  und 
des  zweituntersten  Streifens  einen  bestimmten  Wert;  usw.  (Nur 
daa  den  Steg  bildende  Eechteck  bildet  den  Beitrag  Null.)  Wenn 
man^also  sämtliche  Produkte  f'X^y  bildet,  ergibt  sich  nicht  der 
Wert  Null.  Das  heißt:  Beim  Z -Eisen  ist  das  Zentrifugalmoment  J^.y 
in  bezug  auf  die  beiden  Achsen  x—x  und  y — y  nicht  gleich  Null, 
sondern  hat  einen  bestimmten  Wert.  Daraus  folgt  aber:  Bei  Be- 
lastung innerhalb  der  Ebene  y — y  ist  die  Achse  x — x  nicht  die  Null- 
linie  des  Querschnittes.  Es  wäre  demnach  vollständig  falsch,  in 
Fig.  171g    die  Spannungen    nach   der   einfachen   Biegungsformel 

a  =  -— «y  berechnen  zu  wollen. 
t/ 

Die  zu  der  Belastungsebene  y — y  gehörige  Nullinie  liegt  viel- 
mehr schräg  (Fig.  171g).  Ihre  Lage  muß  besonders  berechnet 
werden  (§  95).  Ebenso  liegt  z.  B.  bei  einem  <^ -Eisen,  das  nach 
Fig.  171h  belastet  ist,  die  Nullinie  schräg,  so  daß  die  Spannungen 
nach  einer  anderen  Methode  ermittelt  werden  müssen. 
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§  94. 
Praktische  Methode  zur  Ausreehnnng  des  Zentrifugalmomeiites. 

Bei  den  Untersuchungen  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
haben  wir  die  Summe 

nicht  direkt  zahlenmäßig  ausgerechnet.  Es  genügte  vielmehr  für 
unsere  Aufgabe  (Untersuchung  der  Lage  der  NuUinie),  zu  ent- 
scheiden, ob  die  obige  Summe  den  Wert  Null  hat  oder  nicht. 
Letztere  Entscheidung  ließ  sich  aber  bereits  durch  die  Be- 
trachtung der  Vorzeichen  der  Abstände  x  und  y  treffen,  ohne 
daß  wir  die  einzelnen  Produkte  f'X-y  direkt  auszurechnen 
brauchten. 

Nun  kommen  aber  auch  Aufgaben  vor,  bei  denen  man  die 
Summe  (Zentrifugalmoment) 

wirklich  zahlenmäßig  ausrechnen  muß.  Zum  Beispiel  werden  wir 
im  folgenden  Paragraphen  auf  Formeln  stoßen,  in  denen  man  den 
genauen  Wert  von  J^r.y  haben  muß.  Als  Vorübung  wollen  wir 
deshalb  folgende  Aufgabe  behandeln:  Oegeben  sei  ein  Querschnitt 
und  auf  diesem  ein  Achsenkreuz  x^  y.  Wie  kann  man  nun 
das  Zentrifugalmoment  Ja-^y  dieses  Querschnittes  am  bequemsten 
zahlenmäßig  bestimment 

Die  ursprüngliche,  aus  der  Ableitung  folgende  Methode  zur 
Bestimmung  von  J,^y  war  folgende:  Wir  zerlegen  die  Querschnitts- 
fläche in  lauter  (unendlich  dünne)  Streifen  parallel  der  einen  Achse, 
messen  von  jedem  Streifen  die  Abstände  x  und  y^  bilden  die  Pro- 
dukte f'X*y  und  summieren  dieselben.  Diese  Arbeit  kann  man 
dadurch  vereinfachen,  daß  man  die  Streifen  möglichst  zu  Recht- 
ecken zusammenfaßt,  deren  Seiten  parallel  den  Achsen  x--x  und 
y — y  laufen. 

In  Fig.  171  i  kann  man  beispielsweise,  statt  die  Streifen  /"i, 
f^  und  f^  einzeln  mit  ihren  entsprechenden  Abständen  x  und  y  zu 
multiplizieren,  das  gesamte  Bechteck  F^  nehmen  und  mit  seinen 
Sohwerpunktsabständen  o^o.i  und  yo.i  multiplizieren.  Denn  es  ist 
zunächst  (Fig.  171  i): 


I 


^1=^2=^8=^0.1»  ' 


und  ferner  nach  dem  Satze  vom  Schwerpunkt  (§  48) : 

fi  •  ?/i  +  A  •  3/2  + 1\  •  y»  =  -^1  •  ?/o,  1  j 
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so  daß  sich  tatsächlich  ergibt: 

Ebenso  kann  man  statt  der  unteren  Streifen  das  Eechteck  F^  mit 
seinen  Schwerpunktsabständen  jPo.s  ^^^  ^0,2  einführen.  Für  die 
mittleren  Streifen  ergibt  sich  die  Summe  der  Produkte  f^x^y 
gleich  Null,  da  das  betreffende  Eechteck  F^  die  Schwerpunkts- 
abstände  Null  hat.  Insgesamt  haben  wir  also  zur  praktischen 
Bestimmung  des  Zentrifugalmomentes  Jg^y  eines  Querschnittes  die 
Eegel:  Man  zerlege  den  Querschnitt  in  Rechtecke ^  deren  Seiten 
parallel  der  x-  und  der  y- Achse  laufen,  und  multipliziere  jedes 
Eechteck  mit  den  Abständen  seines  Schwerpunktes  von  den  Achsen. 
Die  Summe  der  hierdurch  entstehenden  Produkte  ergibt  das  Zentri- 
fugalmoment. Man  übersehe  aber  hierbei  nicht,  daß  entgegen- 
gesetzt gelegene  Abstände  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu 
nehmen  sind.  Es  empfiehlt  sich  beim  Eechnen,  die  gewählten 
Vorzeichen  deutlich  in  die  Skizze  einzuschreiben  (Fig.  171  i).  Man 
erkennt  dann  auch,  daß  die  Beiträge  zweier  anstoßender  Felder 
des  Achsenkreuzes  zum  Zentrifugalmoment  stets  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  während  die  Beiträge  zweier  kreuzweis  gelegener 
Felder  sich  stets  summieren. 

§95. 
Berechnung  der  Spannungen  a  bei  beliebiger  schräger  Belastung. 

In  den  letzten  Paragraphen  haben  wir  die  Fälle  herausgesucht, 

bei  denen  auch  bei  unsymmetrischer  Querschnittsform  die  Orund- 

M 
f ormel  o  =  '-Y-y  gültig  ist.    Nun  wollen  wir  den  allgemeinen  Fall 

betrachten,   daß   die  Nullinie  nicht  rechtwinklig  zur  Ebene   der 

M 
äußeren  Kräfte  steht  und  also  die  einfache  Biegungsformel  a  =  — -  y 

nicht  angewendet  werden  darf.  Bei  dieser  Aufgabe  können  zwei 
Möglichkeiten  unterschieden  werden. 

I.  Die  Hauptachsen  des  Querschnittes  sind  bekannt  und  bequem  gelegen. 
Dieser  Fall  ist  in  Fig.  172  a  gezeichnet.  Die  Hauptachsen  des 
I- Eisen  sind  die  Achsen  x — x  und  y — y,  denn  für  diese  beiden 
Achsen  ist  das  Zentrifugalmoment  Ja.,y  gleich  Null.  Wirkt  die 
Kraft  in  einer  der  beiden  Achsen,  so  ist  die  andere  Achse  die 
Nullinie.     Nun  wirke  aber  die  Kraft  P  schräg,  so  daß  die  Null- 
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linie   nicht  rechtwinklig   zur  Lastenebene  anzunehmen  ist.     Wie 
groß  sind  die  Spannungent 

Wir  zerlegen  die  Last  P  in  die  beiden  Seitenkräfte  Pg.  =  Pcosa 
und  Py  =  Psina  ,  rechtwinklig  zur  x-  und  zur  y- Achse  (Fig.  172  a). 
Dann  haben  wir  zwei  Kräfte,  die  in  Eichtung  der  Hauptachsen 

wirken  und  können  also  für  jede  die  Grundformel  a  =  -y-  •  y  an- 


/^»Pcasiic, 


JSL 


j^-U^//7i» 


^\(rW 


II 

(a) 


^il)l| 


P^t^OO  ^g 


(6) 


Fig.  172. 


rc; 


Das  durch  die  Kraft  P,  an  der  betreffenden  Stelle  des  Balkens 
hervorgerufene  Moment  werde  M^^  genannt.  (Dieses  wirkt  also  recht- 
winklig zur  ä?- Achse.)  Das  Widerstandsmoment  des  Balkens  in 
bezug  auf  die  o?- Achse  heiße  TF^.  Dann  entstehen  also  durch 
diese  Kraft  die  größten  Spannungen: 

In  Fig.  172  a  treten  bei  der  daselbst  angenommenen  Eichtung  von  P, 
falls  es  sich  um  einen  einfachen  Balken  auf  zwei  Stützen  handelt, 
in  der  oberen  Faser  der  größte  Druck  a'  und  in  der  unteren  Faser 
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der  größte  Zug  o'  auf  (Fig.  172a).     Hiermit  ist  die  Seitenkraft 
P  =  Pcosa  erledigt. 

Nun  betrachten  wir  Py.  Diese  Kraft  erzeuge  das  Biegungs- 
moment  if,,  rechtwinklig  zur  y- Achse.  Das  Widerstandsmoment 
des  Querschnittes  in  bezug  auf  die  Achse  y — y  sei  W^ .  Dann  be- 
tragen die  größten  zu  der  Kraft  Psin^  gehörigen  Spannungen: 

und  zwar  treten  diese  in  der  äußersten  linken  und  rechten  Faser  auf. 
Nun  wirken  in  Wirklichkeit  P,  und  P,  gemeinsam.  Um  also 
die  wirkliche  Spannung  in  einem  Punkte  des  Querschnittes  zu  er- 
halten, müssen  wir  die  beiden,  durch  Pcos^  und  Psin^  hervor- 
gerufenen Spannungen  summieren  (natürlich  mit  Berücksichtigung 
der  Vorzeichen).  Insbesondere  ergeben  sich  für  die  Stellen,  an 
denen  sich  die  obersten  und  untersten  Fasern  mit  den  Äußersten 
linken  und  rechten  Fasern  schneiden,  folgende  Werte  für  die 
Normalspannungen  (Fig.  172  a): 


(I) 


Punkt  1: 

«  —  1*1    » 

Punkt  2 : 

3f .        Jf, 

Punkt  3 : 

M         M, 

Punkt  4: 

1 

3fx          My 

Die  Werte  M^  und  M^  in  den  obigen  Ausdrücken  heißen  die  fjSeiten- 
momente^^.  Sie  sind  nach  dem  Früheren  die  Momentensummen  des 
Balkens  an  dem  betrachteten  Querschnitte  infolge  der  Seitenkräfte 
Pcostx  und  Psina.  Statt  aber  die  letzteren  Kräfte  wirklich  aus- 
zurechnen und  dann  die  Momente  M^  und  My  zu  bilden,  wird  es 
meistens  einfacher  sein,  zunächst  das  Moment  M  der  betrachteten 
Stelle  infolge  der  wirklich  vorhandenen  Belastung  P  zu  bilden. 
Dann  ergibt  sich  nämlich: 

(H\  /  -^»  =  Jf  cosa  , 

I  ilf y  =  If  sina  . 

Denn  es  ist  augenscheinlich  gleichgültig,  ob  man  sofort  die  Seiten- 
kräfte von  P  nimmt  und  deren  Momente  bestimmt,  oder  zunächst 
das  Moment  von  P  bildet  und  dann  nachträglich  mit  cosa  und 
sina  multipliziert. 
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Femer  ersieht  man  ans  den  Ausdrücken  (I),  daß  nur  die 
beiden  Punkte  1  und  4  untersucht  zu  werden  brauchen.  An  den 
Ecken  2  und  3  heben  sich  nämlich  die  Wirkungen  der  beiden 
Seitenkräfte  zum  Teil  gegenseitig  auf,  da  die  eine  Zug,  die  andere 
Druck  hervorruft.  Wir  erhalten  also  für  den  betrachteten  Quer- 
schnitt die  größten  durch  die  Belastung  P  hervorgerufenen 
Spannungen  (Zug  und  Druck): 


(in) 


.  /JfcosÄ    .    JlfsinÄ\ 
(Mcosöc    .    JfsinaX 


y 

Will  man  außerdem  die  Lage  der  NuUinie  bestimmen,  so  dient 
hierzu  die  Gleichung 

(IV)  ctg/8  =  ^.tga. 

Hierin  sind  J«  bzw.  Jy  die  Trägheitsmomente  des  Querschnittes 
in  bezug  auf  die  beiden  Hauptachsen  desselben,  und  zwar  ist  das 
Ideinere  Trägheitsmoment  stets  in  den  Nenner  des  Bruches  von 
Formel  (IV)  zu  setzen.  Der  Winkel  a  ist  der  spitze  Winkel 
zwischen  der  Lastenebene  und  derjenigen  Hauptachse,  zu  der  das 
Ideinere  Trägheitsmoment  gehört.  Der  Winkel  ß  ergibt  sich  dann 
als  der  Winkel,  den  die  Nullinie  mit  der  Achse  des  kleineren 
Trägheitsmomentes  bildet  {oc  und  ß  liegen  stets  zu  verschiedenen 
Seiten  derselben  Hauptachse ;  beides  sind  Winkel  zwischen  0  ^  und  90  °). 

Die  Ableitung  der  Formel  (IV)  können  wir  auslassen,  da  die 
Untersuchung  nicht  so  wichtig  ist.  Die  größten  Spannungen  treten 
natürlich  in  den  Punkten  auf,  die  am  weitesten  von  der  Nullinie 
entfernt  sind.  (Um  diese  Punkte  zu  bestimmen,  kann  man  bei 
unübersichtlichen  Querschnittsformen  die  Nullinie  einzeichnen.) 

In  §  96,  II  wird  gezeigt  werden,  wie  man  für  jeden  beliebigen 
Querschnitt  die  Lage  der  Hauptachsen  auffinden  kann.  Der 
soeben  beschriebene  Weg  zur  Bestimmung  der  Spannungen  führt 
also  stets  zum  Ziele!  Allerdings  ist  die  Berechnung  bei  unregel- 
mäßigen Querschnitten  recht  langwierig. 

Beispiel.  Ein  I-N.-P.  20  hat  eine  Spannweite  l  =160  cm  und 
ist  unter  einem  Winkel  von  a  =  20®  gegen  die  Horizontalrichtung 
gelagert.  (Die  Lagerung  geschehe  in  den  Schwerpunkten  der  End- 
flächen des  Trägers.)  Die  Belastung  besteht  in  einer  vertikalen 
Binzellast  von  P  =  1400  kg  in  Mitte  Spannweite.  Die  größten 
Spannungen  sind  zu  bestimmen!  (Fig.  172b.) 
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Der  Winkel  der  Last  mit  der  y-Achse  beträgt  (x  =  20^.    Das 

größte  Moment  ist 

„.     PI      1400.160       _^^      , 
M  =  —  = j =  56000  cmkg, 

folglich  sind  die  ^ySeitenmomente'^ 

ü'^  56000  •  00820"^  =  56000  •  0,940  -  52640  cmkg, 
M''=  56000 .  sin20'^  =  56000  •  0,342  =  19150     „ 

Die  Widerstandsmomente  ergeben  sich  aus  den  Profiltabellcn : 
Wx^  214  cm^  (in*bezug  auf  die  Achse  x — x), 
>Vy  =  25,9  „     (,,       „        „      „        „       y    y). 

Somit  berechnen  sich  die  größten  Spannungen  des  Balkens: 


_      /  52  640       19 150  \ 
"■-V  214""^    25,9  ) 


=  ±(246  +  739) 
=  +985  kg/qcm. 

(Die  Lage  der  Nullinie  ergibt  sich,  mit  JäB=2139  cm*,  Jy=117  cm*,  zu: 

ctg/?  =  ^^  tg20^  =  18,3  . 0,364  =  6,66  ; 
/S  =  8°30'.) 


II.  Die  Hauptachsen  des  Querschnittes  sind  unbekannt  oder  unbequem  gelegen« 

Die  folgenden  Formeln  gelten  für  jede  beliebige  Quersohnitts- 
form  und  für  irgendeine  Lage  der  Ebene  der  äußeren  Kräfte.  Sie 
werden  zweckmäßig  dann  angewendet,  wenn  sich  die  Hauptachsen 
des  betreffenden  Querschnittes  nur  schwer  aufsuchen  lassen,  oder 
aber  jene  so  ungünstig  liegen,  daß  sich  die  Trägheitsmomente  und 
Abstände  nur  unbequem  berechnen  lassen. 

Da  derartige  Fälle  nicht  allzuoft  vorkommen,  möge  es  ge- 
nügen, einen  praktischen  Eechnungsgang  ohne  genauere  Beweis- 
führung zu  erläutern  (nach  Müller-Breslau):  Wir  legen  durch  den 
Schwerpunkt  des  Querschnittes  (Fig.  172  c)  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Achsenkreuz  y — y  und  x — x  und  berechnen  das  Trägheits- 
moment Jx  iü  bezug  auf  die  o?- Achse,  das  Trägheitsmoment  Jy 
in  bezug  auf  die  ^-Achse  und  das  Zentrifugalmoment  J^^y  in  bezug 
auf  die  beiden  Achsen.  (Das  Achsenkreuz  wählt  man  natürlich 
so,  daß  diese  Ausrechnungen  möglichst  bequem  werden.)  Die  Vor- 
zeichen für  die  Abstände  x  und  y  wollen  wir  so  nehmen,  daß  in 
den  beiden  Feldern  des  Achsenkreuzes,  durch  die  die  Lastenebene 
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hindurchgeht,  je  x  und  y  das  gleiche  Vorzeichen  haben  (Fig.  172  c). 
Beträgt  dann  der  (spitze)  Winkel  zwischen  der  Lastenebene  und 
der  y-Achse  a®,  so  ergibt  sich  zunächst  der  Winkel  ß  zwischen 
der  Nullinie  und  der  ^- Achse: 

__   Jx'  tg^  —  Js,y 


(V) 


bzw.  T  7  4. 


Solange  cc  zwischen  0^  und  90^  liegt,  ist  es  gleichgültig,  welche 
dieser  beiden  Formeln  man  benutzt.  Ist  aber  «x  =  0^,  so  wird  die 
zweite  Formel  unbrauchbar,  da  ctg^x  ==  oo  ist.  Dann  liefert  die 
erste  Formel,  da  tgO®  =  0  ist,  den  Wert 

(Va)  ctgiS  =  -^    (falls  a  =  0°) . 

Ist  aber  (X  »  90^,  so  wird  die  erste  Formel  unbrauchbar,  und  die 
zweite  liefert: 


(Vb)  ctg/?  =  -^    (falls  X  =  90^) . 

^z,y 


(Es  ist  bekanntUch  tgO''  =-  0 ,  tg90°  =  oo ;  ctgO'^  =  oo ,  ctg90^  =  0.) 
Ergibt  sich  aus  den  obigen  Formeln  für  ctg^  ein  positiver  Wert, 
so  liegt  die  Nullinie  in  denselben  Feldern  des  Achsenkreuzes,  durch 
die  die  Lastenebene  geht.  Ist  aber  ctg^  negativ,  so  ist  ß  in  den 
Feldern  aufzutragen,  in  denen  x  und  y  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen auftreten.  Immer  aber  ist  /S  als  spitzer  Winkel  von  der 
^- Achse  aus  zu  zählen. 

Mit  Hilfe  des  berechneten  Wertes  ß  ergibt  sich  dann  die 
Spannung  in  irgendeinem  Punkte  m  des  Querschnittes,  der  von 
der  y-  bzw.  a;-Achse  den  Abstand  x  bzw.  y  hat: 

y  —  X'  ctg/S 


(VI) 


a  =  M  cosa   _        _  ^    ^ 

bzw.  .    ^ 

,^   .  a?  —  y  •  tgß 


^y-^x.y'^gß  * 

In  diesen  Formeln  ist  M  das  Biegungsmoment  des  Balkens  an  dem 
betrachteten  Querschnitte  infolge  der  Lasten  P.  Für  die  Abstände  x 
und  y  des  betreffenden  Punktes. sind  natürlich  positive  oder  nega- 
tive Zahlen  einzusetzen,  je  nach  dem  Felde,  in  dem  der  Punkt  liegt. 
Falls  a  =  0^  ist,  wird  die  zweite  Formel  unbenutzbar  und 
die  erste  liefert: 

(Via)  o  =  Jf  -r^^j—^i-^      (falls  a  =  0°) . 


9        ^x,y 
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Für  et  =  90**  ist  die  zweite  Formel  anzuwenden: 
(Vib)  o=M  ^-^y^g^        (falls  « =  90°). 

Für  a  zwischen  -0®  und  90®  sind  beide  Formeln  (VI)  verwendbar. 

Um  die  größte  Spannung  des  Querschnittes  zu  erhalten,  setzt 
man  die  Abstände  x  und  y  desjenigen  Punktes  ein,  der  am 
weitesten  von  der  Nullinie  entfernt  ist.  Die  Durchbiegung  eines 
solchen  Trägers  geschieht  stets  rechtwinklig  zur  Nullinie.  Auf 
Grund  der  zu  erwartenden  Durchbiegung  entscheidet  man  auch 
am  einfachsten,  auf  welcher  Seite  Zug  und  Druck  auftreten  werden. 

Zum  Schlüsse  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  die  obige 
Bestimmung  der  Nullinie  und  der  Spannungen  natürlich  nicht 
mehr  gilt,  wenn  der  Balken  sich  nicht  frei,  d.  h.  rechtwinklig  zur 
Nullinie,  durchbiegen  kann.  Liegt  z.  B.  ein  nach  Fig.  171h  be- 
lastetes Winkeleisen  unmittelbar  neben  einer  Mauer,  durch  die  es 
in  vertikaler  Bichtung  geführt  wird,  so  kann  die  Nullinie  nur  die 
horizontale  Lage  haben.  Dann  gilt  für  die  Spannungsberechnung 
auch  das  Trägheitsmoment  bzw.  das  Widerstandsmoment  in  bezug 
auf  die  horizontale  Achse. 

§96. 

Entwicklung  von  Trägheitsmomenten«  Aufsuchung  der  Hauptachsen 
und  Hauptträgheitsmomente  eines  Querschnittes. 

I.  Entwicklung  von  Träghelts-  und  Zentrifugalmomenten  tür  ein 
beliebiges  Achsenkreuz,  falls  die  entsprechenden  Werte  für  ein  anderes 

Achsenkreuz  x,  y  bereits  bekannt  sind. 

Bei  der  Ermittlung  der  Spannungen  für  unsymmetrische  Quer- 
schnitte und  für  schräge  Belastungen  kam  es  vor  allen  Dingen 
auf  eine  schnelle  Berechnung  der  Trägheitsmomente  an.  Es  möge 
nun  gezeigt  werden,  wie  man  die  Trägheitsmomente  eines  Quer- 
schnittes für  verschiedene  Schwerachsen  auseinander  entwickeln, 
und  namentlich,  wie  man  stets  die  Hauptachsen  finden  kann. 

In  Fig.  173  a  soll  das  Trägheitsmoment  J«  in  bezug  auf  die 
Achse  u — u  ermittelt  werden. 

Nach  der  gewöhnlichen  Eegel  würden  wir  die  Querschnitts- 
fläche in  lauter  Streifen  parallel  der  Achse  u — u  zerlegen  und  die 
Summe  der  Produkte:  Flächenstreifen  X  Quadrat  des  Abstandes 
bilden.  Statt  dessen  wollen  wir  uns  jetzt  die  einzelnen  Streifen 
noch  weiter  in  kleine  Vierecke  („Flächenelemente")  zerlegt  denken 
und  diese  mit  dem  Quadrate  ihrer  Abstände  multiplizieren.    Augen- 
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Bcheinlich  muß  dann  dio  Endsumme  dieselbe  sein  wie  vorhin. 
Diese  Flächenelemente  mögen  Af^^  Af^  nsw.  heißen  (Fig.  173a). 
Ihre  Abstände  von  der  i»-Achse  seien  t^^ ,  v^  nsw.  Dann  können 
wir  also  J^  ii^  der  Form  schreiben: 

(I)  Ju  =  J/i.t??  +  J/i.t?|+... 

Ziehen  wir  nnn  durch  den  Schwerpunkt  die  beiden  rechtwinklig 
zueinander  stehenden  Achsen  x — x  und  y — y  und  bezeichnen  den 

i- 

li  ^num 
ib/nbi 


XH 


•tf 


(h) 


* 


K 


Fig.  173. 


Winkel,  den  die  i»-Achse  mit  der  o?- Achse  bildet,   mit  a,  so  ist 

(Fig.  173  b): 

t?i  =  Vi  cos«  —  Xi  sin«  , 
entsprechend 

t?2  =  y«  cos«  —  ^2  sina 

usw. 

Diese  Werte  in  Gleichung  (I)  eingesetzt,  ergibt 
(la)  Ju  =  Afi{yi  coscK  —  a^  sina)* 

+  Af^{y^  cosa  —  a?,  sina)* 

"r  •  •  •  > 

J^  =  Afiiy}  cos^a  —  2 a?, yi  sin«  cos«  +  x} sin^a) 
+  Afi  iyi  cos*«  —  2  fl^  y,  sin«  cos«  +  a?|  sin'«) 

+  ... 

Nun  fassen  wir  die  Glieder  mit  cos*«,   mit  sin« cos«  und  mit 
sin*«  zusammen  und  erhalten: 

J„  =  {Af^ y?  cos*«  +  Af^  yl  cos*«  +  . . . ) 

♦  —  (zl/ia?iyi2sin«cos«  +  Af^x^y^2B\n(XQo^x  +  . . .) 

+  (J^iiPi^sin*«  +  Af^  a?i^8in*«  +  ...). 
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Da  2  sin ^  cos«  =  Bin2«  ist,  so  ergibt  sich  schließlich 

Ib)  Ju  =  cos«a(J/i .  y?  +  Af^  •  ^2  +  . . .) 

+  8iii*a(/d/i •  x^  +  Af\  •  aJ2  +  •  •  •) 
—  sin2  (xiAf^x^y^  +  Af^-x^-y^  +  . . .) . 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  läßt  sich  nun  folgendermaßen 
darstellen:  In  der  ersten  Klammer  steht  die  Summe  der  Produkte 
aller  Flächenelemente  mal  den  Quadraten  ihrer  Abstände  von  der 
rr-Achse.  Dieses  ist  aber  das  Trägheitsmoment  J«  des  Quer- 
schnittes in  bezug  auf  die  a;-Achse,  indem  statt  der  einzelnen  zur 
a?-Achse  parallelen  Flächenstreifen  deren  Flächenelemente  einge- 
setzt sind.  Entsprechend  stellt  die  zweite  Klammer  das  Träg- 
heitsmoment Jy  in  bezug  auf  die  y-Achse  dar.  Und  die  letzte 
Klammer  ist  nichts  anderes  als  das  Zentrifugalmoment  Jg^y  des 
Querschnittes  in  bezug  auf  das  Achsenkreuz  x,  y.  Insgesamt 
ergibt  sich  also  aus  Gleichung  (Ib): 

(U)  Ju^Jaa*  cos^a  +  Jy  •  sin*«  —  J»,y-  8in2  x . 

Liegt  nun 9  wie  in  Fig.  173a,  der  besondere  Fall  vor,  daß  die 
beiden  Achsen  x  und  y  Hauptachsen  des  Querschnittes  sind  (d.  h., 
daß  Jz,y  =  0  ist),  so  ergibt  sich  für  J„  der  noch  einfachere 
Ausdruck : 

(IIa)  J«  =  J»  •  cos^a  +  Jy  •  sin*a  • 

Wenn  wir  also  bei  einem  Querschnitte  für  zwei  rechtwinklig  zu- 
einander stehende  Achsen  die  Trägheitsmomente  und  das  Zentri- 
fugalmoment (letzteres  eventuell  gleich  Null)  kennen,  so  können 
wir  mit  Hilfe  der  Formeln  (II)  bzw.  (IIa)  für  jede  andere  Achse 
das  Trägheitsmoment  hinschreiben. 

In  entsprechender  Weise  wie  Formel  (II)  läßt  sich  leicht 
folgender  Satz  ableiten:  Sind  bei  einem  Querschnitte  die  Werte  J«, 
Jy  und  J,,y  für  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz  ab,  y  bekannt,  so 
ergibt  sich  das  Zentrifugalmoment  Ju,v  für  ein  Achsenkreuz  ii,  o, 
dessen  ii- Achse  mit  der  rr- Achse  einen  Winkel  (x  bildet: 

(m)  J^t«,f  =  o"  (*'»  —  Jy)  8in2  a  +  Jo,,y'  cos2  ä  . 

(Man  leite  diese  Formel  selber  ab!)  Waren  die  x-  und  die  y-Aclise 
Hauptachsen,  so  ist  das  Zentrifugalmoment  des  neuen  Achsen- 
kreuzes: 

(Illa)  J„, ^  =  -  (J,  -  Jy)  sin2  a  .  • 
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IL  Aufsnchung  der  Hauptachsen  des  Querschnittes  mittels  der   Werte  «T^» 
Jy  und  t/„,y  eines  beliebigen  rechtwinkligen  Achsenkreuies  oö^y* 

Mit  Hilfe  von  Formel  (III)  läßt  sich  folgende  Frage  beant- 
worten: Welchen  Winkel  ^  muß  das  neue  Achsenkreuz  u^  v  gegen 
das  gegebene  Achsenkreuz  07,  y  bilden,  damit  das  Zentrifugal- 
moment Jtt^v  des  neuen  Achsenkreuzes  gleich  Null  wird?  Indem 
man  in  Formel  (III)  J^,«  gleich  Null  setzt,  ergibt  sich: 

sin2  a  •  — -  (J,  —  Jy)  =  --cos2  ä  •  J«. y  , 

(IV)  tg2«  =  ^^^, 

woraus  sich  der  Winkel  (x,  berechnen  läßt.  Wenn  wir  also  das 
Achsenkreuz  t« ,  t?  so  einzeichnen,  daß  es  gegenüber  dem  ursprüng- 
lichen um  den  soeben  berechneten  Winkel  a  gedreht  erscheint,  so 
sind  u  und  i?  Hauptachsen,  Auf  diese  Weise  kann  man  die  Lage 
der  Hauptachsen  eines  jeden  Querschnittes  bestimmen,  indem  man 
zunächst  für  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  die  Werte  J^ , 
Jy  und  Jg^y  ausrechnet.  Die  Trägheitsmomente  für  die  Haupt- 
achsen ergeben  sich  dann  aus  den  Werten  J^.,  Jy  und  J^^^y  mittels 
der  Formeln  (II).  Man  nennt  die  in  bezug  auf  die  Hauptachsen 
genommenen  Trägheitsmomente  die  ^^Hauptträgheitsmomente^^  des 
Querschnittes  (J/  und  Jjj). 

Jede  Symmetrieachse  und  die  zu  ihr  rechtwinklig  durch  den 
Schwerpunkt  gezogene  Achse  bilden  ein  Hauptachsenkreuz.  Da 
Oleichung  (TV)  stets  auflösbar  ist,  hat  jeder  Querschnitt  mindestens 
ein  Hauptachsenkreuz.  Der  Kreis  z.  B.  hat  aber  natürlich  un- 
endlich viele. 

m.  Die  Trägheitsmomente  für  die  Hauptachsen  sind  das  größte  und  das 
kleinste  aller  Trägheitsmomente  für  die  Schwerachsen  eines  Querschnittes. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  durch  den  Schwerpunkt  eines 
Querschnittes  die  Hauptachsen  gezogen  und  für  diese  die  Träg- 
heitsmomente Jj  und  Jii  berechnet  seien.  Legen  wir  dann  durch 
den  Schwerpunkt  noch  irgendeine  andere  Achse  u  und  berechnen 
auch  für  diese  das  Trägheitsmoment  J«,  so  läßt  sich  folgendes 
zeigen:  Das  Trägheitsmoment  J«  ist  stets  kleiner  als  das  größere 
und  größer  als  das  kleinere  der  beiden  Hauptträgheitsmomente. 
Nach  Formel  (IIa)  ist  nämlich  zunächst: 

j^  »  jj  cos^a  +  J//Sin*Ä  . 
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Ist  nun  z.  B.  J/j  kleiner  als  Jij  so  schreiben  wir 

J„  =  Ji  COS'ä  +  J/j(l  —  cos'ä) 

Da  Ji  —  Jjj  positiv  ist  —  denn  J//  sollte  das  kleinere  der  beiden 
Hauptträgheitsmomente  sein  —  und  ferner  cos*a  stets  positiv 
ist,  so  folgt,  daß  J«  größer  als  Jjj  ist. 

In  entsprechender  Weise  läßt  sich  zeigen,  indem  man  den 
Ausdruck  fär  Ju  in  der  Form  schreibt: 

J«  =  J/(l  —  sin»a)  +  J//Sin*a 
=  Ji—  (Ji  —  Jii) 8in*a  , 

daß  Ju  kleiner  als  J/  ist.  Der  Wert  von  J^  liegt  also  zwischen 
den  Werten  von.  Jj  und  J//.     Somit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Die  HauptträgheiismomenU  stellen  das  größte  und  das  Tdeinste 
von  allen  Trägheitsmomenten  dar,  die  zu  Schtoerpunlctsa^ohsen  gehören. 

Die  eine  Hauptachse  hat  also  das  größte,  die  andere  das 
kleinste  Trägheitsmoment.  In  vielen  Fällen  erkennt  man  auch 
sofort,  zu  welcher  Achse  das  größte  und  zu  welcher  das  kleinste 
Trägheitsmoment  gehört.  In  Fig.  173 o — f  sind  mehrere  Quer- 
schnitte gezeichnet  und  die  Trägheitsmomente  Jmu  und  Jndn  zu 
den  betreffenden  Hauptachsen  hinzugeschrieben. 


Abschnitt  V. 

Die  Knickiestigkeit. 

Es  gibt  wohl  nur  wenige  Gebiete  der  Elastizitätstheorie,  auf 
denen  in  den  letzten  Jahren  so  intensiv  gearbeitet  ist,  wie  in  der 
Lehre  von  der  Knickfestigkeit.  Die  Veranlassung  hierzu  waren  zahl- 
reiche Bauunfälle  mit  zum  Teil  recht  verhängnisvollen  Folgen,  bei 
denen  sich  als  die  Ursache  des  Einsturzes  die  mangelnde  Festigkeit 
von  auf  Knicken  beanspruchten  Konstruktionsteilen  nachweisen 
ließ  (Quebecbrücke  in  Amerika,  Oasbehälter  in  Hamburg  u.  a.). 

Diese  intensive  Bearbeitung  der  Knickungslehre  hat  natürlich 
manche  neue  Untersuchung  zutage  gefördert.  Noch  wichtiger 
erscheint  es  mir  aber,  daß  hierdurch  eine  alte  Erkenntnis  bestätigt 
wurde,  die  eigentlich  selbstverständlich  ist,  die  aber  trotzdem  von 
vielen  Ingenieuren  immer  noch  nicht  beherzigt  wird.  Nämlich: 
daß  eine  Bechenmethode  nie  mechanisch  benutzt  werden  darf, 
sondern  daß  man  stets  der  Bedingungen,  unter  denen  die  be- 
treffende Formel  abgeleitet  wurde  und  für  die  sie  natürlich  auch 
nur  Gültigkeit  haben  kann,  eingedenk  bleiben  muß. 

Gegen  diesen  Grundsatz  ist  bei  der  Behandlung  von  Knickungs- 
aufgaben in  der  Praxis  vielfach  verstoßen.  Man  wendete  gewisse 
Bechenmethoden,  die  unter  ganz  bestimmten  Voraussetzungen  ab- 
geleitet waren,  auch  auf  solche  Fälle  an,  für  die  sie  gemäß  ihrer 
Ableitung  nicht  passen  konnten,  bzw.  nicht  ausreichten.  Die  Folge 
davon  war,  daß  die  betreffenden  Konstruktionsteile  in  Wirklichkeit 
durchaus  nicht  die  Sicherheit  besaßen,  die  man  auf  Grund  der 
(falsch  angewendeten)  Theorie  annahm,  und  infolgedessen  unter 
Hinzukommen  anderer  ungünstiger  Umstände  zusammenbrachen. 

Dieses  ist  also  die  Ursache,  weshalb  man  sich  in  den  letzten 
Jahren  so  eingehend  mit  der  Knickfestigkeit  befaßt  hat.  Manche 
bereits  früher  durchgeführte  Untersuchung  ist  in  ihrer  Wichtigkeit 
hervorgehoben  und  manches  Neue  ist  hinzugekommen.  Ein  Ingenieur, 
der  an  den  Arbeiten  der  letzten  Jahre  achtlos  vorübergeht  und  auch 
jetzt  noch  nach  altem  Schema  alle  die  verschiedenen  Knickungsauf- 
gaben mit  einer  Formel  abzutun  gedenkt,  handelt  einfach  fahrlässig. 
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18.  Vortrag: 
Die  Knickformeln  und  die  Berechnung  der  Stützen. 

§  97. 

Der  Vorgang  des  Ausknickens  bei   zentrisch  belasteten  Stäben. 

Die  ,,Knickla8t^^ 

Um  die  Vorgänge  bei  der  Knickbeanspruchung  nnd  namentlich 
die  sog.  ^jKniclclasV^  zu  verstehen,  wollen  wir  uns  einen  Versuch 
ausgeführt  denken. 

I.  Anordnung  des  Versuches. 

In  Fig.  174  a  ist  ein  vertikaler  Stab  gezeichnet,  der  unten 
gelenkig  gelagert  und  oben  vertikal  geführt  ist.     Die  Belastung 

geschehe  durch  eine 
1^  1^  I«  ebenfalls    vertikale 

111  Kraft  P.   Der  Stab 

1^  |A|  'xANj JT   ^^^   vollständig   ge- 

rade und  aus  ab- 
solut gleichmäßigem 
Material;  die  LastP 
wirke  genau  in  Bich- 
C  tung  der  Stabachse 
(d.  h.  in  der  Ver- 
bindungslinie der 
Schwerpunkte  der 
einzelnen  Quer- 
schnitte). 

Augenscheinlich 
liegt  hier  ein  Fall 
reiner  Druckbe- 
anspruchung vor. 
Trotzdem  ist  die  Aufgabe  nicht  einfach  mit  der  Formel  a  ^^PiF 
erledigt,  sondern  wegen  der  Möglichkeit  des  Ausknickens  muß  eine 
besondere  Untersuchung  erfolgen. 

Die  Zahlenangaben  für  Fig.  174  seien: 

Material:  Flußeisen  mit  Elastizitätsmodul  2?  =  2150000  kg/qcm; 
Durchmesser  d  »  2,5  cm ;  Länge  l  =  90,0  cm. 

Die  Last  P  nehme  vom  Werte  Null  an  allmählich  zu. 


ßi 


X' 


{a) 


(2>) 

Fig.  174. 
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U.  Ergebnisse  des  Versuches. 
Erstes  Stadium:  Belastung  unter  der  Knichlast. 

Solange  die  Last  gering  ist,  z.  B.  P  =  2000  kg,  zeigt  sich  an 
dem  Stabe  als  einzige  Formänderung  die  Znsammendrücknng,  die 
er  nach  dem  Hookeschen  Gesetze  erleiden  mnß.  Eine  seitliche 
Ausbiegung  findet  in  diesem  Stadium  noch  nicht  statt.  Ja,  noch 
mehr:  Wenn  man  den  Stab  absichtlich  etwas  ausbiegt  und  dann 
losläßt  (Fig.  174  b),  so  schnellt  er  von  selber  in  die  gerade  Stellung 
Fig.  174a  zurück  und  kommt  in  dieser  zur  Buhe.  Bekanntlich 
nennt  man  eine  solche  Gleichgewichtslage,  in  die  ein  Körper  von 
selber  zurückkehrt,  falls  er  absichtlich  etwas  daraus  entfernt  wurde, 
eine  „stabile*^  Lage.  (Beispiel:  Das  Gleichgewicht  eines  auf 
seiner  Basis  ruhenden  Kegels;  u.  a.).  Wir  sehen  also  bei  unserem 
Knickversuch:  Bei  der  angenommenen  Belastung  von  P  =  2000  kg 
ist  für  diesen  Stab  die  ursprüngliche  gerade  Stellung  eine  stabile 
Gleichgewichtslage. 

Zweites  Stadium:  Belastung  über  der  Kniciäasi. 

Nun  möge  die  Last  wachsen,  z.  B.  auf  P  =  5000  kg.  Bei 
dieser  Belastung  zeigt  sich  eine  grundsätzliche  Änderung  des  Gleich- 
gewichtszustandes:  Der  Stab  verläßt  seine  ursprüngliche  gerade 
Gleichgewichtslage  und  nimmt  eine  gebogene  Stellung  an.  Er 
knickt  aus. 

Man  beachte  wohl,  daß  dieses  Ausknicken  auch  dann  statt- 
findet, wenn  der  Stab  vollständig  gerade  war  und  die  Last  nach 
Möglichkeit  genau  zentrisch  wirkte.  Eigentlich  hätte  er  also  gar  keine 
Veranlassung,  auszuknicken.  Trotzdem  tut  er  es  aber.  Die  Sache 
liegt  genau  so  wie  bei  einem  auf  die  Spitze  gestellten  Kegel: 
Theoretisch  könnte  er  in  dieser  Stellung  im  Gleichgewichte  bleiben; 
praktisch  läßt  sich  aber  die  Stellung  als  Gleichgewichtslage  nicht 
aufrechterhalten.  Bekanntlich  nennt  man  eine  solche  Gleich- 
gewichtslage, die  ein  Körper  nur  vorübergehend  einnimmt  und 
bei  der  geringsten  Veranlassung  von  selber  verläßt,  „labil". 
Wir  sehen  also :  Bei  P  =  5000  kg  ist  für  diesen  Stab  die  gerade 
Stellung  eine  labile  Gleichgewichtslage. 

3.  Zusammenfassung, 
Zusammenfassend  haben  wir  also  bei  unserem  Knickveisueh 
gesehen:  Ein  auf  zentrischen  Druck  beanspruchter  gerader  Stab 
erfährt  bei  zunehmender  Last  eine  grundsätzliche  Änderung  hin- 
sichtlich des  Charakters  seines  Gleichgewichtszustandes:  Bei  ge- 

FiBcher,  Stotik.  37 
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ringer  Belastung  hat  seine  ursprüngliche  gerade  Stellung  einen 
stabilen  Charakter,  bei  größerer  Belastung  dagegen  einen  aus- 
geprägt labilen  Charakter.  Und  zwar  tritt  diese  Änderung  auch 
bei  sorgfältigster  ursprünglicher  Zentrierung  von  Last  und 
Stab  ein. 

Diejenige  Last,  bei  der  die  ursprünglich  stabile  gerade  Gleich- 
gewichtslage einen  labilen  Charakter  annimmt,  nennen  wir 
die  Knicklast  Pk* 

Die  Ermittlung  dieser  Knicklast  Pr  ist  natürlich  von  größter 
Wichtigkeit  für  die  Praxis.  Ist  ein  Stab  nahe  an  der  Knicklast 
beansprucht,  so  kann  er  selbst  bei  sorgfältigster  Zentrierung  nicht 
mehr  gehalten  werden.  Vielmehr  wird  er  bei  der  geringsten  — 
stets  vorliegenden  —  Veranlassung  ausknicken. 

§98. 
Bestimmung  der  Knieklast  nach  JEhiler  and  v.  Tetmajer. 

Bei  der  rechnerischen  Bestimmung  der  Knicklast  wird  sich 
ein  Unterschied  ergeben,  je  nachdem  es  sich  um  einen  sehr  schlanken 
oder  einen  gedrungenen  Stab  handelt. 

I.  Knicklast  schlanker  Stäbe;  Eaier sehe  FormeL 

Die  korrekte  Bestimmung  der  Knicklast  erfordert  sehr 
schwierige  mathematische  Ableitungen.  Wir  wollen  uns  deshalb 
darauf  beschränken,  den  Gedankengang  und  das  Besultat  dieser 
Eechnungen  anzugeben. 

Die  ganze  Untersuchung  wird  auf  die  Frage  hinauslaufen: 
Wie  groß  ergeben  sich  die  Ausbiegungen  y  an  den  einzelnen  Stellen 
eines  Stabes,  auf  den  eine  gegebene  Kraft  P  zentrisch  einwirkt? 
Die  Lösung  dieser  Aufgabe  geschieht  auf  folgende  Weise: 

i.  Mathematisches  ResultaU 
Wenn  ein  Stab  unter  einer  Last  P  ausbiegt,  so  ergibt  sich 
infolge  dieser  Ausbiegung  für  jede  Stelle  des  Stabes  ein  Biegungs- 
moment (Fig.  174  c).   Beispielsweise  ist  für  die  Stelle  m  des  Stabes 
Fig.  174c  dieses  Moment: 

M  =  Last  X  Hebelarm  =  P  •  y . 

Nun  wissen  wir  aus  der  Lehre  von  den  Durchbiegungen  (14.  Vor- 
trag): Wenn  wir  für  einen  Stab  die  Momente  angeben  können, 
so   können  wir  daraus  an  jeder  Stelle  die  Drehungswinkel  der 
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einzelnen  Elemente  gegeneinander  berechnen  und  aus  den  Winkeln 
schließlich  auch  die  Einsenkungen.     (In  §  62  u.  f.  haben  wir  ja 
auf  diese  Weise  die  Drehungswinkel  usw.  berechnet.)     Im  Falle 
der  Fig.  174  c  wird  die  Ausrechnung  dieser  Drehungswinkel  usw. 
allerdings    dadurch    erschwert,    daß   in   dem    Ausdrucke   für   die 
Momente  M  die  Abstände  y  selber  noch  unbekannt  sind.    Immer- 
hin gelingt  es,  auch  für  diesen  Belastungsfall  eine  Formel  auf- 
zustellen, nach  der  man  die  Ausbiegungen  y  aus  der  Last  P  be- 
rechnen kann.     Und  zwar  ergeben  sich  je  nach  der  Größe  der 
Last  P  ganz  verschiedene  Werte  für  die  Ausbiegungen  y . 
Bezeichnet  nämlich: 
l  =  Stablänge,  J  =  Trägheitsmoment,  E  =  Elastizitätsmodul, 
so  ergibt  die  Bechnung  folgende  Fälle: 

a)  Ist  die  Last  P  zwischen  den  Werten  0  bis  zu  dem  be- 

sonderen  Werte  P  =»  Ji^  — —  ,  so  kommt  für  die  Ausbiegungen  der 
Wert  „Null"  heraus. 

b)  Hat  P  den  besonderen  Wert  P  =»  jt*  — —  ,  so  kommen  für 

i 

die  Ausbiegungen  y  verschiedene  Werte  heraus;  nämlich  sowohl 
der  Wert  „Null"  als  irgendein  anderer  Wert, 

c)  Wenn  P  über  den  soeben  erwähnten  besonderen  Wert 
hinausgeht,  so  ergeben  sich  hinsichtlich  der  Ausbiegungen  y 
wiederum  andere  Werte,  auf  die  wir  aber  nicht  einzugehen 
brauchen. 

Dieses  sind  also  die  mathematischen  Eesultate,  zu  denen  die 
eingangs  erwähnte  Aufgabe  führt. 

2.  Physikalische  Deutung  der  Resultate, 

a)  Wenn  sich  die  Ausbiegungen  y  gleich  Null  ergeben,  so  be- 
deutet dieses  augenscheinlich,  daß  der  Stab  gerade  bleibt.  Die 
Bechnung  zeigt  uns  also,  daß,  solange  die  zentrische  Last 

P  kleiner  als  n^  -^r- 

ist,  überhaupt  kein  Ausknicken  stattfindet. 

b)  Wenn  die  Ausbiegungen  sowohl  Null  als  auch  endlich  sein 
können,  so  bedeutet  dieses,  daß  der  Stab  entweder  gerade  bleiben 
oder  auch  ausknicken  kann.     Der  Wert 

(I)  P  =  -« -^r 

ist  also  die  Grenze,  an  der  das  Verhalten  des  Stabes  unbestimmt 
wird.     Nun   zeigt  aber  eine   noch  weitergehende  Untersuchung, 

37* 
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daß  die  gerade  Stellung  des  Stabes  (mit  den  Werten  y  =  0)  eine 
labile  Oleichgewichtslage  darstellt.  Wir  haben  somit  die  Größe 
der  Last  P  gefunden,  an  der  das  ursprünglich  stabile  Gleich- 
gewicht des  geraden  Stabes  einen  labilen  Charakter  annimmt; 
d.  h.  der  obige  Wert  der  Last  P  bedeutet  die  Knicklast. 
c)  Der  Fall,  daß 

kommt  für  die  Praxis  nicht  in  Betracht,  da  ja  schon  vorher 
ein  Ausknicken  stattgefunden  hat. 

Somit  haben  wir  aus  der  Betrachtung  der  Durchbiegungen  y 
diejenige  Last  gefunden,  bei  der  selbst  bei  sorgfältigster  Zentrierung 
ein  Ausknicken  des  Stabes  zu  erwarten  ist.  Bei  Erreichung  dieser 
Grenze  kann  der  Stab  theoretisch  zwar  noch  in  der  geraden  Stellung 
verbleiben;  praktisch  wird  er  es  aber  nicht  mehr  tun,  sondern  er 
knickt  aus. 

Die  Formel  (I)  heißt  die  ^uZ^rsche  Enickformel. 


IL  Knicklast  gedrungener  Stäbe :  Teefnajersehe  Formel. 

1.  Einschränkung  lur  Euler fichen  FormeL 

Die  Eul ersehe  Enickformel  ist  wiederholt  hinsichtlich  ihrer 
Übereinstimmung  mit  der  Praxis  geprüft.  Hierbei  ergibt  sich, 
daß  die  Formel  für  schlanke  Stäbe  sehr  gut  übereinstimmt;  da- 
gegen für  gedrungene  Stäbe  nicht.     Dies  hat  folgenden  Grund: 

Ein  Stab  von  dem  Querschnitte  F  und  dem  Trägheits- 
moment J  werde  bis  zur  Knicklast  belastet.    Es  werde  also  ge- 

EJ 
rade  P  =  tt^  .     Die  Druckspannung,  die  der  Stab  in  diesem 

Zustande  erfährt  —  die  sog.  „Knickspannung"  — ,  ist  dann: 

P         .  EJ 


O  =  — -  =  7t^ 


F  l^'F' 

oder,  anders  geschrieben, 

(II)  a  =  TT^^  .  ^-[^  . 

Falls  nun  diese  Spannung  o  bereits  oberhalb  der  Pro- 
portionalitätsgrenze liegt,  müssen  wir  erwarten,  daß 
unsere  ganze  bisherige  Untersuchung  unzutreffend  ist. 
Denn  die  bisherige  Untersuchung  der  Knickfestigkeit  knüpfte  an 
die   Berechnung  der   Abbiegungen  y   an.     Durchbiegungen   oder 
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äberhaupt  elastische  Formänderungen  kann  man  aber  nur  dann 
berechnen,  wenn  das  betreffende  Material  unterhalb  der  Pro- 
portionalitätsgrenze beansprucht  ist.  Folglich  wird  auch  unsere 
ganze  bisherige  Untersuchung  nur  dann  richtig  sein,  wenn  die 
Spannungen,  die  dabei  auftreten,  unterhalb  der  Proportionalitäts- 
grenze bleiben. 

Auf  Grund  der  Formel  (II)  können  wir  direkt  angeben,  bis 
zu  welcher  Grenze  höchstens  die  bisherige  Untersuchung  richtig 
sein  kann.     Nehmen  wir  für  den  betreffenden  Stab  (Eisen)  an: 

Proportionalitätsgrenze  o  =  2400  kg/qcm, 

Elastizitätsmodul  ^  =  2 150000       „      . 

Mit  Einsetzung  dieser  Werte  lautet  dann  die  Formel  (II): 

2400  =  3,14«.  2150000  ^-  , 

V 


JjF  2400  1 


l^        3,14».  2 150000       8840 


(IIa) 


PIF 


Y  8840       94  • 


l 

Wenn  also  bei  defh  betreffenden  Stab  (mit  der  Länge  l,  dem 
Querschnitt  F  und  dem  Trägheitsmoment  J)  der  Wert  {^J :  F :  l) 
gerade  gleich  1/94  ist,  so  ist  die  Spannung,  die  bei  der  Knicklast 
auftritt,  gerade  an  der  Proportionalitätsgrenze.  Dann  kann  man 
also  erwarten,  daß  die  bisherige  Untersuchung  zutreffend  sein  wird 
Ist  aber  der  Wert  (YJ/FiI)  größer  als  1/94,  so  ist  die  zu  der 
Knicklast  gehörige  Spannung  o  oberhalb  der  Proportionalitäts- 
grenze [denn  a  wächst  wie  (J :F):l^ ,  s.  Formel  (II)].  Dann  können 
wir  also  nicht  verlangen,  daß  die  ganze  Ableitung  (mit  den  Ab- 
biegungen  y  usw.)  noch  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmen  soll. 
Hiermit  ist  eine  Grenze  gefunden,  bis  zu  der  die  Eulerschen 
Untersuchungen  noch  gültig  sein  können.  Man  sieht,  daß,  je 
größer  l  ist  im  Verhältnis  zu  {J:F)j  desto  kleiner  der  Bruch 
{^J :F :i)  ist.  Die  Eulersche  Knickuntersuchung  wird  also  haupt- 
sächlich bei  schlanken  Stäben  (mit  großem  Z)  zutreffen.  Bei 
gedrungenen  Stäben  (mit  kleinem  Z)  kann  der  Bruch  (j/J:  F :  Z) 
leicht  größer  werden  als  1:94,  so  daß  hier  die  Eulersche  Formel 
ungültig  wird. 

2.  Andere  Schreibweise  der  Gleichung  (IIa}. 
Wegen  des  Folgenden  wollen  wir  für  die  Gleichung  (IIa)  noch 
eine  etwas  andere  Schreibweise  einführen.     Wir  nennen  nämlich 
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die  Quadratwarzcl  aus  dem  Quotienten  J :  F  den  Trägheitsradius  t; 
also  ,r 


yJ:F  =  „Trägheitsradius"  t. 

[J  hat  die  Bezeichnung  cm*,  F  hat  die  Bezeichnung  cm*.  Folgh'ch  er- 
scheint der  Quotient  J :  F  als  cm*  :  cm*  =  cm' .  Die  Wurzel  hieraus  er- 
scheint also  als  eine  Länge  (cm).  Der  Name  ,,Radius^^  für  diesen  Quotienten 
i  =yj :  F  stammt  von  einer  anderen  Untersuchung  —  über  Trägheits- 
momecto  im  aligemeinen  — ,  bei  der  ebenfalls  der  Wert  ^J :  F  vorkommt.] 

Mit  dieser  Hilfsbezeiehnung  lautet  die  Gleichung  (IIa): 

In  Worten :  Damit  die  bei  der  Knicklast  auftretende  Spannung  a 
liöchstens  gleich  der  Proportionalitätsgrenze  (2400  kg/qcm)  wird, 
darf  das  Verhältnis  von  Trägheitsradius  i  zu  Stablänge  l  höchstens 
gleich  1 :  94  sein.  Ist  bei  einem  Stabe  das  Verhältnis  t :  I  größer 
als  1 :  94 ,  so  ist  die  Spannung  über  der  Proportionalitätsgrenze. 
Dann  ist  nicht  zu  erwarten,  daß  die  Eulersche  Knickuntersuchung 
noch  zutreffen  wird. 

8*  Die  Teitnajersehe  Formel. 

V.  Tetmajer  hat  zahlreiche  Versuche  angestellt,  um  praktisch 
zu  sehen,  an  welcher  Stelle  die  Gültigkeit  der  Eulerschen  Formel 
aufhört.  Er  hat  gefunden,  daß  die  Eulersche  Formel  ihre 
Gültigkeit  bereits  dann  verliert,  wenn  bei  dem  betreffenden  Stabe 
(aus  Flußeisen)  das  Verhältnis 


l  105 
wird.  Dieser  Wert  ist  also  kleiner  als  der  vorhin  errechnete  Wert 
t :  Z  =  1 :  94 ;  d.h.  nach  den  Versuchen  verliert  die  Eulersche 
Knickbetrachtung  bereits  bei  noch  recht  schlanken  Stäben  (mit 
großem  l)  ihre  Gültigkeit,  wo  sie  sie  eigentlich  noch  haben  müßte. 
Wahrscheinlich  kommt  dieser  Unterschied  zwischen  Beobachtung 
und  Bechnung  dadurch,  daß  bei  den  Tetmajerschen  Versuchen 
die  Belastung  nicht  immer  genau  zentrisch  wirkte. 

Augenblicklich  sieht  man  die  Tetmajerschen  Versuche  als  die 
beste  Grenzbestimmung  für  die  Eulersche  Formel  an.  Man  kehrt 
den  Bruch  i:J  =  1:105  gewöhnlich  um  und  schreibt  also: 

Die  Grenze  für  die  Zulässigkeit  der  Eulerschen  Knick- 
formel ist 

.  (III)  Z :  t  =  105. 

Ist  der  Stab  schlanker;  d.  h.  ist  l  größer,  und  somit  auch 
(Z :  i)  >  105 ,  so  ist  natürlich  die  Eulersche  Formel  erst  recht  zu 
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benutzen.    Ist  aber  der  Stab  gedrungener,  also  { :  t  <  105 ,  so  ist 
die  Eulersche  Formel  unzulässig. 

Für  diesen  Fall,  daß  die  Eulersche  Betrachtung  versagt,  gibt 
nun  Tetmajer  eine  andere  Formel  an.  Er  verzichtet  darauf,  den 
Knickungsvorgang  mathematisch  zu  analysieren,  sondern  stützt 
sich  statt  dessen  auf  eine  Beihe  eingehend  durchgeführter  Versuche. 
Seine  Begel  lautet:  Wenn  ein  (gedrungener)  Stab  aus  Flußeisen, 
dessen  Länge  l  und  dessen  Trägheitsradius  i{=^J:F)  ist,  durch 
eine  zentrische  Kraft  auf  Knicken  beansprucht  wird,  so  beträgt 
die  Spannung,  bei  der  erfahrungsgemäß  d£U3  Ausknicken  eintritt: 

(IV)  Knickspannung  ok  =  (3,10  —  0,0114  -J  t/qcm. 

Die  Knickkraft  ergibt  sich  hiernach  durch  Multiplikation  mit  der 
Querschnittsfläche : 

(V)  Knicklast  Pe  =  fU,10  -  0,0114  -.)  (in  Tonnen). 

Die  Formeln  (V)   und  (IV)  entsprechen  also   den   Eulerschcn 
Formeln  (I)  und  (II),  da,  wo  letztere  nicht  mehr  gelten. 


m.  Zusammenfassung  und  Schlußbetraohtung. 

In  diesem  Paragraphen  handelte  es  sich  um  die  rechnerische 
Bestimmung  der  (zentrischen)  Knickkraft. 

1.  Die  Untersuchung  der  Abbiegungen  y  führte  zu  dem 
Besultat,  daß,  solange  die  Last  unter  einem  gewissen  Werte  bleibt, 
ein  Ausknicken  nicht  stattfindet  (da  die  Ausbiegungen  y  sich  gleich 
Null  ergeben).  Von  einem  gewissen  Werte  an  kann  aber  ein 
Ausknicken  stattfinden;  und  es  wird  auch  stattfinden,  da  die 
gerade  Stellung  nur  noch  einen  labilen  Charakter  hat.  Dieser 
bestimmte  Wert  ist  nach  Euler: 


(1) 


Die  bei  dieser  Knickkraft  im  Stabe  auftretende  Spannung,   die 
sog.  „Knickspannung^^j  ist  (mit  der  Schreibweise  "fj :F  =  i) : 

(2)  0K^^  =  7i^E^-  =  n^E['^\ 

2.  Die  Betrachtung  dieser  Spannung  führte  nun  zu  der  Er- 
kenntnis, daß  die  ganze  Eulersche  Untersuchung  nicht  mehr  zu- 
treffen wird,  sobald  o^  bereits  jenseits  der  Proportionalitätsgrenze 
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liegt.  Experimentell  ist  diese  Frage  weiter  durch  v.  Tetmajer 
verfolgt.  Als  KenDzeichen  ergab  sich  aus  diesen  Versuchen  (etwas 
abweichend  von  der  theoretisch  gefolgerten  Grenze):  Sobald  (beim 
Flußeisen)  d<is  Verhältnis 

(3)  -^  <  105 

1 

ist,  gilt  die  Eulersche  Formel  nicht  mehr. 

3)  Für  den  letzteren  Fall  gibt  nun  Tetmajer  aus  seinen 
Versuchen  eine  andere  Formel:  Die  Knickspannung,  bei  der 
ein  Ausknicken  zu  erwarten  ist,  ist  nach  Tetmajer  (bei  Fluß- 
eisen) : 

(4)  OKiT)  =  (3,10  -  0,0114  I)  (in  t/qcm) ; 

die  Enickkraft  selber  also: 


(5) 


4)  Hinsichtlich  der  Bichtung  des  Ausknickens  sei  noch  folgendes 
zugefügt:  Im  allgemeinen  wird  der  Stab  natürlich  um  die  Achse 
knicken,  die  das  kleinste  Trägheitsmoment  hat.  Folglich  ist 
auch  in  die  obigen  Formeln  das  kleinste  Trägheitsmoment  ein- 
zusetzen. (S.  Beispiele  §  98  b.)  Es  kommen  aber  auch  Fälle  vor, 
wo  der  Stab  infolge  besonderer  Führungen  (seitliche  Abstützungen) 
nur  um  eine  andere  Achse  knicken  kann.  Dann  ist  das  Trägheits- 
moment dieser  vorgeschriebenen  Achse  einzusetzen. 

Schlnßbemerkung:  Es  muß  hervorgehoben  werden,  daß  in  Nord- 
deutscbland  die  Tetmajersche  Formel  z.  Z.  sehr  wenig  benutzt  wird. 
Man  rechnet  fast  allgemein  nur  mit  der  Eulerschen  Formel.  Dies 
kommt  wohl  daher,  weil  die  amtlichen  preußischen  Vorschriften 
sowohl  für  Brücken  als  für  Hochbauten  nur  einen  Nachweis  nach 
Euler  verlangen,  gleichgültig,  ob  es  sich  um  einen  schlanken  oder 
einen  gedrungenen  Stab  handelt.  Die  Tetmajerschen  und  andere 
Versuche  weisen  aber  unzweifelhaft  nach,  daß  der  ausführende 
Ingeniuer  sich  mit  einer  derartigen  generellen  Behandlung  der 
Knickungsfrage  nicht  begnügen  darf. 

§98a. 
ViTeitere  Erläuterungen  zu  den  Knickformeln. 

Einige  Punkte  der  bisher  durchgenommenen  Knickungstheorie 
müssen  noch  besonders  hervorgehoben,  bzw.  ergänzt  werden« 
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I.  Einfluß  einer  Exzentrizität. 

Der  bisher  zugrunde  gelegte  Fall  war  der,  daß  die  knickende 
Kraft  zentrisch  wirken  soUte.  Dieser  Fall  ist  aber  in  der  Praxis 
sehr  selten.  Meistens  wird  die  Kraft  nicht  genau  in  der  Stab- 
achse wirken,  oder  letztere  ist  selber  nicht  genau  gerade,  so  daß 
ein  gewisser  exzentrischer  Kraftangriff  entsteht.  Die  Wirkung 
einer  solchen,  nie  zu  vermeidenden  Exzentrizität  auf  das  Knick- 
verhalten des  Stabes  wollen  wir  nun  untersuchen. 

Wenn  auf  einen  Stab  eine  Ejraft  exzentrisch  aufgebracht 
wird,  wird  er  natürlich  sofort  etwas  nach  der  Seite  der  Kraft 
abbiegen.  Der  bei  zentrischem  Druck  anfänglich  bestehende 
Zustand  der  geraden  Stabachse  kommt  also  bei  exzentrischem 
Druck  überhaupt  nicht  vor.  Trotzdem  bedeuten  aber  diese  Ab- 
biegungen  noch  lange  kein  Knicken.  Denn  es  zeigt  sich,  daß 
diese  —  leicht  gebogene  —  Stellung  des  exzentrisch  belasteten 
Stabes  eine  stabile  Gleichgewichtslage  ist.  Wie  Versuche  er- 
geben, findet  ein  eigentliches  Ausknicken  erst  bei  annähernd  der- 
selben Belastung  statt,  wie  bei  zentrischem  Druck.  Allerdings 
gilt  dies  hauptsächlich  für  schlanke  Stäbe.  Bei  gedrungenen 
Stäben  scheint  durch  eine  ursprünglich  vorhandene  Exzentrizität 
die  Knicklast  merkbar  herabgesetzt  zu  werden.  Doch  läßt  sich 
der  Einfluß  rechnerisch  nicht  verfolgen;  bzw.  es  fehlen  genügend 
Versuche  hierüber. 

Natürlich  hat  aber  eine  Exzentrizität  Einfluß  auf  die  auf- 
tretende Spannung.  Denn  jeder  auf  Knicken  beanspruchte  Körper 
ist  zunächst  doch  auf  Druck  zu  untersuchen.  (Es  kann  eventuell 
Pk  sehr  hoch  sein,  so  daß  der  Körper  gegen  Knicken  durchaus 
gesichert  ist,  während  er  dagegen  durch  den  Druck  zermalmt  wird.) 
Bei  dieser  Druckuntersuchung  tritt  die  Exzentrizität  insofern  in 
Erscheinung,  als  der  Fall  „Biegung  durch  exzentrischen  Druck'' 
(16.  Vortrag)  zu  berücksichtigen  ist.  (Näheres  s.  §  99,  Berechnung 
der  Stützen.) 

Zusammenfassung . 

Bei  auf  Knicken  beanspruchten  Konstruktionsteilen  müssen 
wir  stets  auf  eine  Exzentrizität  der  Last  gefaßt  sein.  Doch  wird 
diese  Exzentrizität  bei  Berechnung  der  Knicklast  des  Stabes  — 
sowohl  bei  PK{ig)  wie  P^c^o  —  nicht  berücksichtigt;  bei  schlanken 
Stäben  mit  Eecht,  bei  gedrungenen  Stäben  mit  weniger  Becht. 

Die  Exzentrizität  ist  natürlich  zu  berücksichtigen  bei  der  Be- 
rechnung der  im  Stabe  auftretenden  Normalspannung. 


♦  # 


—     586     — 

IL  Die  Art  der  Stütiung  des  Stabes  (Einspannung). 

Den  bisherigen  Knickuntersachungen  ist  der  Fall  zugrunde 
gelegt,  daß  der  betreffende  Stab  an  beiden  Enden  Gelenke  hat, 
von  denen  das  eine  gelagert,  das  andere  geführt  ist  (Fig.  174  und 
Fig.  175  b).  Das  Kennzeichnende  dieser  Stützungsart  besteht  darin, 
daß  beide  Enden  sich  frei  drehen  können.  In  Fig.  175  a,  o  und  d 
sind  nun  noch  andere  mögliche  Stützungsarten  gezeichnet; 
Fig.  175a:  anlen  eingespannt,  oben  vollständig  frei;  Fig.  175c: 
unten  eingespannt,  oben  gelenkig  geführt;  Fig.  175 d:  oben  und 
unten  eingespannt  (das  obere  Element  also  eingespannt  geführt, 
so  daß  es  sich  nicht  drehen  kann). 

Zu  jeder  dieser  Lagerungsart  ist  in  Fig.  175  die  Knicklast  P^, 
und  zwar  nach  Euler,  hinzugeschrieben.  Für  den  Fall  II  haben 
wir  sie  in  den  vorigen  Paragraphen  bestimmt;  für  die  übrigen 
Fälle  werden  sie  entsprechend  gefunden. 


\M 


^W 


V 


i^zjr^ 


J^^JT^ 


Fig.  175. 


Bezeichnet  man  den  Fall  II,  gewissermaßen  als  den  Normal- 
fall, mit  1,  so  verhalten  sich  die  einzelnen  Knicklasten  wie 
V4  : 1 : 2  :  4. 

Hinsichtlich  des  Vorkommens  der  einzelnen  Fälle  sei  noch  be- 
merkt: Fall  II  ist  fast  stets  anzunehmen,  namentlich  bei  Stützen, 
Druckgliedern  bei  Fachwerken,  usw.  Fall  I  (der  erheblich  ungünstiger 
ist)  ist  natürlich  dann  anzunehmen,  wenn  die  obere  Führung  gänzlich 
fehlt  oder  unzuverlässig  ist.  Die  Fälle  III  und  IV  (die  erheblich 
günstiger  sind)  sind  fast  nie  anzunehmen,  da  eine  wirkliche,  ab- 
solut zuverlässige,  Einspannung  in  der  Praxis  kaum  vorkommt. 
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Diese  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den  Fall,  daß  die 
Knicklaßt  nach  Euler  zu  berechnen  ist.  Tetmajer  gibt  in  seinem 
Buche  nur  Angaben  über  den  II.  Fall,  der  ja  auch  fast  stets  vor- 
liegt und  auf  den  sich  seine  Versuche  erstreckten.  Im  Falle  I  ist 
die  Knickkraft  entsprechend  kleiner  zu  nehmen.  Eine  Erhöhung 
der  Knickkraft  anzunehmen,  falls  eine  —  mehr  oder  minder 
gute  —  Binspannung  vorliegt,  ist  auch  hier  nicht  zu  empfehlen. 

Zvsammenfdssung. 

Auf  die  Größe  der  von  einem  Stabe  ausgehaltenen  Knicklast 
ist  seine  Lagerung  von  bedeutendem  Einfluß,  indem  sich  seine 
Knicklasten  verhalten  wie  Vi  •  1  •  2 : 4.  Für  die  Praxis  ist  meistens 
der  Fall  II  anzunehmen,  vorausgesetzt,  daß  nicht  der  (noch  un- 
günstigere) Fall  I  vorliegt. 


m.  Einfluß  des  Materials  des  Stabes* 

Das  Material  des  Stabes  ist  natürlich  ebenfalls  von  großem 
Einfluß  auf  seine  Knicklast.  Bisher  haben  wir  Flußeisen  unter- 
sucht.    Wie  lauten  nun  die  Formeln  für  andere  Materialien  f 


1.  Die  Eulerschen  Formeln 

bleiben  unverändert,  nur  daß  für  den  Wert  ,^B"  jedesmal^  der 
Elastizitätsmodul  des  betreffenden  Materials  einzusetzen  ist.  Hier- 
durch ist  der  verschiedenen  Widerstandsfähigkeit  gegen  Knicken 
bei  den  verschiedenen  Stoffen  Bechnung  getragen. 

Natürlich  ist  je  nach  dem  Material  auch  die  Grenze  eine 
andere,  bis  zu  der  die  Eulersche  Knickuntersuchung  überhaupt 
gültig  ist.  Denn  diese  Grenze  hängt  ja  von  der  Proportionalitäts- 
grenze des  betreffenden  Materials  ab.  Fach  Tetmajers  Versuchen 
sind  diese  Grenzen: 

bei  Flußeisen 2 :  i  =  105 

„    Schweißeisen . .  Z :  t  =  112 

(I)  {    „    Gußeisen l:i=    80 

„    Bauholz   l:i  =  100 

„    Flußstahl l:i=    90 . 

Wenn  also  l  größer  ist  (d.  h.  wenn  der  Stab  schlanker  ist), 
gelten  die  Eulerschen  Formeln;  sonst  die  Tetmajerschen. 


(11) 


M 


M 


>> 


»> 
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2.  Die  Tetmajerschen  Formeln 
sind  je  nach  dem  Material  verschieden: 

für  Flußeisen P^  =  ^(3,10  -  0,0114  Vj 

Schweißeisen  . .  Pj^  =  p(3,03  -  0,0129  — ) 

Gußeisen Pk  =  f\i,16  -  0,120-?-  +  0,00054 (|n 

Bauholz   Pjc  =  P(0,293  -  0,00194  Vj 

Flußstahl  . . . .  Px  =  pf  3,35  -  0,0062  4-)  . 

In  diese  Formeln  ist  F  in  qcm  einzusetzen.  Die  Länge  { 
und  der  Trägheitsradius  (t  =  ^J  :F)  sind  natürlich  beide  in  gleichem 
Maße  zu  nehmen.     Die  Kräfte  P^  sind  dann  in  i  zu  nehmen. 

Znsatz:  Bei  Gußeisen  und  Holz  ist  die  Eulersche  Knickunter- 
suchung bereits  an  und  für  sich  sehr  unsicher,  da  bei  diesen 
Materialien  nicht  das  Hookesche  Gesetz  der  Formänderungen  gilt 
(also  eigentlich  überhaupt  keine  Proportionalitätsgrenze  gibt).  In- 
folgedessen ist  die  Berechnung  der  Abweichungen  y  und  somit 
die  ganze  Eulersche  Untersuchung  sehr  unbestimmt. 

ZusammenfassuTfi^, 

In  die  Eulerschen  Formeln  ist  bei  verschiedenen  Materialien 
jeweils  das  betreffende  „J^'^  einzusetzen;  im  übrigen  bleiben  die 
Formeln  unverändert.  Es  ändert  sich  aber  je  nach  dem  Material 
der  Gültigkeitsbereich  der  Formel. 

Bei  den  Tetmajerschen  Formeln  ist  für  jedes  Material  eine 
besondere  Formel  zu  verwenden. 


IV.  Knickfestigkeit  zusammengesetzter  Profile  und  die  Berechnung 

der  QuerTerbindungen* 

Bekanntlich  werden  Druokstäbe  häufig  aus  mehreren  Teil- 
stäben, z.  B.  aus  2  E-Eisen,  zusammengesetzt,  die  durch  Ver« 
gitterung  miteinander  verbunden  werden.  Es  fragt  sich  nun,  ob 
ein  solcher,  gewissermaßen  durchbrochener  Stab  sich  hinsichtlich 
Knicken  ebenso  verhält  wie  ein  vollständig  gleichmäßiges  Profil 
(voller  Kreisquerschnitt  u.  dgl.). 

Die  Antwort  darauf  hat  die  praktische  Erfahrung  gegeben: 
Es  ist  nachgewiesen,  daß  die  Einstürze  von  Druckstäben 
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vielfach  deshalb  erfolgt  sind,  weil  ein  derartig  zusammen- 
gesetztes Profil  nicht  dasselbe  hält  wie  ein  einheitlicher 
Querschnitt,  und  daß  die  in  der  Praxis  übliche  Verbin- 
dung der  Teilprofile  häufig  zu  schwach  ist. 

Leider  ist  die  theoretische  Behandlung  dieses  Falles  sehr 
schwierig  und  trotzdem  nicht  vollkommen.  Wir  wollen  deshalb 
zunächst  die  bisher  übliche,  angenäherte  Eechenmethode  vorführen. 
Von  den  neueren,  schärferen  Untersuchungen  möge  nur  ein  von 
Professor  Krohn  (Danzig)  angegebenes  Verfahren  erläutert  werden, 
das  zwar  in  theoretischer  Hinsicht  durchaus  nicht  lückenlos  ist, 
das  aber  wenigstens  für  die  Praxis  sehr  bequeme  Formeln  liefert. 
Im  Zusammenhange  damit  wird  dann  auch  auf  die  Berechnung 
der  Bindebleche  usw.  eingegangen  werden. 

1.  Bisheriges  Verfahren* 

Wenn  ein  Stab  aus  mehreren  Profilen  zusammengesetzt  ist, 
z.  B.  aus  2  E-Eisen  (Fig.  175 °a  und  b),  so  rechnet  man  bis  jetzt 
wohl  allgemein  folgendermaßen: 

a)  Untersuchung  hinsichtlich  Knicken«  Zunächst  wird  der 
Stab  als  Ganzes  betrachtet.  Man  berechnet  also  für  den  Quer- 
schnitt das  Trägheitsmoment  für  die  a?-Achse  und  für  die  j^-Achse. 
[Jx  direkt  =  2  X  Trägheitsmoment  eines  C -Eisens;  Jy  unter  Be- 
nutzung der  Formel  Jn  =  J  +  F'a*.]  Mit  diesen  Werten  ver- 
fährt man  hierauf  genau  so  wie  bei  einem  vollen  Stabe:  Man 
nimmt  an,  daß  der  Stab  um  die  Achse  knicken  wird,  die  das 
kleinere  Trägheitsmoment  hat,  und  dieses  wird  in  die  Eulersche, 
bzw.  Tetmajersche  Formel  zur  Berechnung  der  Knicklast  P^  ein- 
gesetzt. Der  Vergleich  von  P^  mit  der  aufzunehmenden  Last  P 
ergibt  dann,  ob  der  Stab  als  Ganzes  knicksicher  ist. 

Dann  untersucht  man  die  Einzelstäbe,  aus  denen  der  Ge- 
samtstab zusammengesetzt  ist.  Hierbei  nimmt  man  an,  daß  die 
Gesamtlast  P  sich  gleichmäßig  auf  die  Einzelstäbe  verteilen 
wird.  Durch  diese  Annahme  hat  man  den  Lastanteil  P^  jedes 
Einzelstabes,  und  kann  nun  vergleichen,  ob  seine  Knicklast  (Trag- 
fähigkeit) Px  entsprechend  größer  ist  als  seine  aufzunehmende 
Last  P\  [Bei  Berechnung  von  Pjc  muß  man  natürlich  das  kleinste 
Trägheitsmoment  des  betreffenden  Einzelstabes  einführen.  Seine 
Knicklänge  ist  der  Abstand  e  zwischen  zwei  Bindeblechen.] 

b)  Untersuchung  der  Verbindungsteile  (Bindebleche,  V^ergitte- 
rung).  Deren  Berechnung  macht  man  sich  noch  bequemer:  man 
berechnet  sie  überhaupt  nicht. 
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2.  Das  Krohnsche  Yerfahren 

bezieht  sich  zunächst  nur  auf  gedrungene  Stäbe,  die  nach 
Tetmajer  zu  berechnen  sind.  Als  Notbehelf  wird  es  auch  auf 
schlanke  Stäbe  übertragen.  Übrigens  sind  derartige,  zusammen- 
gesetzte Druckstäbe  meistens  sowieso  nach  Tetmajer  zu  behandeln. 

Bei  einem  Querschnitte  wie  Fig.  175 ®a  heiße  die  Achse  x — x 
die  „Materialachse**;  dagegen  die  Achse  y—y  (die  zwischen  die 
Profile  hindurchgeht)  die  ,, freie  Achse".  Die  JTroÄnsche  Regel 
zur  Berechnung  eines  derartigen  zusammengesetzten  Stabes  lautet 
dann:  Hinsichtlich  Knicken  um  die  Materialachse  braucht  nur  der 
Oesamtstab  mit  seinem  Trägheitsmoment  J^.  in  der  üblichen  Weise 
untersucht  zu  werden.  Dagegen  beim  Knicken  um  die  „freie 
Achse**  y — y  kommt  der  Gesamtstab  nicht  mehr  in  Frage.  Es 
müssen  dann  vielmehr  die  Einzelstäbe  untersucht  werden;  weil 
nämlich  —  das  ist  der  Kernpunkt  des  Verfahrens  —  bei  diesem 
Knicken  die  Oesamtlast  P  sich  ungleichmäßig  auf  die  Einzel- 
stäbe verteilt,  wodurch  dann  der  eine  (am  meisten  belastete) 
Einzelstab  bereits  vorzeitig  zum  Ausknicken  gebracht  wird. 
Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  man  bei  solchen  Querschnitten  das 
Trägheitsmoment  für  die  freie  Achse  bedeutend  größer  machen 
muß  als  für  die  Materialachse,  um  nach  beiden  Bichtungen  gleiche 
Knicksicherheit  zu  haben. 

Der  Unterschied  gegen  das  bisherige  Verfahren  besteht  also 
darin,  daß  man  beim  Knicken  um  die  freie  Achse  y — y  nicht 
einfach  den  Gesamtstab  nimmt,  sondern  genauer  untersucht, 
welcher  Lastanteil  auf  jeden  Einzelstab  entfällt.  Hierdurch 
werden  sich  dann  ganz  andere  Werte  ergeben.  [Wir  beschränken 
uns  jedoch  im  wesentlichen  auf  die  Mitteilung  der  Eesultate. 
Die  vollständige  Abhandlung  ist  im  Zentralblatt  der  Bauver- 
waltung 1908,  Nr.  84,  nachzulesen.] 

a)  Bestimmung  des  auf  jeden  Einzelstab  entfällenden  Lastanteils. 
Als  Beispiel  diene  Fig.  175°a  und  b.  Solange  der  Stab  gerade 
bleibt,  hat  jeder  Einzelstab  die  Hälfte  der  Last  P  aufzunehmen. 
Dieser  Anteil  ist  aber  nur  theoretisch.«  Praktisch  geschieht  fol- 
gendes: Da  die  Last  P  stets  etwas  exzentrisch  sein  wird,  erleidet 
der  Stab  bereits  vor  dem  eigentlichen  Ausknicken  eine  Ab- 
biegung  d  (§  98  a,  I).  Hierdurch  aber  kommt  der  eine  Einzelstab 
mehr  unter  die  Last  P  zu  stehen  als  der  andere.  Er  wird  infolge- 
dessen mit  mehr  als  die  Hälfte  von  P  belastet  und  vor- 
zeitig zum  Bruch  gebracht. 
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Diese  DurchbiegUDg  d,  die  der  St^b  kurz  vor  der  Knickung  auf- 
weist, läßt  sich  allerdings  bei  gedrungenen  Stäben  nicht  berechnen,  da 
der  ganze  Vorgang  sich  jenseits  der  Proportionalitätsgrenze  abspielt. 
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Fig.  175  ^ 


Wenn  man  jedoch  in  der  Tetmajerschen  Formel  für  die  im  Augen« 

blicke  des  Knickens  auftretende  Spannung:  o*  =  (3,10  —  0,0114 —J 

annimmt,  daß  das  Glied  0,0114(Z:t)  die  Biegungsspannung  dar- 
stellt, die  eben  durch  das  Ausbiegen  in  den  Stab  hineinkommt, 
so  kann  man  dadurch  einen  Bückschluß  auf  die  Größe  b  des 
Ausbiegens  machen.  Denn  das  Moment  der  Last  P  bei  einer 
Ausbiegung  b   ist:   if  =  P*d.     Hat  der  Querschnitt  ein  Wider- 
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standsmomeot  W,   so   ist  also   die  durch  das  Ausbiegen  in  den 

Stab  hineinkommende  Biegungsspannung:   a^  =    .-,    .     Und  die 

W 

Gleichsetzung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  zweiten  Gliede  der 
Tetmajerschen  Formel  für  die  Spannung  oj^  würde  liefern: 

o.on4  =  y, 

(I)  a  =  0,0114 1^-. 

Hiermit  wäre  dann  tatsächlich  ein  Ausdruck  für  die  Aus- 
biegung d  gefunden,  die  unser  Stab  bereits  kurz  vor  dem  eigent- 
lichen Ausknicken  aufweisen  wird. 

Mit  Hilfe  dieser  Ausbiegung  d  bestimmt  Professor  Krohn  den 
Anteil  der  Gesamtlast,  der  auf  den  am  meisten  beanspruchten  Stab 
entfällt,  zunächst  zu  /^         »v 

Hieraus  ergibt  sich  dann  durch  Einsetzung  des  obigen  Wertes 
für  d  und  nach  einigen  Umformungen  die  Hauptformel: 

/TT\  T»  r>  ^^^ 

(11)  jr  1  =  -r  •  Yq^v j   (bei  zwei  Einzel stäben), 

worin  bedeutet:  h  den  Abstand  der  Schwerpunkte  der  beiden 
Einzelstäbe  voneinander,  l  die  Knicklänge  des  Stabes  (Fig.  175  °a 

und  b.) 

Ist  der  Gesamtstab  aus  mehr  als  zwei  Einzelstäben  zusammen- 
gesetzt, so  erweitert  sich  die  Formel  (II)  zu: 

/TT     \  O  ü        -^1  ^'^^ 

(11  a;  -Tj  =  l'  •  — y-      (bei  mehreren  St&ben), 
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worin  bedeuten:  Pj  wiederum  die  auf  den  äußersten  (d.  h.  am 
meisten  beanspruchten)  Stab  entfallende  Last;  F^  dessen  Quer- 
Schnittsfläche;  F  den  Gesamtquerschnitt;  (lii)  das  Verhältnis  von 
Knicklänge  zu  Trägheitsradius  beim  Gesamtstab. 

Auf  diese  Weise  wird  also  der  größte  Lastanteil  bestimmt. 
Andererseits  berechnet  man  die  Knicklast  Px ,  die  der  betreffende 
Einzelstab  überhaupt  aushalten  kann,  und  hat  dann  aus  dem  Ver- 
hältnis von  Pk:Pi  die  Sicherheit  gegen  Knicken,  die  dieser  meist 
beanspruchte  Stab  und  mit  ihm  die  gesamte  Konstruktion  bietet. 
Hiermit  ist  die  Knicksicherheit  der  Konstruktion  hinsichtlich  der 
freien  Achse  y — y  untersucht. 
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h)  Die  Beanspruchung  der  Bindebleche  usw. 

ist  bereits  früher  von  Professor  Engesser  untersucht  und  soll  jetzt 
im  Zusammenhang  mit  den  JTro^n sehen  Arbeiten  angegeben  werden. 
oi)  Die  Qaerkraft  in  einem  ausgeknickten  Stabe.  Denkt  man 
sich  durch  den  ausgebogenen  Stab  einen  Querschnitt  gelegt,  so 
tritt  in  diesem  Schnitte  eine  horizontale  Schubkraft  auf,  deren 
größter  Wert  (an  den  Stabenden)  beträgt: 

(III)  (?  =  P.<5.y. 

[Diese  Schubkraft  wird  aus  dem  Satze  gefolgert:  Der  Unterschied 
zweier  aufeinanderfolgender  Momente  ist  gleich  der  Querkraft  an  dieser 
Stelle  X  dem  Abstand  der  beiden  Querschnitte.  Die  Momente  beim  aus- 
gebogenen Stab  wachsen  ja  entsprechend  den  Au^biegungen.] 

Indem  man  nun  für  d  den  vorhin  aufgestellten  Ausdruck  (I) 
einsetzt,  ergibt  sich  diese  Querkraft  schließlich: 

W 
(III)  Q  =  -^r^-T  (bei  mehreren  Stäben), 

worin  W  das  Widerstandsmoment  und  i  den  Trägheitsradius  des 
Oesamtstabes  bedeuten.  Besteht  letzterer  nur  aus  zwei  Einzel- 
stäben,  so  läßt  sich  die  Formel  vereinfachen  zu 

F 

(III  a)  ^  ""  li  ^®^  ^^®*  Stäben), 

worin  F^  die  Querschnittsfläche  eines  Einzelstabes  bedeutet. 

ß)  Mit  Hilfe  dieser  Querkraft  ergibt  sich  nun  die  Beanspruchung 
der  Bindebleehe  und  der  Yergitterung. 

Geschieht  die  Verbindung  durch  Bindebleehe  (Fig.  175®b),  so 
wird  die  auf  ein  solches  Blech  entfallende  Kraft  genau  so  be- 
rechnet, wie  die  Kraft,  die  auf  die  ^iete  eines  gewöhnlichen 
Blechträgers  entfällt.    Für  letztere  lautet  die  Formel  bekanntlich: 

N  ==Q--'e  {§  78).    In  Fig.  175**  ist  hier  an  Stelle  der  NietteUung  e 

d 

der  Abstand  c  der  Bindebleehe  einzusetzen,  so  daß  sich  für  die 
Kraft  T  ergibt:  a 

[fif  =  statisches  Moment  eines  Einzelstabes;  J  =»  Trägheitsmoment 
des  Gesamtstabe^,  o  =  Abstand  der  Bindebleche.]  Setzt  man  hierin 
für  Q  den  vorhin  aufgestellten  Ausdruck  (III)  ein,  so  erhält  man 
für  T  den  Ausdruck: 

(IV)  T  =  -^T  •       C  (bei  mehreren  Stäben). 

Fischer,  StaUk.  38 
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Besteht  der  Stab  nur  aus  zwei  EinzelstäbeO)  so  kann  man 
die  Formel  ferner  vereinfachen  zu: 

(IV a)  T  ^  Fl'  -^  (bei  zwei  Stäben). 

14/1 

Diese  Kraft  T  wirkt  also  als  Schubkraft  in  Eichtung  des  Stabes. 

Durch  die  Kraft  T  wird  nun  im  Bindeblech  ein  Moment  erzeugt: 

(V)  ^  =  ^'^'^ 

bzw. 

(Va)  if  =  ^1  -5-  (bei  zwei  Stäben). 

Hierfür  ist  das  Bindeblech  zu  dimensionieren.  Die  Anschluß- 
niete des  Bleches  an  den  Stab  müssen  die  obige  Schubkraft  T 
und  außerdem  das  Moment  M  übertragen.  Auf  diese  Weise  werden 
Bindeblech  und  Kiete  berechnet. 

Geschieht  die  Verbindung  durch  Diagonalen  (Fachwerk),  so 
kann  deren  Berechnung  genau  so  erfolgen,  wie  die  Berechnung  der 
Diagonalen  eines  Parallelträgers  (Band  II,  1.  Vortrag).  Man  legt 
einen  Schnitt  oc — öc  ,  bestimmt  hierfür  die  Querkraft  Q  [Formel  (III), 
(III a)]  und  wendet  dann  die  Oleichgewich tsbedingung:  Summe  aller 
HorizoDtalprojektionen  gleich  Null,  an.  Diese  liefert  die  Gleichung: 

D'Sin^^  =  Q 
und  hieraus  folgt  die  Diagonalkraft 

(VI)  n^-ß-. 

Dieses  ist  das  Krohnsche  Verfahren  bei  derartig  zusammen- 
gesetzten Knickstäben.  Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  daß  bei 
der  Berechnung  der  Verbindungsteile  (l^iete,  Bindebleche,  Ver- 
gitterung) die  auftretenden  Spannungen  bis  nahe  zur  Bruchgrenze, 
vielleicht  4000  kg/qcm,  zugelassen  werden.  Denn  der  ganze  be- 
trachtete Vorgang  spielt  sich  ja  an  der  Grenze  des  Zusammen- 
bruches (Auskniekens)  ab,  und  es  hätte  keinen  Zweck,  die  Ver- 
bindungsteile so  stark  zu  dimensionieren,  daß  sie  selbst  an  dieser 
Grenze  erst  die  sonst  üblichen  Spannungen  erhalten. 

Zusammenfassung 
zu  den  ErohnBchen  Formeln:  Man  muß  das  Ausknicken  um  die 
„Materialachse^^  x — x  und  die  „freie  Achse"  y — y  getrennt  be- 
handeln. Bei  der  ersteren  Untersuchung  kann  angenommen  werden, 
daß  die  vorhandene  Last  sich  gleichmäßig  auf  die  einzelnen  Stäbe 
verteilt,  so  daß  also  der  Gesamtstab  wie  ein  einheitliches  Profil 
wirkt.     Bei  der  Untersuchung  des  Knickens  um  die  freie  Achse 


—     595     — 

wirken  die  einzelnen  Stäbe  ungleichmäßig,  so  daß  der  am  meisten 
beanspruchte  Stab  besonders  untersucht  werden  muß.  Diese  Unter- 
suchung geschieht  in  der  Weise,  daß  man  zunächst  den  Lastanteil 
ausrechnet,  den  dieser  Stab  von  der  gesamten  aufzunehmenden 
Last  P  übernimmt: 

(II)  P^=P'  ^3g^^  ^  ^  (bei  zwei  Stäben); 

bzw. 

(IIa)  P^^p.-:! (bei  mehr  Stäben); 

^272-4 

und  dann  für  diese  Last  die  Knicksicherheit  des  betreffenden 
Stabes  nachweist.  (Freie  Länge  hierfür:  von  Bindeblech  zu  Binde- 
blech; Berechnung  von  Pg^i  nach  Tetmajer.) 

Hinsichtlich  der  Bindebleche,  Vergitterungen  usw.  ergaben  sich 
folgende  Regeln:  Die  Scherkraft,  die  in  Bichtung  der  Stabachse 
wirkt,  ist  (bei  zwei  Stäben): 

(Bei  mehreren  Stäben  muß  man  zunächst  Q  ausrechnen  und  dann  T.) 
Das  Biegungsmoment,  das  die  Bindebleche  beansprucht,  ist  (bei 
zwei  Stäben)  x 

Die  Anschlußniete  müssen  sowohl  die  Scherkraft  T  wie  das  Moment  M 
aushalten. 

Als  zulässige  Beanspruchung  bei  diesen  Berechnungen  der  An- 
schlußteile kann  die  Bruchfestigkeit  (zirka  4000  kg/qcm)  genommen 
werden. 

Zum  Schlüsse  sei  hervorgehoben,  daß  alle  diese  Formeln  durch- 
aus nicht  mathematisch  einwandfrei  sind.  Sie  sind  gewissermaßen 
ein  Provisorium.  Soweit  jedoch  Versuche  vorliegen,  haben  sie 
sich  gut  bewährt.  Und  sie  erfüllen  die  eine  Bedingung,  die  die 
Praxis  mit  Eecht  an  solche  Formeln  stellt:  sie  sind  bandlich. 

§98b. 
Beispiele  und  Ergänzungen  zu  §  98  und  98  a. 

Erste  Aufgabe* 
Ein  Stab  ausMartinatahlvon  den  Abmessungen:  Ld/nge  l  =  92,5cm 
und  Querschnitt  1^82  X  2,01cm  f Rechtech)  ist  nach  Belastungsfall  11 
(Fig.  175b)  belastet.    Wie  groß  ist  die  Knicklast  dieses  Stabes? 

38* 
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ZalileDangaben : 

^  =  2 170000  kg/qcm ;  l  =  92,5  cm ;  J'  =  1,82  •  3,01  =  5,47  qcm ; 
kleinstes  Träghcilsmoment 

j  =  1 3,01 . 1,823  =  1,51  cm*. 

(Dieses  und  das  folgende  Beispiel  sind  entnommen  aus:  Karman, 
„Untersuchungen  über  Knickfestigkeit'*;  s.  Literaturangaben  am 
Schlüsse  dieses  Paragraphen.) 

Zunächst  untersuchen  wir,  ob  in  diesem  Falle  die  Eulersche 
oder  die  Tetmajersche  Betrachtungsweise  maßgebend  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  berechnen  wir  den  Hilfswert: 


Trägheitsradius  i  - 1/  ^  =  V^  ==  ^0,276  =  0,526 


cm 


und  ferner  das  Verhältnis 

l        92,5 


=  176. 


t        0,526 

Dieses  Verhältnis  ist  größer  als  90.     Folglich  ist  die  Eulersche 
Formel  anzuwenden. 

Die  Knicklast  selber  ergibt  sich  nun: 

^  E'^       o..,  2170000  kp/cm«.  1,51  cm* 

^^  =  "  -T«-  =  3'^^ 92;p^i^^ 

__  2170000.^,51 

-9,87—     -^^^,  kg, 

Pjc  =  3780  kg. 

Zusatz:  Dieser  Stab  ist  entnommen  den  Versuchsreihen  aus 
der  Karmanschen  Arbeit.  Es  ergab  sich  beim  Versuche  in  der 
Festigkeitsmaschine,  daß  bei  dem  Stabe  das  Labilwerden  des 
Gleichgewichtszustandes  eintrat  bei  einer  Last  von  3770  kg.  Also 
eine  vorzüghche  Übereinstimmung  von  Theorie  und  Praxis  (wie 
meistens  bei  sehr  schlanken  Stäben). 

Zweite  Aufgabe. 

Dieselbe  Aufgäbe  wie  vorhin;  nur  seien  die  Abmessungen: 
l  =  52,8  cm;  F  =  2,51  •  4,00  om. 

Wir  berechnen  zunächst  die  erforderlichen  Hilfswerte: 

F  =  2,51 .  4,00  =  10,04  qcm;     J  =  -/-  4,00  •  2,51 »  =  5,27  cm*; 


f_l/5'27   _0  725cm-  1  - -^2,8   - 

*  ~  \'  10,04  ~  ^'^'^'^  '"^'  i       0,725  ~  ^^- 
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Der  Wert  {l:i)  hat  sich  kleiner  als  90  ergeben,  folglich  muß  die 
Tetmajersche Formel  angewendet  werden.  Wir  finden  die  Knicklast: 


Pä  =  jp(3,35  -  0,0062  j) 


=  10,04  qcm  (3,35  -  0,0062  •  73)  t/qcm 

=  10,04 .  2,897  =  29,1  t. 

Zasatz:  Beim  Versuche  knickte  dieser  Stab  bei  einer  Last 
von  29600  kg  aus.    Also  ebenfalls  eine  gute  Übereinstimmung. 

Dritte  Aufgabe. 

Für  den  in  Fig.  17ö°o  und  d  gezeichneten  zusammengesetzten 
Sidb  ist  die  KnicJclast  zu  berechnen! 

Gesamtlänge  l  =  625,0  cm ;  Knicklänge  der  Einzelstäbe  (zwischen 
den  Nieten  der  Vergitterung)  V  =  35,0  cm.  Fläche  eines  C-Eisens 
Fl  =  47,4  qcm;  also  Gesamtfläche  F  =  2-  47,4  =  94,8  qcm.  Träg- 
heitsmoment eines  C-Eisens  in  bezug  auf  seine  Achse  z — z: 
Jg  =  190  cm*;  Trägheitsmoment  des  Gesamtquerschnittes  in  bezug 
auf  die  „freie  Achse"  y — y:  Jy=  13  340  cm*.  Abstand  der  Schwer- 
punktsachsen h  =  23,38  cm. 

[Dieser  Stab  entstammt  einer  von  Professor  Krohn  veröffentlichten 
Reihe  von  Versuchen,  die  in  Frankreich  angestellt  wurden,  und  die  die 
Verwendbarkeit  der  Krohnschen  Formeln  dartun.] 

Bei  dem  mit  diesem  Stabe  ausgeführten  Versuche  waren  die 
Enden  derartig  in  Schneiden  gelagert,  daß  ein  Ausknicken  nur 
um  die  Achse  y — y  stattfinden  konnte.  Es  braucht  also  auch  nur 
die  Knicklast  für  diese  Achse  festgestellt  zu  werden. 

I.  Bisheriges  Verfahren« 

1.  Der  Stab  als  Ganzes  betrachtet  ergibt  eine  Knicklast  in 
bezug  auf  die  Achse  y — y: 

l  =  625,0  cm;     F  =  94,8  cm«;     J  =  13 340  cm^. 

*  =  1/13340:94,8  =  11,9  cm;      \  =  ^^  =  52,6. 

*         11,9 

Somit  wird  (nach  Tetmajer) 

p^  =  94,8  (3,10  -  0,0114  .  52,6)  =  94,8  (3,10  -  0,60) , 
Pk  =  237  t. 

m 

2.  Jeder  Einzelstab  müßte  also  einen  Anteil  aufnehmen 
können  von  4^237  =  118,5  t.  In  Wirklichkeit  kann  er  aufnehmen: 

V  =  35,0  cm ;     F  =  47,4  cm«;     J  =  190  cm*, 

t  =  fm  :  47,4  =  2,0  cm ;  -  =  -^K^  =  17,5. 

'  »        2,0 
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Also  (nach  Tetmajer): 

P^  =  47,4  (3,10  -  0,0114  .  17,5)  =  47,4  (3,10  -  0,20) 
=  137,4  t. 

Die  Einzelstäbe  haben  demnach  noch  einen  Überschuß  an 
Knicksicherheit. 

Wir  müßten  also  erwarten,  daß  die  Konstruktion  sich  als 
Ganzes  ausbiegen  wird,  und  zwar  bei  einer  Last  von  237  t. 

Der  Versuch  hat  diese  Eechnung  nicht  bestätigt.  Der  Fehler 
liegt  eben  darin,  daß  die  Gesamtlast  P  sich  nicht  gleichmäßig  auf 
die  beiden  Einzelstäbe  verteilt,  sondern  infolge  der  (schon  vor  dem 
eigentlichen  Ausknicken  auftretenden)  Abbiegung  den  einen  Stab 
mehr  belastet  und  hierdurch  diesen  schon  vorzeitig  zum  Aus- 
knicken bringt.  Auf  diese  Weise  muß  naturlich  ein  kleineres  Px 
zustande  kommen. 

IL  Nach  Krohn. 

1.  Die  Knicklast  des  gesamten  Stabes  heiße  wieder  P^.  Von 
dieser  Knicklast  muß  der  am  meisten  beanspruchte  Stab  aufnehmen 
(Krohnsche  Formel  II)  ^^  , 


i36Ä-r 

In  unserem  FaUe  ist: 

Ä  =  23,38  cm ;     1  =  625,0  cm. 

Also  wird  der  Anteil 

68  •  23,38  1589,8 


Pi  =  Pj 


^  136  •  23,38  -  625,0  ""  3179,7  -  6"25;ö  * 
(1)       P,=  0,622  Pjc. 

(Der  Anteil  ist  also  nicht  ^Pr  sondern  höher.) 

2)  Andererseits  die  Tragfähigkeit  eines  Einzelstabes  (wie  bereits 

vorhin  berechnet): 

(2)       Pj^=  137,4  t. 

Die  Last  Pk  darf  nun  augenscheinlich  höchstens  so  groß 
sein,  daß  der  Anteil  P^  des  Einzelstabes  gerade  gleich  dessen 
Knicklast  Pjc  wird.     Es  ergibt  sich  somit  die  Beziehnung: 

(3)       0,622Pä  =  137,4  t, 

^^^Ö;622=^^**- 

Beim  Versuche  ist  der  Stab  geknickt  bei  220  t. 

Zasatz:  Wollte  man  diesen  Stab  —  entgegen  aller  durch 
Eechnung  und  Versuche  gegebenen  Erkentnnis  —  einfach  nach  der 
Eulerschen  Formel  behandeln,  so  ergäbe  sich: 
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Für  den  Gesamtstab  ist 

p              2^-J'      Qi>i2    2150000.13340 
Px(^  =  ^^ -^-^- =  3,14^ -625,0^   -^ 

Pir(j2r)  =  725  000  kg  =  726  t. 

Die  Einzelstäbe  haben,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  bei 
einer  Knicklänge  von  35  cm  eine  weit  größere  Knicklast  als 
^  •  725  t.  Der  Stab  würde  also  nach  Euler  erst  bei  einer  Last 
von  725 1  ausknicken.  (Wahrscheinlich  also  gar  nicht;  denn  vorher 
wäre  er  schon  durch  die  reinen  Normalspannungen  a  zerstört.) 
Er  ist  aber  ausgeknickt  bei  220  t ! 

Dieser  Versuch  lehrt  doch  wohl  deutlich,  daß  es  nicht  an- 
gängig ist,  die  ganze  Knickungstheorie  —  wie  es  vielfach  noch 
geschieht  —  mit  der  einen  Formel  P  =  te*.  . .  abmachen  zu  wollen. 

Vierte  Au!gabe> 

Die  Bindebleche  und  Vergitterungen  einer  Stütze  sind  zu  be- 
rechnen!   (Nach  Krohn.) 

Die  Stütze  ist  in  Fig.  175  °e — g  gezeichnet.  Der  Querschnitt 
eines  Einzelstabes  (C-Eisen  N.  P.  30)  ist  F^  =  58,8  qcm.  Der 
Schwerpunktsabstand  h  ist:  h  =  30,4  cm. 

a)  Die  Verbindung  geschehe  nur  durch  Bindeblecho  (Fig.  175  °f). 
Als  Abstand  der  Bindebleche  ist  gewählt  o  =  88  cm.  Der  Abstand 
der  Nietreihen  ist  ä'=^  35,0  cm  (Fig.  175 °g).  Dann  berechnen 
wir  nach  den  Kiohnschen  Formeln: 

1.  Schubkraft  in  Eicbtung  des  Stabes  pro  Bindeblech: 

T  =  ~  12,16  =  6,08  t. 

(I,  weil  jedes  C-Eisen  zwei  Bindebleche  —  an  der  Vorder-  und 
an  der  Bückseite  —  trägt.) 

2.  Hierdurch  entsteht  für  das  Bindeblech  ein  Moment 

Jf  =  T^  =  6,08  .  ^  =  106  cmt. 

dt  Ct 

Das  Trägheitsmoment  eines  Bindebleches  ist  in  dem  durch 
die  Niete  geschwächten  Schnitte  (Fig.  175°g): 

j^  =  i  .  0,8  .  17,03  -  2 . 0,8  . 2,0  •  (^)'=  263  cm^ 
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Also  das  Widerstandsmoment 


26  S 
W  =  4^-  =  30,9  cm3, 
8,5 

und  die  auftretende  Spannung: 

li/f  1  Cif\ 

<^  =  pjT  =  30  9  ^  3,4  t/qcm  =  3400  kg/qcm. 

Die  Spannung  des  Bindeblccbes  liegt  also  noch  unter  der 
Bruchgrenze. 

Außerdem  ist  das  Bindeblecb  noch  für  die  Schubkraft  T  zu 
rechnen;  doch  wird  diese  beim  Bindeblech  vernachlässigt. 

3.  Die  Niete  müssen  ebenfalls  die  Schubkraft  T  in  Bichlung 
der  Stabachse  und  das  Moment  M  übertragen. 

Die  Kraft  T  verteilt  sich  auf  zwei  Niete;  also  pro  Niet  \  T. 
Infolge  des  Momentes  M  muß  jeder  Niet  eine  Einzelkraft  aus- 
üben:  If       106       ^,_. 

Zusammen  mit  der  Schubkraft  T  ergibt  sich,  da  H  und  T 
rechtwinklig  zueinander  stehen,  also  pro  Niet  eine  resultierende 
Kraft  von  

N  =  ]/ä«+  (2  )'=  /i^'"+  3,042=  12,2  t. 

Die  Schubspannung,  die  der  (einschnittige)  Niet  im  Augen- 
blicke des  Ausknickens  erhält,  ist  somit 

4  4 

Hiermit  sind  Bindebleche  und  Anschlußniete  berechnet. 

b)  Die  Verbindung  geschehe  durch  Yergittemng  (Pig.  175®h). 

1.  Zunächst  berechnen  wir  die  rechtwinklig  zur  Stabachse 
wirkende  Querkraft  pro  Gitterwand: 

^       2     14       2       14  '^^• 

[Da  die  Vergitterung  vorn  und  hinten  ist,  nimmt  jede  Wand  nur 
die  Hälfte  von  {F^ :  14)  auf.] 

2.  Aus  Q  ergibt  sich  dann  die  auf  eine  Diagonale  entfallende 
Spannkraft.  Der  Winkel  99  zwischen  Diagonale  und  Vertikalgurt 
sei  99  =  45®.     Somit  wird  die  Diagonalkraft 

Sin  9?      sin  45      0,71         ' 
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Gewählt  sind  Flachcisen  6,0  •  1,0  mit 

F  =  6,0  qcm,    Jmin  =  iV  ^fi  -1,03  =  0,5  cm*. 
Die  Enicklänge   beträgt  rund   49  cm.     Die  Diagonalen  könnten 
also  eine  Enicklast  aufnehmen  (nach  Euler): 

^  ,    2150000-0,5       ,_^, 

Die  Diagonalen  reichen  somit  ans,  um  die  Kraft  D  in  jeder 
Hinsicht  (als  Zug  wie  als  Druck)  zu  übertragen. 

Zusatz.  Es  ist  bereits  darauf  hingewiesen,  daß  die  Krohn- 
sehen  Formeln  sehr  gut  mit  Versuchen  übereinstimmen.  Trotzdem 
darf  man  sich  nicht  darüber  täuschen,  daß  sie  in  theoretischer 
Hinsicht  nur  ein  Notbehelf  sind,  weil  wir  andere  handliche 
Formeln  für  die  Praxis  überhaupt  noch  nicht  haben.  Die  An- 
wendung der  Biegungsformol  a  =  M :W  bei  der  Berechnung  der 
Spannung  im  Bindebleche,  und  vieles  andere  in  der  Ableitung, 
kann  natürlich  nicht  genau  stimmen. 

EUnsichtlich  der  Bindebleche  usw.  sei  noch  gesagt,  daß  man  sie 
namentlich  an  den  Enden  des  Stabes  sehr  reichlich  nehmen  soll. 


Geschichtliches  und  literarische  Angaben. 

Die  ^uZer  sehen  Arbeiten  über  die  Ausbiegungen  eines  auf  Knickung  be- 
anspruchten Stabes  geh()ren  zu  den  ältesten  Untersuchungen  der  Elastizitäts- 
theorie überhaupt.  Sie  stammen  bereits  aus  dem  Jahre  1757  und  sind  eine 
Frucht  der  Studien,  die  Euler  —  als  Erster  —  über  die  Gestalt  eines  ge- 
bogenen Siabes  im  allgemeinen  angestellt  hat.  In  neuerer  Zeit  sind  dann 
diese  mathematischen  Untersuchungen  aufgenommen  und  weitergeführt, 
wobei  als  die  für  die  Technik  wicittigsten  Arbeiten  zu  nennen  sind  die 
von  Saalschütz,  Kriemler,  Kubier,  u.  a.  Eine  eingehende  zusammenfassende 
Behandlung  dieser  Theorie  der  j^EIastica'^  findet  sich  in  Ä,  E.  H,  Love^ 
Lehrbuch  der  Elastizität  (deutsch  von  A.  Timpe).  Leider  erfordern  alle 
diese  Unsersuchungen  sehr  schwierige  mathematische  Hilfsmittel^  die  oft 
weit  über  die  Grenzen  der  eigentlichen  Ingenieurmathematik  hinausgehen. 

Die  praktische  Seite  der  Knickungstheorie  wurde  von  Batischinger  und 
namentlich  von  v.  Tetmajer  (Zürich,  spSter  Wien)  erforscht.  Die  Arbeiten 
des  letzteren  —  Feststellung  der  Gültigkeitsgrenze  der  Eulerschen  Formel 
und  Angaben  über  die  neuen  Formeln  —  sind  niedergelegt  in  dem  Buche* 
V,  Tetmajer,  „Die  Gesetze  der  Knickungs-  und  der  zusammengesetzten 
Druckfestigkeit  der  technisch  wichtigsten  Baustoffe'*,  das  ein  reichhaltiges 
Versuchsmaterial  und  manche  weitergehende  Betrachtung  (über  den  Einfluß 
von  Querverbindungen  u.  a.)  enthält.  - 

Während  v.  Tetmajer  die  Knickungsaufgaben,  fQr  die  die  Eulersche 
Betrachtung  nicht  mehr  gilt,  durch  Versuche  löste,  haben  Engesser  und 
in  neuester  Zeit  von  Karman  einen  anderen  Weg  eingeschlagen.  Sie  führen 
einen  veränderlichen  Elastizitätsmodul  ein,  entsprechend  dem  Umstände, 
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daß  bei  Spannungen  über  der  Proportionalitätsgrenze  das  Verhältnis  von 
Spannung  zu  Dehnung  in  jeder  Spannungsstufe  ein  anderes  ist.  Hierüber 
siehe  besonders:  „Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten  auf  dem  Gebiete 
des  Ingenieurwesens,  herausgegeben  vom  Verein  Deutscher  Ingenieure; 
Heft  81,  Karman:  Untersuchungen  über  Knickfestigkeit''  (1910).  Die  hierin 
durchgeführten  Untersuchungen  werden  vorläufig  wenigstens  allerdings 
mehr  theoretischen  Wert  haben  als  praktische  Verwendung  finden,  da  die 
Einführung  eines  veränderlichen  Moduls  ziemlich  viel  Rechenarbeit  macht 
und  auch  noch  manche  andere  vorbereitende  Untersuchungen  erfordert. 
Sehr  lehrreich  in  der  angeführten  Schrift  sind  die  Angaben  über  die  aus- 
geführten Versuche,  die  die  neu  aufgestellte  Rechenmethode  bestätigen 
(andererseits  aber  auch  die  vorzügliche  Brauchbarkeit  der  bequemen 
Tetmajerschen  Formeln  dartun). 

Von  den  in  der  Enickungstheorie  auftretenden  Sonderfragen  ist  be- 
sonders das  Verhalten  eines  aus  mehreren  Einzelteilen  bestehenden  Druck- 
stabes  untersucht.  Zunächst  von  Engesser,  Zentralblatt  der  Bauverwaltung 
1891;  in  neuester  Zeit  von  Krohn,  Zentrallblatt  der  Bauverwaltung  1908, 
und  MüHer-Breal&Wf  Der  Eisenbau  1911. 

Im  vorstehenden  ist  nur  ein  Auszug  aus  den  wichtigsten  Forschungen 
gegeben.  Manche  ältere  Untersuchung,  z.  B.  die  Formel  von  Schwarz- 
Rankine  über  die  Tragfähigkeit,  hat  sich  nicht  bestätigt,  und  ist  deshalb 
nicht  mehr  erwähnt.  Alle  diese  Arbeiten  zeigen  aber,  daß  die  Knickungs- 
theorie vielleicht  das  schwierigste  und  empfindlichste  Gebiet  der  gesamten 
technischen  Elastizitätstheorie  ist. 


§99. 
Berechnung  von  Stützen  und  Druckstäben. 

Die  eigentliche  Theorie  der  Knickfestigkeit  ist  in  den  vorigen 
Paragraphen  behandelt.  Die  wichtigste  Anwendung  dieser  Theorie 
ist  die  Berechnung  von  Stützen  (Säulen)  und  Druckgliedern  in  Fach- 
werken. Insgesamt  müssen  bei  einer  solchen  Berechnung  der  Beihe 
nach  folgende  !N^ach weise  gemacht  werden:  I.  Drucksicberheit; 
IL  Knicksicherheit;  hierzu  kommt  noch  speziell  bei  Stützen: 
III.  Anschluß  an  den  Pundamentkörper  (Verankerung);  IV.  Punda- 
mentkörper.  Die  Untersuchungen  I  und  II  sind  in  §  99;  III  und 
IV  in  §  99  a  durchgeführt, 

I.  Nachweis  der  Drucksicherheit 

Eine  Stütze  ist  zunächst  wie  jeder  andere  auf  Druck  be- 
anspruchte Körper  hinsichtlich  der  IN'ormalspannungen  a  zu  unter- 
suchen. Hierbei  sind  die  beiden  Pälle  zu  unterscheiden,  daß  die 
Belastung  1.  zentrisch,  2.  exzentrisch  auf  die  Stütze  wirkt. 
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1.  Die  Belastung  wirkt  genau  zentrisch* 

Die  Belastung  heiße  P;  die  Querscbnittsfläche  der  Stütze  sei  F. 
Dann  ist  die  durch  die  Last  P  hervorgerufene  ]Normal8pannung: 

(I)  o^^-. 

Ist  für  die  Spannung  a  ein  bestimmter  zulässiger  Wert  „fc^^ 
vorgeschrieben,  so  ergibt  sich  umgekehrt  die  für  die  Last  P  er- 
forderliche Querschnittsfläche: 

(la)  ^  =  T  • 

2«  Die  Belastung  wirkt  exzentrisch. 

Die  Belastung  heiße  P;  ihr  Abstand  vom  Schwerpunkte  des 
Querschnittes  sei  p .  Der  Querschnittsinhalt  sei  F ;  seine  Wider- 
standsmomente Tfi  und  T7,  (häufig  Wj  =  PF«  =  W). 

Es  liegt  der  im  16.  Vortrag  behandelte  Fall:  ,,Biegung  durch 
exzentrischen  Druck''  vor.  Wie  daselbst  abgeleitet,  ergeben  sich 
hierfür  die  größten  Spannungen  (§  90ic): 


(II) 


[o^  =  Spannung  in  derjenigen  äußersten  Faser,  die  auf  derselben 
Seite  vom  Schwerpunkte  liegt  wie  die  Last  P;  W^  das  zugehörige 
Widerstandsmoment,  o^  =  größte  Spannung  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite;  kann  eventuell  positiv  (Zug)  werden.] 

Statt  durch  die  obigen  Formeln  kann  man   die  Spannungs- 
bestimmung auch  mittels  der  Kernpunkte  vornehmen  (§  90n): 


(III) 


Oo    =    + 


p-r 


Eine  Umkehrung  der  Formeln  (II),  (III),  um  hierdurch  aus  der 
Last  P  direkt  den  erforderlichen  Querschnitt  zu  bestimmen,  ist 
nicht  möglich,  da  außer  der  Unbekannten  F  auch  noch  Wi,  Wg 
vorkommen.  Man  muß  also  so  vorgehen,  daß  man  einen  Quer- 
schnitt annimmt,  hierfür  F  und  W  ausrechnet,  und  dann  nach- 
sieht, ob  die  entstehende  Spannung  o^ ,  a,  nicht  die  zulässige 
Grenze  Je  überschreitet. 

Zusatz:  Bei  der  Berechnung  der  Spannungen  o^  und  o^  in 
den  beiden  äußersten  Faserschichten  1  und  2  (vgl.  z.  B.  Fig.  169) 
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muß  auf  den  Einfluß  der  verschiedenen  Stellungen  der  Last  Eück- 
sicht  genommen  werden:  Die  größte  Druckspannung  in  der  Schicht  1 
entsteht  dann,  wenn  alle  links  vom  Kernpunkte  Kx  angreifenden 
Konstruktionsteile  (Unterzäge,  Deckenträger  usw.)  vollbelastet  und 
alle  rechts  von  Ki  angreifenden  Teile  nur  durch  Eigengewicht  be- 
lastet sind.  Die  größte  Zugspannung  der  Schicht  1  entsteht 
dagegen,  wenn  die  rechts  von  K^  angreifenden  Lasten  ihren  Größt- 
wert haben.  Entsprechend  ist  es  für  die  Schicht  2.  Nur  wenn 
sämtliche  Lasten  innerhalb  des  Kerns  angreifen^  ist  für  beide  äußerste 
Schichten  Vollbelastung  maßgebend. 

IL  Nachweis  der  Enleksicherheit 

Die  vorhandene  Last  sei  P;  die  „Knicklast^^  sei  P^.  Die 
Last  P  darf  natürlich  nur  einen  Bruchteil  der  Knicklast  P^  be- 
tragen, da  diese  ja  die  äußerste  Orenze  der  Tragfähigkeit  darstellt. 
Ist  P  der  n-te  Teil  von  P^,  so  sagt  man,  „der  Stab  hat  n  fache 
Knicksicherheit'^  Die  Zahl  n  ist  der  „Sicherheitsfaktor'^  [Der 
kleinste  Wert  von  n  ist  natürlich  „1".] 

Für  die  folgende  Untersuchung  müssen  wir,  wie  stets  in  der 
Knickungsthorie,  schlanke  und  gedrungene  Stäbe  getrennt  behandeln. 

1*  Stäbe  nach  der  Euler  sehen  Formel* 
a)  Allgemeine  Formeln.  Hinsichtlich  der  Stützungsart  werden 
wir  bei  Säulen  meistens  den  Fall  II  aus  Fig.  175  zugrunde  zu 
legen  haben;  namentlich  bei  eisernen  Säulen,  die  unten  auf  einer 
Fußplatte  aufstehen  und  oben  durch  die  anstoßenden  Unterzüge 
und  Deckenträger  seitlich  gehalten  werden.  Für  diese  Stützungs- 
art ist  die  Knicklast  (Fig.  175  b): 

Verlangen  wir  nun  von  der  Stütze  eine  nfache  Knicksicherheit, 
so  ist  also  die  zulässige  Belastung: 

(IV)  p  =  1.^.4^. 

n  P 

Sind  umgekehrt  die  Last  P  und  der  Sicherheitsfaktor  n  vor- 
geschrieben,   so   ergibt  sich   nach   Formel  (IV)   das   erforderliche 

Trägheitsmoment: 

n    Pl^ 
(V)  j  =  _^  i_L  . 
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Sind  schließlich  P  und  J  gegeben,  so  finden  wir  den  Sicherheits- 
faktor, den  der  Stab  bietet,  zu: 

(VI)      «=^*p;l- 

Die  Formeln  (I V)  bis  (VI)  gelten  für  jedes  Material.  Mau  hat  nur 
den  betreffenden  Elastizitätsmodul  E  einzusetzen  und  findet  dann 
F  bzw.  J  oder  n.  Voraussetzung  ist  natürlich,  daß  die  be- 
treffende Stütze  überhaupt  in  die  Eulersche  Betrachtungsweise 
liineingehört. 

b)  Besondere  Formeln  (für  Flußeisen).  Die  Formeln  (V)  und  (VI) 
wollen  wir  noch  etwas  bequemer  schreiben.  Vl^ir  nehmen  Fluß- 
eisen  an  {E  =  2150000  kg/qcm  =  21500000  t/qm).  Ferner  setzen 
wir  71^  =  3,14^  =  rd.  10.  Und  schließlich  nehmen  wir  die  ver- 
langte Sicherheit  n  z.  B.  gleich  5  (preußische  Vorschriften).  Dann 
ergibt  die  Formel  (V)  (alles  in  m  und  t  ausgedrückt): 

Hierin  ist  also  J  in  m^  angegeben;  P  in  t  und  l  in  m.  Da 
nun  1  m*  =  100000000  cm*  ist,  so  ergibt  sich  J  in  cm*,  wenn 
wir  den  Wert  der  obigen  Formel  entsprechend  multiplizieren: 


(Va) 


e7=2,33  JPl^. 


(5 fache  Sicherheit.) 


Hiernach  kann  man  also  das  erforderliche  J  aus  der  Last  P  und 
der  Knicklänge  l  aufs  bequemste  berechnen. 

Für  den  Fall,   daß   eine  4fache  Sicherheit  als   ausreichend 
erachtet  wird,  lautet  die  Formel: 


(Vb) 


e7»l,86  P?2. 


(4  fache  Sicherheit.) 


Bei  Anwendung  der  Formeln  (Va)  und  (Vb)  ist  wohl  zu  be- 
achten, daß  P  in  tj  l  in  m  einzusetzen  ist.  J  ist  aber  in  cm^  zu 
entnehmen. 

Umgekehrt  ergibt  sich  die  vorhandene  Knicksicherheit  bei 
Flußeisen,  falls  die  Last  P  in  Tonnen^  die  Länge  l  in  Metern  das 
Trägheitsmoment  aber  in  cm*  eingesetzt  wird,  zu: 

«  =  2.15  p^. 

2.  Stäbe  nach  der  Tetma] ersehen  FormeL 
Hier   gestaltet  sich   die   Berechnung   so,    daß    zunächst   die 
Knicklast  Pj[  ausgerechnet  wird,    die   das  angenommene  Profil 
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tragen  kann.  Aus  dem  Verhältnis  von  Pk  zur  Last  P  ergibt  sich 
dann,  ob  der  Stab  genügend  sieher  ist. 

Besteht  der  Stab  aus  mehreren  Teilen,  so  ist  zu  empfehlen, 
Pk  nach  den  Krohnschen  Formeln  zu  bestimmen. 

Zusatz:  Wie  bereits  gesagt,  begnügen  sich  die  preußischen 
Vorschriften  mit  der  Eulerschen  Untersuchung  bei  allen  Stäben. 
Für  den  Konstrukteur  ist  aber  diese  summarische  Behandlung 
nicht  zu  empfehlen. 

§99a. 
Berechnung  von  Verankerungen  und  Fundamenten. 

L   Nachweis  der  Verankerungen. 

Würde  man  die  Fußplatte  einer  Stütze  lose  auf  das  Funda- 
ment stellen,  so  könnten  zwischen  Fußplatte  und  Fundament  nur 
Druckspannungen  übertragen  werden  (§  91). 

Die  Berechnung  dieser  Kräfte  hätte  also  nach  den  Begeln  zu 
erfolgen,  wie  sie  für  den  Fall:  „Spannungen  bei  nur  druckfestem 
Material'^  aufgestellt  sind. 

Sobald  nun  die  Besultierende  der  auf  die  Stütze  wirken- 
den Kräfte  nahe  an  den  Band  der  Fußplatte  fällt,  würde  sich 
die  Druckspannung  zwischen  Platte  und  Fundament  sehr  groß 
ergeben  (a  =  2P:3a&;  §  91),  so  daß  das  Gleichgewicht  gefährdet 
wird.  Das  Gleichgewicht  würde  sogar  unmöglich  werden,  sobald 
die  Besultierende  außerhalb  der  Stützplatte  fällt.  Aus  diesem 
Grunde  wird  man  also  namentlich  bei  schrägen  Belastungen  die 
Stütze  nicht  lose  auf  das  Fundament  stellen,  sondern  zugfest 
mit  ihm  verbinden  (verankern).  Diese  Verankerungen  sollen  jetzt 
berechnet  werden. 

1.  Verschiedene  (theoretisch  nicht  einwandfreie)  Methoden. 

Hinsichtlich  der  Wirkungsweise  der  Verankerungen  begegnet  man  in 
der  Praxis  häufig  recht  unklaren  und  falschen  Ansichten.  Zunächst  mögen 
deshalb  einige  der  üblichen  Rechenmethoden  auf  ihre  Richtigkeit  hin  be- 
sprochen werden. 

a)  Häufig  findet  man  folgenden  Gedankengang:  „Die  Stütze  wird  sich 
um  den  Punkt  c  (Fig.  176  a)  drehen,  folglich  stellen  wir  für  diesen  Punkt 
die  Momente  auf  und  erhalten: 

a 

Hiermit  ist  dann  die  Ankerkraft  Z  bestimmt."  Diese  Berechnung  bezieht 
sich  also  auf  den  in  Fig.  176  b  dargestellten  Zustand,  daß  der  Anker  sich 
bereits  so  gedehnt  hat»  daß  die  Platte  nur  noch  auf  der  Kante  c  aufsteht. 
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Für  diesen  Fall  würde  Z  tatsächlich  den  obigen  Wert  annehmen.  Nun  ist 
aber  Fig.  176  b  ein  Zustand,  der  auf  keinen  Fall  eintreten  darf.  In  Wirk- 
lichkeit spielt  sich  vielmehr  folgender  Yoigang  ab:  Die  Platte  drückt  sich 
bei  c  etwas  in  das  Fundament  ein  und  hebt  sich  bei  d  etwas  ab.  Hierbei 
entstehen  im  Anker  Zugspannungen  und  gleichzeitig  auf  einer  Strecke  c  N 
gegen  die  Platte  Bruckspannimgen.  Letztere  müssen  natürlich  ebenfalls  in 
die  OleicJigewicktsbedingungen  eingeführt  werden,  da  sie  ebenso  wie  die  Last  P 
und  die  Ankerkraft  Z  auf  die  Stütze  einwirken.  Tut  man  dieses,  so  ergibt 
sich  —  wie  später  gezeigt  werden  wird  —  für  Z  ein  ganz  bedeutend  größerer 
Wert.  Nur  dann,  toenn  der  Anker  zu  schwach  ist,  um  diese  Spannkraft  auf- 
zunehmen, und  infolgedessen  eine  übermäßige  Dehnung  erleidet,  wird  sich  die 
Stütze  80  weit  drehen,  daß  der  Zustand  Fig.  176b  eintritt.  Man  sieht  also, 
daß  eine  auf  Grund  von  Fig.  176b  bestimmte  Spannung  kein  Maß  für  die 
Sicherheit  der  Konstruktion  abgibt.  Denn  um  überhaupt  in  diesen  Zu- 
stand gelangen  zu  können,  hat  der  Anker  bereits  eine  unzulässige  Form- 


Fig.  176. 

änderung  durchmachen  müssen  und  kann  also  nicht  mehr  als  vollwertiges 
Material  angesehen  werden.  In  dem  normalen,  beabsichtigten  Zustand  ist 
das  in  Betracht  zu  ziehende  Kräftesystem  ein  ganz  anderes,  und  hierfür 
muß  er  berechnet  werden. 

b)  Eine  andere  Bechenmethode  ist  die  folgende:  Man  betrachtet  die 
Stütze  als  einen  mit  dem  Fundamente  zusammenhängenden  Freiträger 
(Fig.  176  c).  Infolge  der  Last  P  entständen  in  dem  Schnitte  (2c  sowohl  Zug- 
ais auch  Druckspannungen.  Erstere  mögen  sich  auf  eine  Strecke  dN, 
letztere  auf  c  iV"  erstrecken  (Fig.  176  c  und  d);  die  Linie  tt — n  sei  also  die 
Nullinie  des  Querschnittes.  Von  diesen  Spannungen  werden  nun  die  Druck- 
kräfte direkt  von  dem  Fundament  aufgenommen.  Die  Zugspannungen 
können  dagegen  in  dieser  Berührungsfläche  nicht  übertragen  werden,  so 
daß  hierfür  Anker  eingezogen  werden  müssen.  Man  bestimmt  also  zu- 
nächst die  Druckspannungen  (Dreieck  ceN  in  Fig.  176c),  und  zwar  so,  als 
ob  das  Fundament  im  Schnitte  de  sowohl  Zug  als  auch  Druck  aufnehmen 
könnte.  Sobald  dann  die  Druckspannungen  bekannt  sind,  ergibt  sich  der 
Ankerzug  natürlich  aus  einer  Momentengleichung  oder  aus  der  Gleichung 
jßy  =  0 ,  —  Auch  diese  Berechnung  ist  falsch.  Sie  beruht  nämlich  auf  der 
Annahme,  daß  dadurch,  daß  wir  das  Mauerwerk  auf  der  Strecke  dN  durch 
den  Anker  ersetzt  haben,  keine  Änderung  der  Nullinie  n — n  und  des  Druck- 
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dreiecks  ce N  eintreten  wird.  Man  erkennt  leicht,  daB  diese  Annahme 
durchaus  nicht  zutreifen  wird.  Um  dieses  einzusehen,  wollen  wir  uns  die 
StQtze  (Fig.  176  c)  einmal  ohne  Anker,  dann  mit  einem  sehr  elastischen 
Anker,  dann  mit  einem  etwas  st&rkeren  Anker  usw.  ausgeführt  denken. 
Bei  der  ersten  Ausfahrung  können  wir  die  Lage  der  Nullinie  und  die  auf- 
tretenden Spannungen  nach  dem  Früheren  leicht  bestimmen.  (Exzentrische 
Belastung  eines  nur  Druck  aufiiehmenden  Materials.)  Bei  der  zweiten 
Ausführung  —  sehr  elastischer  Anker,  z.  B.  dflnner,  langer  Draht  —  wird 
sich  die  Lage  der  Nullinie  und  somit  auch  das  Spannungsdreieck  nur  sehr 
wenig  ändern,  da  die  geringe,  vom  Anker  ausgeübte  Kraft  gegenüber  den 
anderen  Kr&ften  verschwindet.  Bei  einer  anderen  Ausführung  —  mit 
stärkerem  Anker  —  wird  auch  die  Zugkraft  des  Ankers  mehr  zur  Geltung 
kommen  und  somit  eine  Verschiebung  der  Nullinie  hervorrufen  usw.  Man 
sieht  also,  daß  es  von  der  mehr  oder  minder  prroßen  Nachgiebigkeit  des 
Ankers  abhängt,  welche  Lage  die  Nullinie  einnehmen  wird.  Ln  all- 
f^em einen  wird  also  dadurch,  daß  wir  auf  der  Strecke  dW  das  Mauerwerk 
durch  einen  Anker  ersetzt  haben,  das  elastische  Verhalten  der  gesamten 
Konstruktion  (Nullinie)  geändert,  so  daß  es  durchaus  nicht  zulässig  ist,  die 
unter  einer  anderen  Annahme  gefundenen  Spannungen  auf  die  neue  An- 
ordnung zu  übertragen. 


2.  Berechnung  au!  Grund  der  elastischen  Formänderungen. 

Wir  wollen  nun  den  zur  Bestimmung  der  Kräfte  führenden 
Weg  festlegen:  Zunächst  untersuchen  ir  natürlich,  welche  Kräfte 
überhaupt  auf  die  Stütze  einwirken.  Die  Wirkung  dieser  Kräfte 
besteht  darin,  daß  die  Stütze  im  Oleichgewicht  bleibt.  Daraus 
folgt,  daß  die  Kräfte  die  drei  Bedingungen  i?a;  =  0,  By  ==  0,  2^M  —  0 
erfüllen  müssen.  Nun  wird  sich  jedoch  herausstellen,  daß  wir 
mehr  Unbekannte  als  Gleichungen  haben.  Deshalb  müssen  wir 
uns  noch  weitere  Gleichungen  verschaffen,  und  zwar  finden  wir 
diese  —  wie  stets  in  einem  solchen  Falle  — ,  indem  wir  das 
elastische  Verhalten  der  Konstruktion  untersuchen.  Auf  diese 
Weise  werden  dann  sämtliche  Kräfte  bestimmt. 

a)  ZusammensteUung  der  Kräfte. 

Zunächst  stellen  wir  also  die  auf  die  Stütze  wirkenden  Kräfte 
zusammen.     Es  sind  dieses: 

1.  die  Druckspannungen  auf  einer  Strecke  cN  (Fig.  176  a 
und  177  a), 

2.  die  Zugkraft  Z  des  Ankers, 

3.  die  Last  P, 

4.  horizontale  Eeibuugskräfto  zwischen  Platte  und  Fun- 
dament. 
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1.  Von   den   Druckspannungen   nehmen   wir,   wie  bei  jeder 
Biegungsaufgabe,  an,  daß  sie  vom  Nullpunkte  N  an  geradlinig 


Fig.  177. 

anwachsen.  Wird  die  größte  Druckspannung  mit  o  und  die  Länge 
des  Druckdreieckes  mit  3v  bezeichnet  (Fig.  177  a),  so  ergeben 
sämtliche  Druckspannungen  eine  Eesultierende 

i>  =  — .  o .  3i; .  ft . 

[h  sei  die  Tiefe  der  (rechteckigen)  Fundamentplatte.]  Diese  Resul- 
tierende liegt  in  der  Entfernung  v  vom  Punkte  c . 

2.  Die  Zugkraft  Z  des  Ankers  wird  direkt  als  unbekannte 
Einzelkraft  eingeführt. 

3.  Die  Kraft  P  zerlegen  wir  zur  bequemen  Eechnung  vertikal 
und  horizontal  in  Py  und  P^^ .  Als  Punkt  der  Zerlegung  nehmen 
wir  den  Schnittpunkt  von  P  mit  der  Fläche  dö .  (Der  Zerlegungs- 
punkt einer  Kraft  ist  gleichgültig,  da  wir  ja  stets  dieselben  Seiten- 
kräfte erhalten.) 

4.  Die  horizontalen  Kräfte  zwischen  FuBplatte  und  Funda- 
ment sind  natürlich  zunächst  unbekannt.  Ihre  Eesultierende 
möge  mit  T  bezeichnet  werden. 

Somit  sind  alle  Kräfte  aufgezählt. 

h)  Aufatellung  der  Oleichgewichtshedingungen, 

Die  Anwendung  der  drei  Oleichgewichtshedingungen  auf  die 
Stütze  Fig.  177a  ergibt:" 


Fischer,  Statik. 


39 
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D  =  z  \-ry, 

Z{a  —  v)  =  Py'  w  . 

In  der  letzten  Gleichung  ist  als  Bezugspunkt  für  die  Momente  der  An- 
griffspunkt von  D  gewählt.  Natürlich  ist  dieses  nur  aus  dem  Grunde  ge- 
schehen, weil  dann  in  der  Momentengleichung  die  Kräfte  D  und  P«  heraus- 
fallen, und  die  Gleichung  also  sehr  einfach  wird.  Mit  dem  „Drehen"  der 
Platte  hat  die  Wahl  des  Momentenpunktes  aher  absolut  nichts  zu  tun, 
wie  ja  auch  der  Angriffspunkt  der  Kraft  D  durchaus  kein  Drehpunkt, 
d.  h.  feststehender  Punkt,  ist,  sondern  vielmehr  bei  der  elastischen  Form- 
änderung der  ganzen  Konstruktion  eine  Verschiebung  erfährt.  Hierauf 
muß  aufmerksam  gemacht  werden,  da  man  immer  wieder  auf  die  verkehrte 
Ansicht  stößt,  daß  die  Momentengleichung  nur  auf  einen  „Drehpunkt" 
angewendet  werden  dürfe  (s.  Bemerkung  am  Schlüsse  von  §  16). 

Um  die  Kraft  T  in  den  obigen  Gleichungen  wollen  wir  nns 
nicht  weiter  kümmern.  Sie  wird  durch  die  Eeibung,  eventuell 
durch  die  Bippen  der  Auflagerplatte,  aufgenommen.  Die  Haupt- 
sache ist  die  Berechnung  der  Ankerkraft  Z  und  des  Druckes  D . 
Zu  deren  Berechnung  bleiben  somit  die  beiden  Gleichungen  übrig: 

(I)  -Z    +    D    =    Py, 

(II)  Z{a-v)  =  Py*w. 

In  diesen  zwei  Gleichungen  sind  jedoch  drei  Unbekannte,  näm- 
lich Z ,  D  und  V .  (Der  Abstand  w  ist  keine  neue  Unbekannte, 
da  er  durch  v  ausdrückbar  ist,  w  =  v  +  p\)  Die  Unbekannten 
können  also  noch  nicht  ausgerechnet  werden.  Wir  müssen  viel- 
mehr noch  eine  dritte  Gleichung  auffinden,  und  zwar  erhalten 
wir  diese,  indem  wir  die  Beziehungen  zwischen  den  elastischen 
Formänderungen  der  Konstruktion  untersuchen. 

c)  Beziehung  zwischen  D  und  Z  auf  Qrunä  der  Formänderungen, 

Die  Platte  wird  sich  bei  c  um  eine  Strecke  X  in  den  Stein 
hineindrücken  und  an  der  Stelle,  wo  der  Anker  angreift,  um  eine 
Strecke  X'  abheben  (Fig.  177c).  Unter  der  Annahme,  daß  die 
Fläche  de  der  Platte  eine  Ebene  bleibt,  erhalten  wir  zunächst 
die  Beziehung  zwischen  den  elastischen  Formänderungen: 

A  :  A'  =  3t? :  (a  -  3t?) . 

Um  aber  diese  Gleichung  zusammen  mit  den  beiden  obigen 
zu  verwenden,  müssen  wir  X  und  X'  noch  durch  Z  und  D  resp.  o 
ausdrücken.     Zunächst  finden  wir 

Z- 1 

1)    ^'  =  -^-t., 
E  •  F 
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worin  {  die  Länge,  E'  der  Elastizitätsmodul  und  F  der  Querschnitt 
des  Ankers  ist. 

Bei  A  ist  es  nicht  so  einfSfCh,  die  entsprechende  Beziehung 
aufzustellen.  Die  Formänderung  eines  derartigen  Massivkörpers 
mit  einer  drcieckförmig  angeordneten  Belastung  läßt  sich  viel 
schwieriger  ermitteln  als  die  eines  Zugstabes.  Um  aber  einen 
Anhalt  zu  haben,  tun  wir  folgendes:  Wir  denken  uns  den  Teil 
des  Fundamentes  rechts  von  N  aus  einzelnen  Schichten  bestehend. 
Die  Schicht  1  habe  den  Flächeninhalt  f.  Auf  ihr  ruht  also  der 
Druck  a«/",  -und  es  wird  somit  ihre  Verkürzung: 

^)     ^-     E^f    ~~   E   ' 

Hierbei  ist  also  angenommen,  daß  das  Fundamentmaterial  eben- 
falls dem  J7oo%:eschen  Gesetze  gehorcht,  und  zwar  mit  einem 
Elastizitätsmodul  E .  Die  Länge  l ,  auf  der  die  Zusammendrückung 
erfolgt,  ist  gleich  der  Ankerlänge  genommen.  Augenscheinlich  ist 
dieses  eine  recht  unsichere  Annahme;  sie  wird  später  noch  er- 
örtert werden.  Nun  setzen  wir  die  Werte  1)  und  2)  in  die  obige 
Gleichung  zwischen  A  und  A'  ein  und  erhalten: 

o'l      ZI 


Der  gesamte  Druck  D  war: 

Somit  gebt  die  obige  Beziehung  über  in: 

^    E  1)2  5 

(III)  2>  =  Z 


IE'     a-3i?      F  ' 

Hiermit  ist  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zwischen  D  und  Z  ge- 
funden. 

i)  Auflösung  der  Gleichungen, 

Nun  kommt,  wie  stets  bei  derartigen  Aufgaben,  als  letzte 
Arbeit  der  rein  mathematische  Teil,  nämlich  die  Auflösung  der 
Gleichungen.    Insgesamt  haben  wir: 

39* 
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(I) 
(11) 

(III) 


-Z   +   D    =    Py, 

Z{a  —  v)  =  Py'to , 

9    E 


D  =  Z 


V 


t 


2  E'      a-3v      F' 

Den  Wert  von  D  aus  Gleichung  (III)  setzen  wir  zunächst  in  die 
Qleichong  (I)  ein: 


(la) 


„(    ^   ,    9  E    h         V*      \      „ 


(IIa)  Z{a  —  v)  =  Py'W. 

Durch  Division  von  (IIa)  dnrch  (la)  hebt  sich  dann  Z  fort  and 
es  wird: 


(IV) 


^\2   JE/'   Fl   a-3t? 


=  w  . 


In  dieser  Gleichung  können  wir  noch  w  durch  v  ausdrücken: 

und  einsetzen.   Dann  haben  wir  eine  Qleiohung,  in  der  als  einzige 
unbekannte  der  Wert  v  vorkommt: 


(IVa) 


a  —  v 


1  + 


9   E 


2  E 


E    b\       t>* 
E'  Fl  a  —  iv 


=  c  +  p'. 


Den  Ausdruck  in  der  runden  Klammer  bezeichnen  vir  zur 
Abkürzung  mit  JT;  also 


9^6 


2  JE'  F 


->£. 


Dann  ergibt  sich  durch  Ausmultiplizieren: 

a_«  =  (-l  +  li:_^)(«  +  p') 


V 


8 


v^p 


^      a-3t?      ^^     a-3t;' 
und  schließlich,  nach  einigen  Umformungen: 

(V) 


t)3  -f-  v^'p    -f-l?«  3 — =^^r^- a — =^^:^—  =  0. 


K  K 

Das  positive  Vorzeichen  bei  p'  gilt,  wenn  p'  rechts  von  der 
Kante  o  liegt;   das  negative  gilt,  wenn  p'  linJca  von  c  fällt. 

Aus  der  obigen  Gleichung  ließe  sich  nun  für  v  direkt  eine 
Formel  aufstellen.    Da  letztere  aber  recht  unbequem  wird,  ist  es 
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praktischer,  die  Gleichung  (V)  durch  Probieren  zu  lösen  (s.  das 
folgende  Beispiel).  Sobald  dann  v  bekannt  ist,  ergeben  sich  aus 
den  Oleichungen  (II)  und  (I)  auch  Z  und  D  bzw.  a. 

Zusammenf assung : 
um  nach  dieser  Methode  die  Ankerkraft  Z  und  die  größte 
Druckspannung  a  zwischen  Fußplatte  und  Fundament  zu  berechnen, 
verfahren  wir  folgendermaßen: 

a)  Wir  nehmen  die  Plattenabmessungen  a  und  h  und  den 
Ankerquerschnitt  F  an  und  berechnen: 

1.  den  Abstand  p  der  Besultierenden  bis  Stützenachse  und 
hieraus  den  Abstand  jp^  bis  Plattenende; 

9  E   h 

2.  den  Hilfswert  JT  =  —  ^^  -=- .    [E  =  Elastizitätsmodul  vom 

Fundament,  jS7' « Elastizitätsmodul  vom  Anker.]  Bei 
Betonfundament  und  Flußeisenanker  kann  man  setzen: 
E:E'=l:lö.     Also  wird  hierfür: 

b)  Diese  Werte  p'  und  K  setzt  man  dann  in  die  Gleichung  ein: 
(V)  v^  +  v^p'+V'S—^^-a^^^   =0 

JA.  JL 

und  findet  (durch  Probieren)  t; .   [Hinsichtlich  der  Vorzeichen  von |7'8.o.] 

c)  Aus  t;  folgen  dann  schließlich : 

Ankerkraft  Z  =  —^ (Gleichung  H), 

€L  —  V 

Druck  D  =  Py  +  Z   (Gleichung  I), 

bzw. 

Spannung  im  Anker  a'=-^    (daZ  =  ö'./^, 

2 
Spannung  im  Fundament  a  =  D  — — -   (da  D  =  i  ö  .  3t;  •  6) . 

ov  0 

Zusatz:  um  hinsichtlich  der  Ankerfläche  F  einen  Anhalt  zu 
haben,  kann  man  zunächst  t;  «=  rd  ^  a  bis  -^  a  annehmen  und  hier- 
aus aus  der  obigen  Gleichung  Z  berechnen.  Mit  diesem  ange- 
näherten Wert  läßt  sich  dann  die  genaue  Bechnung  durchführen. 

8.  Beispiel. 
Die    in   Fig.   178a    gezeichnete   Stütze    ist  durch   die 
Kräfte  Pj  =  1000  kg  und  P,  -=  10000  kg  belastet.    Das  Fun- 
dament  ist  aus  Beton.   Die  Verankerung  ist  zu  berechnen! 
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Es  ist  also  gegeben: 

Py  =  10000  kg, 
P^  -  1000  kg. 
Ferner  wählen  wir: 

Platte  70  X  50  cm ;       also      2>  =  50  cm,       a  =  rd.  •  64  cm  , 
Ankerdurchmesser  2,0  cm;       also      F  =  3,14  qcm. 

a)  Nun  berechnen  wir  zunächst  die  Hilfs werte: 
SM        10000  . 0  +  1000  -400 


V 


10000 


=  40,0  cm, 


/>'=40,0-35=  +5,0  cm, 

fr  =  03^^  =  4»8- 
^^      ^'"^  3,14 


:^n'fOO0?Cgf 


^ 


? 


r^) 


\J 


Fig.  178. 


b)  Mit  diesen  Hilfswerten  lautet  die  Gleichung  (V): 


1,3  _|_  |;2 .  6^0  +  t?  •  3 


64,0  +  5,0 


^^^^64,0  +  5,0^^^ 


4,8  ^''^         4,8 

(V)       t?3  +  1?« .  5,0  +  t?  •  43,1  -  920  =  0 . 

Um  die  Gleichung  zu  lösen,  probieren  wir  zunächst  den  Wert 

t?  =  8,0  em 
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und  sehen  nach,  ob  Gleichung  (V)  erfüllt  ist.  Die  linke  Seite 
der  Gleichung  liefert: 

8,03  +  8,0« .  5,0  +  8,0 .  43,1  -  920 , 

1177-920=  +257. 

Es  kommt  also  nicht  der  Wert  Null  heraus,  den  die  linke  Seite 
von  Gleichung  (V)  haben  soll.  Der  Wert  von  v  =  8,0  cm  ist  also 
nicht  der  richtige.     Nun  probieren  ^ir 

V  =  7,0  cm. 
Die  linke  Seite  von  Gleichung  (V)  hat  den  Wert: 

7,0»  +  7,02 .  5,0  +  7,0 .  43,1  -  920 , 
890-920  =  -30. 
Dieser  Wert  ist  schon  so  nahe  an  Null,  daß  wir  v  =  7,0  cm   als 
richtig  ansehen  können.     (Der  genaue  Wert  von  v  ist  7,1  cm.) 
e)  Sobald  dann  v  bestimmt  ist,  finden  wir: 

OD         ^.i:"-.  125^  _  2100  tg, 

a  —  V  Ol 

(I)  D  =  Py  +  Z  =  12100  kg; 

hieraus 

2100 
Spannung  im  Anker  o' =  -ö":,  j-  =  670  kg/qcm, 

2 
Spannung  auf  das  Fundament  o  ==  12100-^-  „  tt  rtt  =  23  kg/qcm. 

Beide  Spannungen  sind  gering. 

Zusatz  1.    Zum  Vergleiche  wollen   wir  diese  Stütze  auch  nach  der 
vorhin  unter  Ib  aufgeführten  Rechenmethode  untersuchen  (Fig.  178  c — d). 

Das  Widerstandsmoment  des  Schnittes  de  ist:    W=  -50  •  70^  =  40800  cm^ 

6 

Also  ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Kernpunktsmomente: 

10000.51,66  ,.,-,     , 

'==--   T0800-  =  ^^-^^^/^^^' 

,        ,   10000  .  28,83        ,  ^  o  1,   ' 
'^  =+"    T0800     -= +6,9  kg/qcm. 

Die  Lage  der  Nullinie  ist  nach  §  90,  I  bestimmt  durch: 

7    7  3 

J  12  1     h'         1       70^       ,„„ 

'=  F.p=V.h^=  Vi  -p  =  12  •  -JÖ  =  ^°'2  ''"• 
Der  Druck  von  12,7  kg/qcm  soll  also  auch  dann  auftreten,  wenn  in 
dem  gezogenen  Teile  statt  des  Betons  der  Anker  wirkt.  Der  Ankerzug  Z 
wird  dann,  wenn  zwei  symmetrisch  angeordnete  Anker  vorhanden  sind, 
mitunter  folgendermaßen  berechnet:  Für  den  Ankerzug  Z  ist  der  Angriffs- 
punkt des  anderen  Ankers  der  „Drehpunkt".  (Was  und  weshalb  sich  etwas 
um  diesen  Funkt  drehen  soll,  wird  meistens  nicht  näher  begründet.)    Folg- 

lieh  wird:  Z=  i^-lü  =  1900  kg. 

Do 
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Das  Fehlerhafte  dieser  Berechnung  tritt  u.  a.  auch  dann  7utage,  wenn 
wir  die  Summe   von  sämtlichen  vertikalen  Kräften   bilden.    Dann  wird: 

vertikal  abwärts  10000 -f  1900=  11900  kg;   vertikal  aufwärts  ~  12,7  •  45,2 

.  50  =  14400  kg.     Wir  sehen  also,  daß  eine  derartige  Berechnung  Resultate 
liefert,  die  nach  den  Grundregeln  der  Statik  einfach  unmöglich  sind. 

Zusatz  2*  Hinsichtlich  der  in  unserer  Berechnung  gemachten  An- 
nahmen ergibt  sich  noch  folgendes:  Die  Annahmen,  daß  die  Druckkräfte 
sich  dreieckfOrmig  verteilen  und  daß  die  Fußplatte  eben  bleibt,  entsprechen 
den  allgemeinen  Grundlagen  für  die  Berechnung  von  auf  Biegung  bean- 
spruchten Körpern.  Die  Beziehung  1)  zwischen  V  und  Z  wird  sehr  gut 
stimmen,  da  es  sich  hier  um  die  Verlängerung  eines  auf  Zug  beanspruchten 
Eisenstabes  handelt.  Bedenklicher  ist  die  Beziehung  2).  In  Wirklichkeit 
gehen  die  einzelnen  Streifen  (Fig.  1 77  c)  natürlich  von  Oberkante  bis  Unter- 
kante Fundament  durch.  Der  Streifen  f  z.  B.  ist  also  ein  Stab,  der  oben 
durch  die  Kraft  o  f  und  an  der  ünterfiäche  durch  eine  kleinere  Kraft  be- 
lastet ist  (da  an  der  Fundamentsohle  kleinere  Pressungen  herrschen).  Der 
Unterschied  der  beiden  Belastungen  wird  durch  die  zwischen  je  zwei  Streifen 
wirkenden  Schubspannungen  aufgenommen  werden.  Da  eine  derartige 
genaue  Untersuchung  zurzeit  aussichtslos  ist,  haben  wir  eine  konstante 
Druckkraft  of  angenommen  und  dafür  eine  kürzere  Länge  des  Streifens 
eingeführt.  Man  beachte  hierbei  auch,  daß  die  Formänderung  des  unteren 
Teiles  des  Fundamentes  wenig  Einfluß  auf  die  gegenseitige  Lagenänderung 
von  Stützenplatte  und  Oberfläche  des  Fundamentes  haben  wird.  Übrigens 
sind  diese  Unsicherheiten  dieselben,  die  man  bei  der  Berechnung  von 
Eisenbetonkonstruktionen,  z.  B.  exzentrisch  belasteten  Eisenbetonstützen, 
dauernd  in  den  Kauf  nehmen  muß. 

Hinsichtlich  der  Sicherheit  der  ganzen  Berechnung  sei  auch  noch 
darauf  hingewiesen,  daß  der  Anker  von  vornherein  durch  Anziehen  der 
Muttern  Anfangsspannung  bekommt,  um  die  Platte  fest  gegen  das  Funda- 
ment zu  pressen.  Diese  Anfangsspannung  kann  sehr  verschieden  ausfallen. 
Wird  sie  übertrieben,  so  entstehen  natürlich  viel  höhere  Beanspruchungen, 
als  die  Rechnung  ergibt.  

n.  Fundamente. 

Die  Fundamente  werden  durch  die  Stütze  und  durch  Eigen- 
gewicht beansprucht.  Man  bestimmt  —  am  einfachsten  analy- 
tisch —  den  Schnittpunkt  der  Eesultierenden  R  sämtlicher  Kräfte 
mit  der  Fundamentsohle.  In  dieser  Sohle  können  natürlich  nur 
Druckkräfte  übertragen  werden,  da  ja  das  Fundament  lose  auf 
dem  Erdreich  aufsitzt.  (Als  Beispiel  nehme  man  Fig.  170  a  und  b, 
wo  eine  Fundamentfuge  A  D  mit  einer  angreifenden  Eesultierenden  R 
gezeichnet  ist.)  Wir  haben  also  folgende  Aufgabe:  Auf  einen 
Schnitt  AD^  in  dem  nur  Druck  übertragen  werden  kann,  wirkt 
eine  schräge  exzentrische  Kraft  R.  Wie  groß  sind  die  Spannungen 
(Pressungen)  in  diesem  Schnittet 
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Dio  Lösung  gescbieht  nach  §  91  (Spannungen  bei  nur  druck- 
festem  Material): 

a)  Liegt  der  Angriffspunkt  der  Besultierenden  innerhalb 
des  .Kerns,  so  ist  die  größte  Spannung  (Eantenpressung) : 

<VI) 


o  —  ■ 

U    '     W  )' 

oder  anch 

a  =  • 

P-f 

W    ' 

[P-  f=  Keramoment.] 

b)  Liegt  der  Durchgangspunkt  außerhalb  des  Kerns,  so  ist 
die  größte  Spannung 

(^")        "  =  - /Ä  • 

In  diesen  Formeln  ist  P  die  Vertikalkomponente  der  Besultierenden 
(also  =  By) .  Die  Horizontalkomponente  Rg  bringt  in  der  Fuge 
Schubspannungen  hervor  und  wird  durch  die  Beibung,  bzw.  den 
horizontalen  Gegendruck  der  Erde  aufgenommen.  Hinsichtlich 
des  Kerns  sei  noch  erinnert,  daß  beim  rechteckigen  Querschnitt 
die  Kernpunkte  in  Va  ^^^  Höhe  liegen. 

Als  größte  Kantenpressung  gilt  für  normale  Fälle  3— 4  kg/qcm. 

Beispiel. 

DU  SiüUe  Fig.  178a  habe  ein  Betanfundament :  Grundriß  1,20  X  1,20  m, 
Höhe  0,90  m.  Wie  groß  ist  die  Kantenpressung?  (Die  Figur  zeichne  man  selber.) 

Vertikallast  der  Stütze                                    10000  kg 
Fundamentgewicht  1,20  •  1,20  •  0,9  •  2000  =  2850  „ 

gesamte  Vertikallast "P==  12850  kg; 

Horizontallast  H  =  1000  kg. 

Abstand  der  Besultierenden  von  der  rechten  Fundamentkante: 

^  2M  ^  +1000(4,00  +  0,90)  —  12850  -  j  1,20  ^   +4900  —  7710 
^        Ry  12850  12850 

=  0,219  m  =  21,9  cm  (links  von  der  Kante). 

n  Kß*      r^      w  2-P  2-12850  ^^,     . 

Größter  Druck  o  =  -37^^  =  -3  -  21,9  ■  120  =  "^'^  ^«^/^"^- 

Zusati:  Häufig  werden  Fundamente  derart  untersucht,  daß  man  von 
den  Lasten  und  dem  Fundamentgewicht  die  Momente  in  bezug  auf  die 
äußerste  Kante  aufstellt  und  dann  das  „Kippmoment^'  mit  dem  „Gegen- 
moment" vergleicht.  [In  unserem  Falle :  „Kippmoment"  =  1000  (4,0  +  0,9) 
=  4900mkg;  „Gegenmoment"  =  12850  •  0,6  =  7710  mkg;  angebliche  „Kipp- 
sicherheit" =  7710  :  4900  =  1,6  fach.]  In  dieser  Aufstellung  ist  nicht  be- 
rücksichtigt, daß  die  Spannungen  <f  auch  ein  Moment  abgeben.  Fügt  man 
dieses  noch  hinzu,  so  kommt  als  Gesamtmoment  natürlich  „Null"  heraus. 
Diese  ganze  Kippuntersuchung  leidet  also  an  einer  inneren  Unklarheit. 
Maßgebend  für  die  Standsioherheit  sind  stets  die  auftretenden 
Spannungen. 


Abschnitt  VI. 

Der  Eisenbeton. 

19.  Vortrag: 

Bereehnung  von  Eisenbetonkonstruktionen  auf  Druek^ 

Biegung  und  Knickung. 

§100. 
Das  Grundprinzip  der  Eisenbetonbereehnungen. 

L  AUgemeines. 

Der  Beton  ist  ein  aus  Zement,  Wasser,  Sand,  Kies  oder  Stein- 
schlag hergestelltes  künstliches  Gestein.  Er  besitzt,  wie  die 
meisten  Gesteinsarten,  eine  ziemlich  bedeutende  Festigkeit  gegen 
Druckbeanspruchung,  aber  nur  eine  geringe  Festigkeit  gegen  Zug. 
Wenn  also  bei  einem  aus  Beton  hergestellten  Körper  (z.  B.  Balken) 
sowohl  Zug-  als  auch  Druckspannungen  auftreten,  werden  die 
Stellen,  in  denen  Zugspannungen  herrschen,  eine  viel  geringere 
Sicherheit  gegen  Bruch  besitzen,  als  die  auf  Druck  beanspruchten 
Stellen.  Man  erkennt  hieraus,  daß  hinsichtlich  der  Festigkeits- 
eigenschaften der  Beton  ein  unrationelles  Material  ist. 

Mit  Eücksicht  auf  diese  mangelhafte  Zugfestigkeit  des  Betons 
ist  man  zu  der  unter  dem  Namen  ,, Eisenbeton"  („verstärkter** 
oder  ,, armierter"  Beton)  bekannten  Bauweise  übergegangen:  An 
denjenigen  Stellen  der  Konstruktion,  an  denen  Zugspannungen 
auftreten,  werden  in  den  Beton  Eiseneinlagen  eingebettet.  (Bei 
einem  auf  zwei  Stützen  ruhenden  Betonbalken  also  in  den  unteren 
Schichten.)  Diese  Eiseneinlagen  haben  die  Aufgabe,  die  an  der 
betreffenden  Stelle  herrschenden  Zugspannungen  zu  übernehmen. 
Der  Beton  wird  hierdurch  entlastet  und  in  der  Hauptsache  nur 
zur  Aufnahme  der  Druckspannungen  herangezogen.  Auf  diese 
Weise  entsteht  ein  Zusammenwirken  von  Eisen  und  Beton  inner- 
halb eines  Körpers,  aber  mit  getrennten  Aufgaben. 
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IL  Beziehung  zwischen  Längciiänderung  und  Spannung  bei  Eisen  und  bei  Beton« 

Das  elastische  Verhalten  des  Eisens  ist  aus  unseren  früheren 
Untersuchungen  bekannt.  Vor  allen  Dingen  sei  daran  erinnert, 
daß  Eisen  ein  Material  ist,  das  sehr  gut  dem  ffoofee sehen  Gesetze 
gehorcht  (§  28,  30,  31).  Hat  ein  Eisenstab  eine  Spannung  a,  so 
läßt  sich  hieraus  seine  Dehnung  (Längenänderung  pro  Längen- 
einheit) berechnen,  indem  man  die  Spannung  durch  den  Elastizitäts- 
modul dividiert: 

Der  Elastizitätsmodul  des  Eisens  ist  jetzt  mit  E^  bezeichnet.  Er 
beträgt  bekanntlich  bei  Flußeisen  rund  2150000  kg/qcm. 

Die  Beziehung  (I)  gilt,  solange  die  Spannung  o  unterhalb  der 
Proportionalitätsgrenze  ist,  d.  h.  für  alle  für  die  Praxis  in  Betra<Jht 
kommenden  Spannungen.  Die  gesamte  Längenänderung,  die  ein 
Stab  von  der  ursprünglichen  Länge  l  infolge  der  Spannung  o  er- 
fährt, beträgt  somit: 

(la)  l^==.ee'l  =  ~^  • 

Diese  Beziehungen  (I)  und  (la)  haben  wir  ja  schon  wiederholt 
angewendet. 

Das  elastische  Verhalten  des  Betont  ist  weniger  regelmäßig. 
Der  Beton  ist  ein  Material,  das  nicht  dem  jBToofce sehen  Gesetze 
gehorcht.  Es  läßt  sich  also  keine  Verhältniszahl  E  angeben, 
mit  deren  Hilfe  man  aus  der  Spannung  o  direkt  die  Dehnung  € 
berechnen  kann.  Man  müßte  vielmehr  das  Potenzgesetz  (§  29) 
anwenden,  um  dann  mit  Hilfe  von  zwei  Faktoren,  m  und  E,  die 
Dehnung  zu  ermitteln. 

Für  die  Praxis  wird  aber  eine  derartige  Rechnung  mit  zwei 
Hilfszahlen  m  und  E  zu  umständlich.  Es  ist  deshalb  allgemein 
üblich,  und  durch  die  amtlichen  Vorschriften  auch  festgesetzt, 
daß  die  Dehnung  des  Betons  so  bestimmt  werde,  als  ob  dieses 
Material  ebenfalls  dem  ffoofce sehen  Gesetze  gehorcht.  Bei  einer 
gegebenen  Spannung  o  berechnen  wir  also  die  Dehnung  eines 
Betonstabes: 

(II)  e,  =  _^^-  . 

Die  Zahl  JB»  schwankt  für  die  verschiedenen  Betonsorton 
zwischen  100000 — 200000  und  müßte  eigentlich  für  jede  Mischung 
besonders  bestimmt  werden.     [Schon  aus  diesem  Grunde  hätte  es 
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wenig  Zweck,  die  genauen  Formeln  zur  Berechnung  der  Dehnung 
des  Betons  (Potenzgesetz)  anzuwenden.]  Die  gesamte  Längen- 
änderung eines  Betonkörpers  von  der  Länge  I  ergibt  sich  nach 
dieser  Annäherungsmethode: 

(IIa)  ^^  =  ^- 

Durch  die  Formeln  (la)  und  (IIa)  können  wir  also  die  Längen- 
änderungen ^  und  ^  berechnen,  die  ein  Eisen-  bzw.  Betonstab 
von  der  Länge  2  ausführt,  sobald  er  mit  einem  Betrage  o  (kg/qcm) 
gespannt  wird. 

in.  Das  Verhältnis  der  Spannungen  eines  Elsen-  and  eines  Betonstabes, 
deren  Längen  l  nm  gleiche  Beträge  X  geändert  wwden. 

Nun  wollen  wir  eine  sehr  wichtige  Beziehung  ableiten,  die 
das  gegenseitige  elastische  Verhalten  von  Eisen  und  von  Beton 
ins  rechte  Licht  setzt.  Ein  Betonkörper  von  der  Länge  2  werde 
um  ein  Stück  i.  zusammengedrückt.  Welche  Spannung  oj,  hat  er 
im  zusammengedrückten  Zustandet  Die  Antwort  ergibt  sich 
sofort  durch  Auflösung  der  Gleichung  (IIa).  Die  Spannung  muß 
nämUch  betragen: 

(III)  aj«y.^,. 

Diese  Kraft  muß  also  auf  jedes  Quadratzentimeter  des  Stabes 
aufgebracht  werden,  um  eine  Zusammendrückung  X  zu  erzielen. 
(Beträgt  der  Gesamtquerschnitt  des  Betonkörpers  F^  so  wäre  die 
erforderliche  Gesamtlast  demnach  JP  •  a^ .) 

Nun  möge  angenommen  werden,  derselbe  Körper  bestehe 
nicht  aus  Beton,  sondern  aus  Eisen,  und  erfahre  die  gleiche 
Längenänderung  X .  Welche  Spannung  a,  (Belastung  pro  Flächen- 
einheit) ist  jetzt  notwendig!  Die  Antwort  ergibt  sich  durch  Auf- 
lösung von  Gleichung  (la): 

(IV)  a,  =  A.^^. 

Vergleichen  wir  diese  Spannung  o^  mit  der  vorhin  erhaltenen 
Spannung  a^,  so  zeigt  sich  folgendes  Verhältnis: 

X    _ 
^  ^    l 

« 
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In  Worten:  Werden  ein  Eisen-  und  ein  Betonstab  von  den  ur- 
sprünglichen Längen  l  je  um  einen  Betrag  k  verlängert  oder  verJcürztj 
so  verhalten  sich  die  bei  dieser  Formänderung  entstehenden  Spannungen 
wie  der  Elastizitätsmodul  des  Eisens  zu  dem  des  Betons, 

Das  Verhältiiis    dieser    beiden    Elastizitätsmodul    bezeichnet 
man  gewöhnlich  mit  „n^^j 

Es 

wobei  für  n  im  allgemeinen  der  Betrag 


angenommen  wird.  (Vgl.  die  Durchschnittszahlen  von  E^  und  Ei, .) 
Mit  dieser  Abkürzung  erscheint  die  Gleichung  (V)  in  der  Form: 

(Va)  ^  =  -^-i  =  n  =  ~15. 

Oft       hl, 

Noch  deutlicher  wird  der  Inhalt  dieser  Gleichung,  wenn  wir  sie 
so  schreiben: 

(VI)  a,  =  n  •  aft  =  oo  15  •  05  . 

Das  heißt:  Wenn  ein  Eisenstah  um  einen  Betrag  i.  in  seiner  Länge 
verändert  tvirdj  so  erleidet  er  hierbei  die  n-fache  Spannung  wie  ein 
Betonstabj  der  an  seiner  Stelle  wäre.  Das  Eisen  ist  gewissermaßen 
n-mal  weniger  nachgiebig  als  Beton  und  muß  also,  um  eine  be- 
stimmte Längenänderung  zu  erfahren,  in  n-mal  so  große  Spannung 
versetzt  werden,  als  Beton. 

Diese  einfache  Aussage,  die  das  elastische  Verhalten  der  beiden 
Materialien  kennzeichnet,  wird  sich  wie  ein  roter  Faden  durch  alle 
Eisenbetonberechnungen  hindurchziehen! 


§101. 
Bereehnung  von  zentrisch  belasteten  Eisenbetonkorpem. 

L  Ermitttong  der  Spannungen. 

Aufgabe:  Ein  Betonkörper  mit  Elseneinlagen  (Fig.  179),  dessen 
Abmessungen  bekannt  seien,  ist  durch  eine  zentrisch  wirkende 
Last  P  auf  Druck  beansprucht.  Wie  groß  sind  die  Spannungen 
im  Eisen  und  im  Betont 
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Wir  wollen  zunächst  folgende  Bezeichnungen  einführen.     Es 

sei  die 

Querschnittsfläche  des  Betons:  Ff 
„  „    Eisens:  /i, 

Spannung  im  Beton:  a^», 
,j  j,    Eisen:  a,. 

Da  die  gesamten  vom  Eisen  und  vom  Beton  aufgenommenen 
Kräfte  gleich  der  Last  P  sein  müssen,  haben  wir  zur  Berechnung 
von  Of,  und  a«  zunächst  die  Beziehung: 

(I)  aft.P  +  a,./;  =  P. 

In  dieser  Gleichung  sind  die  beiden  Unbekannten  o^  und  n^ 
enthalten.    Zu  deren  Berechnung  müssen  wir  also  noch  eine  zweite 

Beziehung  aufsuchen.  Letztere  ergibt 
sich  aus  der  Betrachtung  des  elastischen 
Verhaltens  der  Konstruktion: 

Wenn  die  Last  P  auf  den  Eisen- 
betonkörper einwirkt,  wird  der  Beton 
samt  den  Eiseneinlagen  um  einen  Be- 
trag X  zusammengedrückt.  Wir  haben 
also  den  Fall,  daß  Beton  und  Eisen 
durch  Einwirkung  einer  äußeren  Kraft 
eine  gleiche  Längenänderung  durch- 
machen müssen.  Wie  nun  im  vorigen 
Paragraphen  gezeigt  ist,  besteht  in 
einem  solchen  Fall  stets  die  Beziehung: 
Die  Spannung  o^  im  Eisen  ist  das  n-fache 
der  Spannung  o^  des  Betons,  (n  =  Ver- 
hältnis des  Elastizitätsmoduls  des  Eisens 
Wir   haben   somit   die  weitere   Gleichung 


P 


immmmrn^ 


Fig.  179. 


ZU   dem  des   Betons.) 

(II) 

Nun  lösen  wir  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  nach  den  beiden 
Unbekannten  a^  und  a^  auf  und  erhalten: 


(I) 

aj.2!'  +  ö../;  =  p, 

(TI) 

Ot  —  n-Ob^ 

(la) 

ai-F  +  nai-f,-P  , 

Oi{F  +  n-f,)-P, 

Tin 

P 

rit.  =  — 

F  +  n-f, 
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Die  Spannung  a,  ist  das  n-fache  der  Betonspannung;  also: 


(IV) 


<"  • 


F  +  n-f. 

Hiermit  ist  sowohl  die  Spannung  im  Beton  als  auch  die  im  Eisen 
ermittelt. 

Zusammenfassimg:  Bei  einem  Eisenbetonkörper  mit  der  Beton- 
fläche  F,  der  Eisenfläche  /i  und  der  (zentrisch  wirkenden)  Druck- 
last P  ist  die 


(V) 


Spannung  im  Beton  a»  ss 


-F  +  w/e  ' 


» 


99 


Eisen   (Je  s  n  •  (Tb  =s 


nP 


F+U'/, 


Für  die  Verhältniszahl  n  ist  einzusetzen: 

n  =  15  . 


IL  Beispiele. 

Erstes  Beispiel.  Der  in  Fig.  179  gezeichnete  Eisenhetonstah  habe 
eine  Querschnittsfläche  von  38  y^  38  cm  vnd  12  Eiseneinlagen  von 
je  1,6  cm  0.  Die  Drudckraft  P  betrage  44000  hg.  Wie  groß  sind 
die  Spannungen  im  Beton  und  im  Eisen? 

Die  Querschnittsfläche  der  Eiseneinlagen  ist: 

/,  =  12  .  ^^^  =  21,21  qcm. 

Die  Querschnittsfläche  des  Betons  ist  gleich  dem  Gesamtquerschnitt 
der  Säule  (38  •  38  =  1444  qcm),  vermindert  um  den  durch  die  Eisen- 
einlagen fortgenommenen  Eaum  (21,21  qcm).  Meistens  wird  aber 
diese  letztere  Querschnittsverminderung  nicht  berücksichtigt,  so 
daß  man  einfach  schreibt: 

p  =  38  .  38  =  1444  qcm. 

Das  Verhältnis  der  Elastizitätsmodul  E^  und  Ej,  ist: 

n  =  15. 

Somit  folgen  aus  unseren  Formeln  die  Spannungen: 

44000 


Ob  = 


1444  +  15  •  21,21 
öa  =  15  •  25  —  375  kg/qom. 


=  25  kg/ qcm. 
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Zweites  Beispiel.  Ein  Eisenbetonpfeiler  von  30  yC  30  cm  Quer- 
schnitt  mit  vier  Rundeisen  von  je  2j3  cm  0  ist  mit  einer  Last  von 
30000  kg  zentrisch  heiastet.    Wie  groß  sind  a»  und  o^t 

Es  ergeben  sich  der  Reihe  nach: 

/.  =  4 .    '^       =  16,62  qcm, 

J'  =  30-30  =  900qcm; 

30000  Ol.  i  1,  / 

^*  ==  900  +  15 .  16,62  =  ^^'^  ^^/^^°^' 

a,  =  15  •  26,1  =  392  kg/qcm. 


Zusatz:  Die  Formel  für  a^  ist  sehr  einfach  zu  merken.  Im 
Zähler  des  Bruches  steht  die  aufzunehmende  Last  P.  Im  Nenner 
stehen  die  tragenden  Querschnittsflächen  F  und  /«,  wobei  aber 
der  Eisenquerschnitt  im  n-fachen  Betrage  einzusetzen  ist.  Diese 
Multiplikation  mit  der  Verhältniszahl  n  ist  eben  dadurch  zustande 
gekommen,  daß  Eisen  n-mal  soviel  Spannung  aufnimmt  wie  Beton, 
der  an  seiner  Stelle  wäre. 

Sobald  a»  berechnet  ist,  folgt  a«  direkt  aus:  a,  =«n«a». 

§102. 

Berechnung  von  auf  Biegung  beanspruchten  Eisenbetonbalken  mit 

einseitiger  Eiseneinlage. 

L  Annahmen  über  die  Spannungen. 

Wir  wollen  folgende  für  die  Berechnung  von  Eisenbetonbalken 
grundlegende  Aufgabe  behandeln:  Ein  Betonbalken  von  recht- 
eckigem Querschnitt  b  X  ^  sei  in  der  (unteren)  Zugzone  durch 
Eiseneinlagen  von  dem  Gesamtquerschnitt  /«  verstärkt  (Fig.  180a 
und  b).  Die  Spannungen  im  Beton  und  im  Eisen  sind  zu  be- 
rechnen. 

1.  Hinsichtlich  der  Zugsptmnungen  im  Beton  machen  wir  die 
Annahme,  daß  der  Beton  gegen  Zugbeanspruchungen  überhaupt 
nicht  widerstandsfähig  sei.  Für  einen  Schnitt  (x — ß  (Fig.  180  a, 
b  und  c)  ergibt  sich  also  folgendes  Spannungsbild:  In  der  obersten 
Schicht  herrscht  die  größte  Druckspannung  im  Beton.  Diese 
Spannung  nimmt  dann  nach  unten  zu  allmählich  ab  bis  auf  Null. 
Unterhalb  des  Punktes  N  in  Fig.  180  c  würde  Zug  auftreten.  Da 
aber  der  Beton  gegen  Zugbeanspruchung  nicht  widerstandsfähig 
ist,  schalten  wir  seine  Wirksamkeit  innerhalb  der  Zugzone  voll- 
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ständig  aus  und  nehmen  nur  die  Eiseneinlagen  als  wirksam  an. 
Von  der  allgemeinen,  in  §  38  behandelten  Biegungsaufgabe  unter- 
scheidet sich  der  vorliegende  Fall  also  dadurch,  daß  unterhalb 
des  Punktes  N  nur  an  einer  Stelle,  nämlich  da,  wo  die  Eisen- 
einlagen  sitzen,  Spannungen  angenommen  werden. 

2.  Hinsichtlich  der  Drtu^ikspannungen  im  Beton  machen  wir 
die  Annahme,  daß  sie  geradlinig  von  ihrem  Größtwerte  an  der 


(c) 


13^  n 


JV 


<K 


(h-a<KL)h 


(d) 


Fig.  180. 


obersten  Kante  bis  zu  dem  Werte  ISTull  an  einem  Punkte  'S  ab- 
nehmen (Fig.  180c).  Biese  Annahme  entspricht  der  ^at^ierschen 
Hypothese  in  der  allgemeinen  Biegungslehre  (§  38).  Falls  die 
Spannungen  nicht  zu  groß  sind,  wird  sie  auch  beim  Beton  einiger- 
maßen stimmen.  Die  Linie  n — n  in  Fig.  180b,  die  die  Grenze  der 
Druckzone  bedeutet,  werden  wir  wieder  die  ^^^uUinie^^  nennen.  Sie 
habe  von  der  oberen  Kante  den  (zunächst  unbekannten)  Abstand  x . 
3.  Hinsichtlich  der  Ifirkung  der  EiseneinUigen  machen  wir  die 
Annahme,  daß  das  Eisen  vollständig  unverrückbar  im  Beton  ein- 
gebettet sei.     Bei  der  unter  der  Belastung  eintretenden  Durch- 


Fiseher,  Statik. 
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biegung  des  Balkens  soll  also  das  Eisen  genaa  dieselben  Dehnungen 
ausführen  wie  die  anschließenden  Beton  teile.  Auf  Grund  dieser 
Annahme  werden  wir  dann  später  die  Spannung  im  Eisen  durch 
die  Betonspannung  ausdrucken. 

Der  Abstand  der  Eisen  von  der  unteren  Kante  sei  a  (Fig.  180  b 
und  c),  so  daß  für  die  Entfernung  der  Nullinie  von  den  Eisen - 
einlagen  die  Strecke  h — a — x  übrigbleibt.  Der  Abstand  a  be- 
stimmt sich  aus  praktischen  Bücksichten,  da  unter  den  Eisen 
noch  eine  Schicht  Beton  von  1 — 2  cm  Stärke  als  Schutz  gegen 
Bosten  usw.  vorhanden  sein  muß. 


n.  Die  Normalspannungcn  c^  und  <r^, 

a)  Ableitung  der  Formeln  für  oj,  und  a«. 

Die  größte  Druckspannung  im  Beton  (in  der  äußersten  Druck- 
schicht) heiße  a^;  die  Spannung  im  Eisen  heiße  a^  (Fig.  180  c). 
Letztere  Spannung  können  wir  für  den  ganzen  Eisenquerschnitt 
zugrunde  legen,  obgleich  ja,  streng  genommen,  auch  die  Spannungen 
ded  Eisens  für  die  einzelnen  Fasern  desselben  etwas  voneinander 
verschieden  sein  werden.  Die  Berechnung  von  oj,  und  a^  in  dem 
betrachteten  Querschnitte  a — ß  sei  unsere  nächste  Aufgabe. 

Aus  der  Höhe  x  und  der  Breite  h  der  Druckzone  ergibt  sich  die 
EesultierendeZ>  der  Druckkräfte,  ausgedrückt  durch  die  Spannung  a^ : 

D  =  -^  Oft  •  a?  •  &  . 

Aus  dem  Flächeninhalte  f^  der  Eiseneinlagen  und  deren  Spannung  a« 
ergibt  sich  die  gesamte  vom  Eisen  ausgeübte  Kraft: 

Z  ^  o^'f^. 

Diese  beiden  inneren  Kräfte  D  und  Z  sind  also  in  dem  betrachteten 
Querschnitte  wirksam  (Fig.  180d),  entsprechend  den  inneren  Kräften 
/>  und  Z  bei  der  allgemeinen  Biegungsaufgabe  (Fig.  78).  Außerdem 
sind  noch  Schubspannungen  vorhanden  nach  Art  von  Fig.  79  a; 
doch  wollen  wir  uns  um  diese  Spannungen  jetzt  nicht  kümmern. 
Zur  Berechnung  von  D  und  Z  dienen  die  Oleichgewichts- 
bedingungen:  (I)  JB^  =  0 ,  (IT)  2"  Jlf  =  0 .  (Die  Gleichung  1^  =  0 
wäre  zur  Ermittlung  der  Schubspannungen  zu  verwenden.)  Als 
Bezugspunkt  für  die  Momente  nehmen  wir  den  Angriffspunkt  E 
der  Kjaft  Z.    Dann  ergibt  sich  (Fig.  180d): 

(I)  2>  =  Z, 

(n)  2>  (ä  -  a  -  |-)  =  Jlf  . 


—    627     — 

Hierin  ist  Jf  =  +Ä  •  p  —  Pj  •  pj  —  Pj  •  pg  ==  MomeDtensamme  der 
äußeren  Kräfte.  Drücken  wir  D  und  Z  durch  die  Spannungen  o^ 
und  a,  auS|  so  folgt: 

(la)  -öOb'X'h^o^'f^f 


(IIa)  —  a^  •  a?  •  2>  ( Ä  —  a  —  — j  =  Jtf" . 


In  diesen  beiden  Gleichungen  sind  die  drei  Unbekannten  a^,  a^ 
und  X  (Lage  der  Nullinie).  Zu  deren  Bestimmung  müssen  wir  also 
noch  eine  dritte  Beziehung  aufsuchen: 

Entsprechend  der  allgemeinen  Biegungslehre  machen  wir  die 
Annahme,  daß  die  Spannungen  im  Verhältnisse  ihrer  Abstände 
von  der  Nullinie  wachsen.  Diese  Abstände  sind:  für  die  Spannung  a« 
der  Abstand  h  —  a  —  x^  für  die  Spannung  a^  der  Abstand  x .  Da 
aber  Eisen  stets  die  n-fache  Spannung  aufnimmt  wie  Beton,  der 
an  seiner  Stelle  wäre,  so  schreiben  wir 

nicht         a, :  oft  =  (Ä  —  a  — -  0?) :  iP  , 

(in)  sondern    o^\0},^n{)i  —  a  —  Qi)\x  . 

Wie  gesagt,  ist  dieses  nur  eine  Anna\me  über  das  Verhältnis  der 
Spannungen  zueinander.  Sie  gründet  sich  darauf,  daß  die  Eisen- 
einlagen  dieselben  Dehnungen  ausführen,  wie  der  Beton  in  den 
betreffenden  Schicüten. 

Nun  haben  wir  insgesamt  drei  Gleichungen  zur  Ermittlung 
der  drei  Unbekannten  rr,  a^  und  o^\ 

(la)  -g  ^ö'^-^^^«'/«» 

(IIa)  ~ ae,  •  a?  •  &  (ä  —  a  —  yj  =  Jf  , 

n(Ä  — a  — 0?) 
(III)  a.  =  -^ l.o^. 

Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  setzen  wir  den  Wert  a«  aus 

Gleichung  (III)  in  (la)  ein: 

,_,,                1            -       n(Ä  — a  — a?)  . 

(Ib)  -^  ^*  •  ^  •  *  ^ ^ ^*  •/«  > 

1  ^   ,       n(^  -  g  -  x) 

—  a?«&  ==  n/;(Ä  --a)-nxUj 

^,,    2n/.          2'nUh--a) 
x^  +  -y-x ^ . 
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Somit  haben  wir  eine  Gleichung  erbalten,  in  der  ntir  die  eine  Un- 
bekannte X  vorkommt.  Allerdings  ist  die  Gleichung  quadratisch. 
Ihre  Auflösung  liefert: 


^f^ 


2h(h-a) 


Das  negative  Vorzeichen  der  Klammer  kommt  nicht  in  Betracht, 
weil  dann  der  Wert  x  negativ  herauskommen  würde.  Es  ergibt 
sich  also  für  den  Abstand  x  der  Schlußwert: 


(IV) 


Hiermit  ist  die  Lage  der  Nullinie  bestimmt.    Die  Formel  ist  recht 
unbequem;  doch  muß  mit  ihr  gearbeitet  werden. 

Sobald  dann  x  berechnet  ist,  ergibt  sich  aus  Gleichung  (IIa) 
die  Spannung  a»: 


(V) 


Betonspannung  (T»  = 


2Jlf 


öflcfft  —  a — ^j 


Die  Spannung  a«  läßt  sich  aus  Gleichung  (III)  oder  aus  Glei- 
chung (la)  berechnen,  indem  man  für  a^  den  in  Formel  (V) 
stehenden  Wert  einsetzt.     Die  Gleichung  (la)  liefert: 


(VI) 


Eisenspannung  <r«=: 


hx 


Ob- 


M 


/.(*-«-!)■ 


Die  obige  Formel  folgt  übrigens  auch  direkt  aus  der  Gleichgewichts- 
bedingung, daß  die  Summe  der  linksherum  zeigenden  Momente 
gleich  der  Summe  der  rechtsherum  zeigenden  ist,  indem  man  den 
Angriffspunkt  von  D  als  Bezugspunkt  wählt: 


-z(Ä-a-|)  =  Jf, 


Z^O,'fe  = 


M 


M 

O,  =  —. r-  . 
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Durch  die  Formeln  (IV) — (VI)  haben  wir  unsere  eingangs  gestellte 
Aufgabe,  bei  einem  gegebenen  Eisenbetonbalken  die  Spannungen 
ot  und  a«  zu  berechnen,  gelöst. 

h)  Zulässige  Werte  der  Spannungen  a^  und  o«. 

Leider  bestehen  über  die  zulässigen  Werte  von  oj,  und  a« 
keine  einheitlichen  Vorschriften.  Für  die  Ausführung  von  Hoch- 
bauten gelten  in  Preußen  die  „Bestimmungen  für  die  Ausführung  von 
Konstruktionen  aus  Eisenbeton  bei  Hochbauten  vom  24.  Mai  1907'^ 
(Verlag  von  Wilhelm  Ernst  &  Sohn.)  Diese  Bestimmungen  schreiben 
für  die  Maximalwerte  von  o^  und  a«  bei  Eisenbetonbalken  vor: 

Ob  max  **=  "^  ^^  nachgewiesenen  Bruchfestigkeit  des  Betons  gegen  Druck, 
'  o 

Oe,  max  «=  1000  kg/qcm. 

Hiernach  kann  man  bei  gutem  Beton  einen  Orenzwert  von 

Ob  «—  rd.  40  kg/qcm 

annehmen.    (Für  "Eisenbeton stützen  gelten  andere  Werte!  s.  §  105.) 

e)  Beispiele. 

Erstes  Beispiel.  Ein  Eisenbetonbalken  habe  die  Spannweite 
und  Querschnittsabmessungen  (Fig.  180a  und  b): 

l  =  300  cm,       6  =  20,0  cm,     h  =  39,0  cm. 

Die  (in  der  Zugzone  befindlichen)  Eiseneinlagen  bestehen  aus  vier 
Eundeisen  von  je  1,2  cm  0  mit  2,4  cm  Schutzschicht.  Die  Be- 
lastung sei  gleichmäßig  verteilt  und  betrage  P  =  3200  kg. 

Wie  groß  sind   die  größten   Spannungen  im   Eisen   und   im 

Betont     (verhältniszahl  n  =  -=^  =  15.) 

Zunächst  berechnen  wir  die  Hilfswerte 

/;  =  4.^^?^  =  4,52qcm;    a  =  2,4 +  ^  =  3,0  cm;    Ä-a=--36,0  cm. 
4  ^ 

„           PI       3200 • 300       .--__-       , 
-Ifmax  =  -ö-  = ö "  120000  cmkg. 

Dann  ergeben  sich  der  Beihe  nach: 

2  •  20,0  •  36,0 


15 
* 20 


^o^h+F 


15 . 4,52 

3,39  [-1  +  yi  +  21,2]  =  3,39  [-1  +  y22;;2] 

3,39[-l  + 4,71]  =  12,6  cm. 
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■^  =  4,2  cm;         Ä  -  a  -  |^  =  36,0  -  4,2  =  31,8  cm. 
3  o 

2 .  120000  cmkg  on  n  w  / 

0.  = s=  29,9  ke/qcm, 

*      20,0cm.l2,6cm.31,«'i5m  '      ^'^ 

120000 


a-  = 


— --  SS  835  kfir/qcm. 

4,52.31,8  ^'^ 


Zweites  Beispiel.  Eine  Eisenbetondecke  von  I  -»  2,10  m  Spann- 
weite und  h  =  10,0  cm  Höhe  hat,  auf  1,0  m  Breite  gerechnet, 
10  Eundeisen  von  8  mm  0  im  Abstände  von  a  =  1,5  cm.  Die 
Last  beträgt  p  =  590  kg  pro  qm.  Wie  groß  sind  ot  und  a,  in 
Mitte  Spannweitet 

Es  ist: 
I  —  210  cm ;       h  =  100,0  cm ;       »  =  10,0  cm. 

f^  ^  loM!lfi  =  5,03  qcm;       »  -  a  =  10,0  -  1,5  -  8,5  cm. 
4 

1240  •  210 
P  =  590  •  2,10  =  1240  kg;       M ^ 32500  cmkg. 

o 

Aus  diesen  Grandlagen  ergeben  sich 

15  •  5,03 


a»  = 


100,0 


A    ,   2.100,0-8,5 


+  ]/!  + 


15  •  5,03 


=  2,9  cm. 


A  -  a  -  I-  =  8,5  -  0,97  =  7,53  cm; 


2-32500  oao,    / 

"»  =  rOÖ70  -  2,9  -  7,53  =  29,8  kg/qcm, 

32500  _„  .    , 

"•  =  5;ö3T7;53-  -=  ^^^  ^s/*»*«"- 

d)  Mittel  zur  Herahminderung  der  Spannungen  a^  und  a«. 

Ergeben  sich  bei  einem  Entwürfe  zu  große  Werte  von  ot 
oder  a«,  so  wird  man  zunächst  daran  denken,  die  Höhe  h  des 
Balkens  zu  vergrößern.  Aber  auch  die  Vergrößerung  des  Eisen- 
querschnittes fg  dient  zur  Verminderung  von  a^  und  a«.  Man 
kann  also  zwei  Mittel  anwenden.  Ist  der  Beton  billig,  so  nehme 
man  reichlich  Höhe  und  Breite,  um  hierdurch  Eisen  zu  sparen 
(selbst  wenn  der  Beton  nicht  bis  zum  zulässigen  Werte  ausgenutzt 
wird).     Bei  teurem  Beton  dagegen  nehme  man  reichlicher  Eisen. 
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III.  Die  Sehubspannungon  Tq  Im  Beton. 

a)  Ableitung  der  Formel  für  Tq. 

Die  Spannungen  a»  und  o«  treten  in  Schnitten  rechtwinklig 
zur  Stabachse  auf.  Nun  zeigt  aber  die  Erfahrung,  daß,  sobald 
Betonkonstruktionen  sich  zu  stark  durchbiegen,  häufig  ein  hori- 
zontaler Längsriß  (parallel  der  Stabachse)  entsteht.  Es  bildet  sich 
dann  eine  annähernd  horizontal  verlaufende  Bruchfuge.  Aus  diesem 
Grunde  ist  es  nötig,  auch  Horizontalschnitte  des  Balkens  hinsieht- 
lieh  der  auftretenden  Spannungen  zu  untersuchen.  (Vgl.  die  sehr 
ähnliche  in  §  78  durchgeführte  Untersuchung.) 

Bei  dem  in  Fig.  181  gezeichneten  Balken  wollen  wir  die  auf 
ein  Stück  ocNN'  ß  wirkenden  Kräfte  betrachten.  Dieses  Stück  er- 
strecke sich  auf  eine  Länge  Ax  und  in  der  Höhe  von  der  äußersten 
Druckfaser  bis  zur  Nullinie.  Auf  die  Fläche  ocN  wirken  die  vom 
Teile  I  auf  den  Teil  II  ausgeübten  inneren  Kräfte.  Die  Eesul- 
tierende  D  dieser  Kräfte  ist  im  vorigen  Absatz  dieses  Paragraphen 
bestimmt :  Ist  M  die  Momentensumme  des  Balkens  für  den  Schnitt  oc , 
so  folgt  D  aus  der  Momentengleichung  für  den  Punkt  E  [s.  Glei- 
chung (H)  in  Absatz  II,  Fig.  180d]: 


D{h^a-j)  =  Mi 


also 


m  D-  " 


Dieses  ist  also  die  Kraft,   mit  der  die  Balkenteile  gegeneinander 
drücken. 

Entsprechend  ergibt  sich  die  Kraft  D',  die  der  Balkenteil  III 
auf  den  Teil  II  ausübt:  Ist  M'  das  Moment  an  dem  Schnitte  ß, 
so  ist 

(11)    I.'-  "■ 


('— v)' 


Da  M  und  M'  im  allgemeinen  voneinander  verschieden  sind,  so 
sind  auch  D  und  D'  verschieden  groß. 

In  Fig.  181c  ist  das  Balkenstück  ocNN^ß  mit  diesen  beiden 
Kräften  D  und  D'  getrennt  herausgezeichnet.  Nun  erkennt  man 
folgendes:  Da  einerseits  die  beiden  Kräfte  D  und  D'  voneinander 
verschieden  sind,  andererseits  aber  das  Stück  ocNN'ß  trotzdem 
innerhalb   des   Gesamtbalkens   im    Euhezustand   bleibt,    so   muß 
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aaßer  diesen  Kräften  B  und  D'  noch  eine  weitere  horizontale 
Kraft  wirksam  sein,  die  dem  Unterschied  von  D  und  D'  das 
Gleichgewicht  hält.  Diese  Kraft  kann  nur  in  der  horizontalen 
Fläche  NN'  vorhanden  sein,  da  diese  die  einzige  noch  nicht  unter- 
suchte Fläche  ist,  in  der  das  Stück  (xNN'ß  mit  dem  übrigen 
Körper  in  Berührung  steht.  In  dieser  Fläche  NN'  muß  also 
eine  Kraft 

vorhanden  sein.  Somit  haben  wir  aus  der  Tatsache  des  Oleich- 
gewichtszustandes  des  betrachteten  Balkenstückes  das  Vorhanden- 
sein und  die  Größe  dieser  Kraft  T„  theoretisch  hergeleitet.  Prak- 
tisch macht  sich  die  Existenz  der  Kraft  T^  dadurch  bemerkbar, 
daß  in  der  Tat  bei  Betonkörpern  horizontale  Bruchfugen  auf- 
treten, indem  bei  zu  starker  Belastung  der  obere  Teil  sich  gegen 
den  unteren  verschiebt.  Namentlich  bei  gewissen  Konstruktionen 
(Plattenbalken,  §  104)  kann  diese  Art  von  Zerstörung  leicht  ein- 
treten. 

Zur  bequemeren  Berechnung  von  T^  setzen  wir  für  D  und  2>' 
ihre  Werte  ein  und  erhalten: 

M'  M 


(III) 


T   = 


M'-M 


Nun  ist  aber  bei  jedem  Träger  der  Unterschied  der  Momenten- 
summen zweier  aufeinanderfolgenden  Querschnitte  gleich  der  Kraft- 
summe an  dieser  Stelle  mal  dem  Abstand  der  beiden  Querschnitte 
(§  57, 1).  Bezeichnen  wir  die  Querkraft  an  der  betrachteten  Stelle 
des  Balkens  mit  Q,  so  können  wir  also  die  obige  Formel  auch 

schreiben: 

Q'Ax 


(IV)  T, 


(*-»-f)' 


Um  hieraus  einen  Einblick  in  die  Beanspruchung  des  Materials 
zu  erhalten,  müssen  wir  diese  Kraft  T^  noch  auf  die  Bean- 
spruchung pro  Flächeneinheit  (qcm)  umrechnen.  Bei  einer  Breite  6 
des  Balkens  verteilt  sich  die  Kraft  T«,  auf  die  Fläche  b-Ax. 
Allerdings  wird  diese  Verteilung  durchaus  nicht  gleichmäßig  sein. 
Trotzdem  rechnet  man  aber  im  Betonbau  diese  horizontale  Be- 
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anspruchung  so,  als  ob  jedes  Teilchen  der  Fläche  h'Ax  gleichviel 
von  der  Gesamtkraft  T„  aufnimmt,  gleichgültig,  ob  es  am  Bande 
oder  im  Innern  des  Balkens  liegt.  (Eine  Untersuchung  hinsicht- 
lich des  genauen  Verteilungsgesetzes  ist  beim  Eisenbetonbalken 
aussichtslos.)    Man  nennt  diese  horizontale,  auf  die  Flächeneinheit 


JXi 


n 
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h-a-jc 


-^-■-F- 
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M 


igfzone 
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Fig.  181. 


z: 


entfallende   Beanspruchung   die   „horizontale   Schubspannung  x^^ 
des  Betons.     Sie  ergibt  sich  aus  Formel  (lY): 

Q'  Ax 


(»— f) 


&  •  Ax 


(V) 


Hiermit  ist  auch   die  Beanspruchung   der   horizontalen   Schnitt- 
flächen untersucht. 

Zu%a^  1:  Nicht  nur  in  der  Fläche  NN%  sondern  auch  in 
anderen  horizontalen  Schnitten  treten  Schubspannungen  auf.  Für 
die  Schicht  NN'  sind  sie  jedoch  am  größten;  denn  das  über  dieser 
Schicht  befindliche  Balkenstück  (kNN'  ß  hat  das  gesamte  Druck- 
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dreieck  aufzuDehmen,  so  daß  die  auf  ein  Verschieben  hinzielende 
Differenz  D'  —  D  der  Horizontalkräfte  am  größten  wird. 

Zusatz  2:  Die  drei  Kräfte  2>,  2>'  und  T„  in  Fig.  181c  erfüUen 
zwar  die  Bedingung,  daß  die  Summe  sämtlicher  Horizontalprojek- 
tionen gleich  Null  sein  muß,  aber  noch  nicht  die  Bedingung 
ZM='0.  Dieser  Mangel  weist  darauf  hin,  daß  noch  weitere 
Kräfte  vorhanden  sein  müssen.  (Denn  das  Balkenstück  führt 
doch  keine  Bewegung  aus!)  In  der  Tat  wirken  noch  die  verii- 
Jcakn  Schubkräfte  T«  und  T;  (Fig.  181  d).  Letztere  bestimmen 
sich  aus  den  Qleichgewichtsbedingungen  JBy  =  0  und  UM  =»  0 .  Für 
den  einfachen  Fall,  daß  innerhalb  der  Strecke  Ax  keine  Last  steht, 
lauten  dann  die  Bedingungen  (Punkt  E^  als  Bezugspunkt  genommen) : 

Hieraus 

(VI)  r,  -  t;  =  y      ^ 


(»  —  £)• 


Jetzt  erst,  nach  Hinzufügung  der  beiden  Kräfte  T,  und  T,',  ist 
das  betrachtete  Balkenstück  so  weit,  daß  sämtliche  drei  Gleich- 
gewichtsbedingungen erfüllt  sind.  (S.  Fig.  181  d!)  Erfahrungs- 
gemäß sind  jedoch  die  vertikalen  Schubkräfte  von  untergeordneter 
Bedeutung,  so  daß  die  betreffenden  Beanspruchungen  pro  Flächen- 
einheit nicht  untersucht  zu  werden  brauchen. 

h)  Zulässiger  Wert  der  Sehuhspannung  Tq. 

Als  größten  zulässigen  Wert  für  die  Schubspannung  Tq  schreiben 
die  preußischen  Vorschriften  für  Betonhochbauten  vor: 

to,max  =  455  kg/qcm.. 

1 

bzw.   =  -z    der  nachgewiesenen  Bruchfestigkeit  gegen  Schub. 
o 

Da  man  die  Bruchfestigkeit  eines  Betonkörpers  gegen  Schubbean- 
spruchung selten  untersucht,  so  rechnet  man  allgemein  mit  dem 
Wert«  von  4,5  kg/qcm. 

c)  Beispiele. 

Erstes  Beispiel.  Bei  dem  im  vorigen  Absätze  untersuchten 
Eisenbetonbalken  („Erstes  Beispiel'^  S.  629)  ist  die  größte  Schub- 
spannung des  Betons  zu  bestimmen! 
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Die  größte  Querkraft  Q  dieses  Balkens  ist  (am  Auflager): 

ö  =  Jl--|- 3200  =  1600  kg. 

Ferner  hatten  wir  bereits  den  Abstand  der  Nullinie  berechnet: 

X  =  12,6  cm  ;       h  —  a  —  -^  =  31,8  cm. 

o 

Hieraus  ergibt  sich: 

Q  1600 


^0  = 


(»-«-!) 


20,0 .  31,8 


«  2,5  kg/qcm. 

Die  Beanspruchung  bleibt  also  unter  der  zulässigen  von  4,5  kg/qcm. 
Zweites  Beispiel.     Bei   der  im  Absätze  II  dieses  Paragraphen 
untersuchten  Eisenbetondecke  ist  die  größte  Schubspannung  des 
Betons  zu  berechnen! 
Lösung : 

620  noi     / 

'^  =  100,0  ■  7,53  =  ^'^  ^^/^^°^- 

d)  Mittel  zur  Serahminderung  der  Schubspannung  Tq. 

Nicht  immer  fallen  diese  Schubspannungen  Tq  so  gering  aus, 
wie  in  den  obigen  zwei  Beispielen.  Dann  hat  man  hauptsächlich 
zwei  Mittel,  um  die  Beanspruchung  des  Materials  zu  vermindern. 

(x)  Aufbiegen  der  Eiseneinlagen  an  den  Enden  (Fig.  182).  Da 
an  den  Balkenenden  die  Momentensumme  M  und  also  auch  die 
Beanspruchung  der  Eiseneinlagen  sehr  gering  ist,  kann  man  einige 
derselben  aufbiegen  und  aus  der  Zugzone  in  die  Druckzone  über- 
führen. Hierdurch  entsteht  eine  gute  Verbindung  des  über  der 
Nullinie  liegenden  Betons  mit  dem  unterhalb  der  Nullinie  befind- 
lichen, so  daß  ein  gegenseitiges  Verschieben  der  beiden  Teile  in 
horizontaler  Richtung  verhindert  wird. 

Die  Beanspruchung  der  aufgebogenen  Eiseneinlagen  pflegt 
man  folgendermaßen  darzustellen:  Da  die  Schubspannungen  tq 
direkt  proportional  den  Eraftsummen  Q  sind,  so  sind  sie,  wie 
diese,  am  Auflager  am  größten,  und  nehmen  von  hier  aus  nach 
der  Mitte  Spannweite  ab.  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir 
voraus,  daß  sie  gleichmäßig  von  den  Balkenenden  nach  der  Balken- 
mitte  abnehmen.  Trägt  man  die  Werte  t©  für  die  verschiedenen 
Stellen  des  Balkens  zeichnerisch  auf,  so  bekommt  man  nach  dieser 
Annahme  die  in  Fig.  182  c  gezeichnete  Fläche.  (Nur  bei  gleich 
mäßig  verteilter,  ständiger  Belastung  ist  diese  Darstellung  genau 
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richtig,  da  nur  in  diesem  Falle  die  Querkraftfläche  ebenfalls  durch 
eine  gerade  Linie  begrenzt  ist;  vgl.  Fig.  96.) 

Zunächst  ergibt  sich  jetzt  die  Stelle,  an  der  die  Schubspan- 
nung den  zulässigen  Wert  von  4,5  kg/qcm  gerade  erreicht.  Be- 
zeichnet man  die  Schubspannung  am  Auflager  mit  tq  (größer  als  4,5), 
80  flnden  wir  jene  Stelle  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  in  Fig.  182  c: 

(to-4,5):c=.To:-2  , 

Innerhalb  der  Strecken  e  in  Fig.  182  muß  also  für  eine  Ver- 
bindung der  Druckzone  mit  der  Zugzone  des  Balkens  gesorgt 
werden,  da  sonst  ein  gegenseitiges  Verschieben  der  beiden  Zonen 
zu  befürchten  ist.  Nimmt  man  an,  daß  innerhalb  dieser  Längen  c 
der  vom  Beton  aufgenommene  Anteil  der  Schubspannungen  ge- 
rade 4,5  kg/qcm  beträgt,  so  müßte  der  Best  von  den  aufgebogenen 
Eisen  übertragen  werden.  Dieser  Best  ist  aber  in  Fig.  182  c  durch 
das  schraffierte  Dreieck  dargestellt.  Dessen  Inhalt,  multipliziert 
mit  der  Breite  h  des  Balkens,  gibt  also  den  Teil  der  Schubkraft 
an,  den  der  Beton  nicht  mehr  aufnehmen  kann,  bzw.  soll,  und  der 
mithin  dem  Eisen  zuzuweisen  ist.  Dieser  Teil  werde  mit  T«  be- 
zeichnet.    Er  beträgt  somit 

Die,  unter  einem  Winkel  von  rund  45^  abgebogenen.  Eisen  müssen 
also  eine  horizontale  Seitenkraft  gleich  diesem  Werte  T^  liefern. 
Bezeichnen  wir  die  gesamte  von  den  Eisen  ausgeübt«  Kraft  mit  Z , 
so  ist  demnach: 

Z .  cos45°  =  Ti  =  y  (to  -  4,5)c .  h  , 

^^1  (to~4,5)c-& 
2         0,707         ' 

(VII)  Z  =  0,707  (to  -  4,6)  cb. 

Werden  mehrere  Eisen  aufgebogen,  so  verteilt  sich  diese  Kraft  Z 
auf  die  Anzahl  der  betreffenden  Eisen.  Man  wird  dann  das  erste 
Eisen  so  aufbiegen,  daß  es  ungefähr  im  Punkte  0  durch  die  neu- 
trale Schicht  des  Balkens  hindurchgeht.  Die  anderen  Eisen  ver- 
teilt man  innerhalb  der  Strecke  c ,  und  zwar  derart,  daß  sie  nach 
dem  Auflager  zu  am  nächsten  beieinander  stehen  (entsprechend 
dem  Anwachsen  der  Schubkräfte).  Eine  genauere  Verteilung  dieser 
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Eisen,  etwa  so,  daß  das  aufzunehmende  Schubkraftdreieck  in  eine 
Anzahl  inhaltsgleicher  Streifen  geteilt  und  dann  jedem  Eisen  ein 
Streifen  zugewiesen  wird,  erscheint  aber  als  übertriebene  Sorgfalt. 
Sie  verleiht  der  ganzen  Eechnung  einen  Anstrich  von  Sicherheit, 
der  ihr,  mit  Eücksicht  auf  die  ganz  willkürlichen  Annahmen,  ab- 
solut nicht  zuzusprechen  ist.  (Aus  welchem  Gründe  soll  der  Beton 
denn  gerade  die  4,5  kg/qcm  Schubspannung  aufnehmen,  die  wir 
ihm  gern  zuweisen  möchten?!) 

Hinsichtlich  der  Eichtung  der  Aufbiegungen  merke  man,  daß 
in  der  Eichtung,  in  der  die  Momente  wachsen,  die  Eisen  aus  der 
Druckzone  in  die  Zugzone  schräg  übergehen  müssen. 


+ 


I    'i. 


n 


^ir'      9>ntckzon€ 

I   \^      Zugzona  I         I 


'  \v  I  'II 


jjr. 


I 


I 


Fig.  182. 


ß)  Einlegen  von  Bügeln.  Ein  zweites  Mittel,  um  ein  Ab- 
scheren des  Betons  zu  verhindern,  ist  das  Einlegen  von  Bügeln 
(Fig.  182  a,  rechte  Seite).  Die  von  den  Bügeln  aufzunehmende 
horizontale  Schubkraft  berechnet  sich,  wie  vorhin,  zu: 

worin  c  duich  die  Formel  gegeben  ist: 

ro-4,5     l 


e=> 


2  • 


Beträgt  die  innerhalb  einer  Strecke o  befindliche  Anzahl  der  Bügeln, 

so  entfällt  auf  jeden  derselben  eine  horizontale  Kraft  gleich  —  Ti . 

1  ^ 

Diese  Kraft  —  Ti  beansprucht  jeden  Bügel  in  dem  Querschnitte, 
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der  innerhalb  der  neutralen  Balkcnschicht  liegt,  auf  Abscheren. 
Man  erhält  also  die  ScherbeansprMhfing  eines  Bügels,  indem  man 

die  aufzunehmende  Kraft  —  Ti,  durch  die  vorhandene  Scherfläche 

n 

dividiert.  (Zulässige  Scherspannung  für  Eisen:  800  kg/qcm).  Diese 
ganze  Berechnung  ist  aber  ebenfalls  sehr  unsicher,  da  die  Bügel 
außerdem  auf  Abbiegen  und  Zerreißen  beansprucht  sind.  In  der 
Nähe  der  Balkenenden  setzt  man  die  Bügel  natürlich  am  dichtesten 
beieinander,  um  den  Eiseneinlagen  einen  Halt  zu  geben,  legt  man, 
in  größeren  Abständen,  auch  im  mittleren  Teile  der  Spannweite 
Bügel  ein.  Hierdurch  werden  auch  die  bei  eventueller  einseitiger 
Belastung  des  Balkens  entstehenden  Querkräfte  des  mittleren 
Teiles  unschädlich  gemacht. 


lY*  Die  Hattspannungen  r^  der  Elsenelnlagem 

a)  Berechnung  der  Spannungen  t^  • 

Betrachten  wir  in  Fig.  181a  das  zwischen  den  Schnitten  x 
und  ß  befindliche  Stück  der  Eiseneinlagen.  Auf  die  Endflächen 
dieses  Stückes  wirken  von  den  anschließenden  Teilen  die  inneren 
Kräfte  Z  und  Z^ .  Die  Momente  für  die  Schnitte  a  und  ß  hatten 
wir  mit  M  und  M'  und  die  Querkraft  an  dieser  Stelle  mit  Q  be- 
zeichnet.    Dann  ist 


(11)  Z'-Z=^^ 


M'-M  q-Ax 


(*-«-f)       l*-«-?-) 


(Vgl.  die  genau  entsprechende  Ableitung  bei  den  Schubspannungen  Tq  !) 
Das  betrachtete  Stück  der  Eiseneinlage  stellt  also  einen  Stab  von 
der  Länge  Ax  dar,  auf  dessen  Endflächen  die  beiden  verschieden 
großen  Kräfte  Z'  und  Z  wirken  (Fig.  181a  und  e).  Aus  der  Tat- 
sache, daß  dieser  Körper  trotzdem  eine  Buhelage  einnimmt,  folgt, 
daß  der  umschließende  Beton  eine  ebenfalls  horizontal  gerichtete 
Kraft  ausübt,  die  der  Differenz  Z'  —  Z  das  Oleichgewicht  hält. 
Dieses  ist  die  „Haftkraft^^  T^ ,  die  im  durchgebogenen  (gespannten) 
Zustande  des  Balkens  zwischen  Eisen  und  umschließenden  Beton 
besteht.     Es  ist  also 

(m)  T._z'-z--AA'     . 

(»  — f 
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Bezeichnen  wir  nun  den  umfang  des  Eisenquerschnittes  mit  ,,ii'S 
so  dient  zur  Aufnahme  dieser  Haftkraft  T^  eine  Haftfläche  (Be- 
rührungsfläche) zwischen  Eisen  und  Beton  von  der  Größe  u*Ax. 
Auf  die  Flächeneinheit  dieser  gesamten  Haftfläche  entfällt  somit 

ein  Betrag: 

^     Ti  Q'Ax  Q 

^      U'  Ax 


\h  —  a  —  -^\u'  Ax       u\li  —  a  —  -^- j 


Mit  dieser  Kraft  pro  FJächieneinhcit  (Quadratzentimeter)  müssen 
also  Eisen  und  Beton  aneinander  haften.  Die  Formel  für  t^ 
unterscheidet  sich  von  der  Formel  für  die  Schubspannung  Tq  nur 
dadurch,  daß  im  Nenner  statt  der  Balken  breite  h  der  Umfang  u 
der  Eiseneinlagen  steht.  Man  schreibt  deshalb  die  obige  Formel 
auch  in  der  Form: 


Hattspannung  ti  =  ^  _    o  • 


(Ä-«-f) 


u 
u 


h)  Zulässiger  Wert  von  Tj  . 

Die  zulässige  Haftspannung  zwischen  Eisen  und  Beton  ist 
gleich  der  zulässigen  Schubspannung  des  Betons  (4,5  kg/qcm). 
Die  Haftspannungen  sind  stets  rechnerisch  nachzuweisen! 

c)  Bei82)iele. 

Erstes  Beispiel.  Bei  dem  im  II.  Absätze  dieses  Paragraphen 
untersuchten  Betonbalken  (S.  629)  ist  die  größte  Haftspannung 
zu  bestimmen! 

Es  war  h  =  20,0  cm.  Die  Schubspannung  tq  hatten  wir  be- 
reits im  vorigen  Absätze  berechnet  zu  2,5  kg/qcm.  Der  Umfang 
der  Eiseneinlagen  (vier  Eundeisen  von  1,2  cm  0)  ist: 

fi  =  4  •  1,2  •  Ji  —  15,1  cm. 
Somit  wird  die  Haftspannung: 

2,5  >  20,0       ...    , 
Ti  =.  — 151—  =  3,3  kg/qcm. 

Zweites  Beispiel.     Bei  der  im  II.  Absätze  dieses  Paragraphen 
untersuchten  Eisenbetondecke  (S.  630)  ist  die  größte  Haftspannunp: 
zu  bestimmen! 
Es  ist: 

h  «=  100,0  cm;    Tq  =  0,8  kg/qcm  (s.  Absatz  HI); 
«  =  10  •  0,8  •  Ji  «  25,2  cm. 
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Hieraus  folgt: 

0,8 .100      o  o  1.  / 

d)  ifittel  bei  zu  großen  Haftspannungen  r^  • 

Zu  große  Haftspannungen  sind  sehr  gefährlich,  da  sich  dann 
leicht  die  Eiseneinlagen  gegen  den  Beton  verrücken,  wodurch  aus 
dem  Eisenbetonhaiken  ein  einfacher  Betonbalken  (ohne  wirksame 
Armierung)  entstehen  würde.  Ein  Mittel,  um  die  Haftspannung 
zu  verkleinern,  besteht  darin,  daß  an  Stelle  einer  starken  Eisen- 
einlage mehrere  dünnere  Eisen  mit  demselben  Oesamtquerschnitt 
gewählt  werden.  Das  Oewicht  des  eingebauten  Eisens  wird  hier- 
durch nicht  vergrößert,  wohl  aber  der  Umfang  u  und  somit  die 
vorhandene  Haftfläche. 

Zur  Festhaltung  der  Eisen  im  Beton  sollen  bei  Drahteinlagen 
die  Enden  stets  umgebogen  werden!  Auch  das  Überführen  der 
Einlagen  an  den  Balkenenden  aus  der  Zugzone  in  die  Druckzone 
und  Umbiegen  daselbst  hat  sich  als  gutes  Mittel  zur  Sicherung 
der  Lage  erwiesen.  Namentlich  mögen  die  Erfinder  von  neuen  Eisen- 
betonkonstruktionen beachten,  daß  eine  Anordnung  um  so  besser 
ist,  je  sicherer  die  Einlagen  im  Beton  sitzen.  In  dieser  Hinsicht 
sind  die  Konstruktionen,  bei  denen  die  Eisen  durch  ihre  besondere 
Form,  durch  Schlaufen,  durch  aufgenietete  Winkeleisen  u.  dgl.  un- 
lösbar mit  dem  Beton  verbunden  sind,  den  Anordnungen  mit 
glatten  Einlagen  entschieden  überlegen. 

§  103. 

HUfstabellen  zur  Berechnung  der  Spannungen  und  zur 

Dimensionierung. 

Die  wichtigste  Untersuchung  ist  natürlich  die  der  Spannungen 
Ob  und  a« .  Um  die  Eechenarbeit  zu  erleichtern,  hat  man  Tabellen 
aufgestellt,  aus  denen  sich  die  gesuchten  Größen  leicht  entnehmen 
lassen.  Hierbei  sind  die  beiden  Aufgaben  unterschieden:  I.  Bei 
einem  Eisenbetonträger  sind  die  Abmessungen  gegeben,  bzw.  an- 
genommen ;  wie  groß  sind  die  auftretenden  Spannungent  II.  Bei 
einem  Träger  sind  die  Spannungen  vorgeschrieben;  wie  groß  sind 
seine  Abmessungen  zu  wählen t 

L  Ermittlung  der  Spannungen  bei  gegebenen  Abmessungen. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitete  Bechnungsgang  war 
folgender:  Aus 
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Höhe  h^  Breite  h  des  Balkens, 

Eisenquerschnitt  /«,  Abstand  a  desselben  von  Ünterkant6| 

Verhältniszahl  n  (=15)  der  Elastizitätsmodul  JE^  und  Ej, 

bestimmen   wir  zunächst    den   Abstand    der   Nnllinie    (neutralen 

Schicht)  von  der  äußersten  Druckschicht: 


n-fe 
X  =  -  ~- 


-l+}/l  + 


2b(h-a) 


Aus  diesem  Werte  und  der  Momentenmimme  M  der  betreffenden 
Balkenstelle  folgen  dann  die  Spannungen: 

2Jf  M 


Oi,= 


5.^(Ä~a-|)  /;(Ä-a-|) 


Zur  Erleichterung  der  Rechnung  wollen  wir  zunächst  aus  h, 
h,  a  und  f^  einen  Hilfswert  „w"  einführen,  nämlich  den  Bruch 


m 


/• 


Drücken  wir  dann  durch  diesen  Hilfswert  m  den  Eisenquerschnitt  /, 

in  der  Form  aus: 

b(h  -  o) 


/;= 


m 


und  setzen  ferner  für  n  den  Wert  15  ein,  so  läßt  sich  der  für  x 
aufgestellte  Ausdruck  umformen  in: 


lbb{h 

X  = 


15(Ä-a) 


^)[-l+|A7 


2m 
15 


m 


-1+]/M^ 


2m 
15 


Man  ersicJht  aus  dieser  Form,  daß  für  die  verschiedenen  Werte 
des  Bruches  m  der  Abstand  x  direkt  durch  die  Höhe  (/i  —  a)  aus- 
gedrückt werden  kann.  In  der  folgenden  Tabelle  ist  die  Aus- 
rechnung der  obigen  Formel  für  eine  Anzahl  von  Werten  m  durch- 
geführt, so  daß  der  Abstand  x  als  Bruchteil  von  {h  —  a)  ab- 
zulesen ist. 

Aber  auch  die  Spannungen  a«  und  o^  lassen  sich  in  dieser 
Weise  darstellen.  Setzt  man  den  obigen  Wert  von  x  in  die  For- 
meln von  Of,  und  a«  ein,  so  ergeben  sich  Ausdrücke,  in  denen  außer 
Zahlen  nur  das  Moment  M ,  die  Breite  h ,  die  Höhe  {h  —  a)  und 
der  Koeffizient  m  vorkommen.  (Man  stelle  diese  Ausdrücke  selber 
auf!)    Hieraus  lassen  sich  dann  a^  und  o«  für  die  verschiedenen 

Fischer,  Statik.  41 
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Werte  von  m  durch  M  und  {k  —  a)  darstellen,  wie  es  In  der  fol- 
genden Tabelle  geschehen  ist.  Am  wichtigsten  sind  natfirlich  die 
beiden  letzten  Spalten  der  Tabelle.  Man  beachte  aach,  daS,  sobald 
o»  berechnet  ist,  a,  direkt  als  Vielfaches  von  o«  gefanden  wird. 


Tabelle  L 


Werte  Tonn« 
_b(h—a) 

~    u 


100 


Hierzu  gehörige  Werte 


« 


"h 


0,418(Ä-a) 


5,559 


M 


&(Ä-a)« 


116 


M 


&(A-a)* 


=  20,867  •  Oi 


110 


0,403  (Ä  -  a) 


5,735 


M 


6(Ä  -  a)« 


127 


M. 


5(Ä  -  a)» 


=  22,145  •  a» 


120 


0,391(A-a) 


5,895 


Jtf 


&(Ä-a)« 


138 


Jf 


ft(Ä  -  a)« 


23,409  •  a» 


130 


0,379  (Ä  -  a) 


6,040 


Jf 


&(Ä  -  a)« 


149 


Jf 


6(A-a)« 


24,668  •  0» 


140 


0,368(Ä-a) 


6,194 


Jf 


6(Ä-a)» 


160 


Jf 


6(Ä-a)« 


=  25,831  •  o» 


150 


0,358  (Ä  -  a) 


6,344 


M 


b{h-  a)* 


170 


Jlf 


b{h-  o)« 


=  26,797 .  0t 


160 


170 


180 


190 


200 


0,349  (A  -  a) 


6,485  i 


M 


6(A  -  a)« 


181 


Jf 


6(Ä  -  a)» 


=  27,911.0» 


0,341  (A  -  a) 


6,617 


Jlf 


6(Ä-a)« 


192 


Jf 


6(A-a)» 


-=  29,016  •  o» 


0,333  (A  —  o) 


6,756 


M 


6(A-a)> 


203 


Jlf 


b{h-a)* 


30,049  •  <T» 


0,326  (Ä  -  a) 


0,320(Ä  -  o) 


6,883 


M 


b{h-  a)* 


7,000 


M 


b(h-a)^ 


213 


If 


6(A  -  a)» 


«=  30,946 .  0j 


224 


M 


b{h-  a)» 


-=  32,000  •  ot 


Erstes  Bdspiel.    Der  im  vorigen  Paragraphen  mehrfach  unter- 
suchte Eisenbetonträger  ist  mittels  Tabellen  zu  berechnen! 
Es  war 

b  -  20.0  cm,    A  -  a  =  36,0  cm,    /,  =  4,52  qcm,    M  =  120000  cmkg. 
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Zunächst  bestimmen  wir  den  Faktor 

20,0-36,0         ,  _^ 
m  =  — \  -,^       ■"  rd.  160  . 
4,62 

Dann  liefert  die  Tabelle  (neben  m  =  160): 

^,^^       120000  on  Wnnm 

^*  "  ^'^^^  20,0  >  36,0^  ^  ^^  ^«/^^"'^ 
a,  =  27,911 .  30  =  887  kg/qcm. 

Zweites  Beispiel»     Die    im   vorigen  Paragraphen   untersuchte 
Betondecke  ist  mittels  Tabellen  zu  berechnen! 

Die  nötigen  Angaben  sind: 
6  =  100,0  cm,    »  — a  =  8,5cm,    /;  =  5,03qcm,    Jf  «32500  cmkg. 

Hieraus  folgt  4er  Hilfswert: 

100,0  ■  8,5 
t»  =  — ^-775 —  =  iby  . 

0,0o 

In  der  Tabelle  stehen  nur  die  zu  w  =  160  und  m  =  170  gehörigen 
Faktoren.  Um  die  zu  w  =  169  gehörigen  Werte  zu  erhalten, 
schalten  wir  zwischen  m  =  160  und  m  =  170  geradlinig  ein;  d.  h. 
wir  nehmen  den  zu  m  » 170  gehörigen  Faktor  und  ziehen  davon 

j^  der  Differenz  zwischen  den  beiden  aufeinander  folgenden  Faktoren 

ab.    Hiernach  ergibt  sich: 

.  <'»=N"- ^(6,617 -6,485)]^^ 

-«'««^  100^  =  29,7  kg/qcm, 
a, «  (29,016  -  0,111)  29,7  «  858  kg/qcm. 


IL  Ermllflang  der  Abmessungen  bei  vorgeschriebenen  Spannnngen. 
Meistens  liegt  ja  in  der  Praxis  der  Fall  vor,  daß  man  die 
zulässigen  Spannungen  von  Beton  und  Eisen  möglichst  ausnützen 
will  und  nun  die  Abmessungen  sucht,  die  der  Balken  erhalten 
muß,  damit  jene  Spannungen  nicht  überschritten  werden.  Die 
Breite  b  des  Balkens  und  den  Abstiänd  a  der  Einlagen  wird  man 
von  vornherein  annehmen.  Es  sind  dann  also  ferner  gegeben  a^ 
und  a^y  und  gesucht  sind  die  Höhe  h  und  der  Eisenquerschnitt  /«. 
Zwischen  den  Werten  a^ ,  a,  und  o?  besteht  die  Gleichung  (s.  §  102) 

a, : a^  =  n{h  —  a  —  x):x  . 

(Oründlegende  Annahme  zur  Berechnung  von  Eisenbetonkonstruk- 
tionen.)    Durch  Ausmultiplizieren  folgt: 

41* 
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a,  — ^ 

Somit  ist  zun&chst  x  durch  o^ ,  a^  und  {h  —  a)  ausgedrückt. 

Nun  setzen  wir  diesen  Ausdruck  von  x  in  die  Formeln  von 
o^  und  O0  ein,  und  erhalten: 


G^  = 


2M 


o^  +  nof, 

■                 1   naft(Ä~a)' 
'^      *       0          1    *^ 

2Jf 


(Ä  -  a)  — — --— •  (Ä  -  a)  1  -  ^ -— — - 


2M 


Aus  dieser  Formel  folgt  {h  —  a)i 
(A  -  «)«  = 


noft 


3(ö,  +  na») 


05  •  5  •  ti  •  Oft 

j            naft 

0,  +  » <J6 

L         d{o,  +  nai)\ 

1   > 


^    1 !^* 

f     L         3(a^  +  naft) 


naft 


Ob 


Ob)io,  +  not, 

Diese  Formel  läßt  sich  nun  in  folgender  Weise  zur  Berechnung 
von  {h  —  a)  verwenden.  Unter  dem  ersten  Wurzelzeichen  stehen 
nur  hehannte  Größen.  Denn  n  ist  gegeben,  und  a»  und  a«  sind 
vorgeschrieben.  Man  kann  also  diese  Wurzel  für  verschiedene 
Werte  von  o^  und  a,  ein  für  allemal  berechnen.  Sobald  dieses 
geschehen  ist,  ergibt  sich  {h  —  a)  durch  die  Formel: 


*-«  =  ''7T' 


worin  r  der  vorhin  berechnete  Wurzelwert  ist.  Auf  diese  Weise 
läßt  sich  die  erforderliche  Höhe  des  Balkens  direkt  aus  den  vor- 
geschriebenen Spannungen  ermitteln.  Leider  ist  die  Formel  so 
unbequem,  daß  man  sie  ohne  Hilfe  von  Tabellen  kaum  benutzen  kann. 
In  derselben  Art  läßt  sich  für  den  erforderlichen  Eisen- 
querschnitt ein  Ausdruck  aufstellen,  der  die  Form  hat: 

Der  Faktor  t  ist  ebenso  kompliziert  wie  der  vorige  Faktor  r  und 
muß  in  Tabellen  berechnet  werden. 
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Tabelle  n. 


Vorgeschriebene 
Spannungen 

Dann  ist  der 
Abstand 

(cm) 

Erforderlich  sind 

(in  kg/qcm) 

Höhe  (Ä  -  a) 
(cm) 

Eisenquerschnitt  ft 
(qcm) 

<fe 

Oh 

1000 

1000 

1000 

1000. 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

45 
44 
42 
40 
38 
36 
34 
82 
30 
28 
26 
24 
22 
20 

0,403  (Ä  —  a) 
0,898  (Ä  —  a) 
0,387  (Ä  —  a) 
0,375  (Ä  —  a) 
0,363  (Ä  —  a) 
0,351  (Ä  -  a) 
0,388  (Ä  —  a) 
0,325  (Ä  ~  a) 
0,810(Ä  -  a) 
0,296  (Ä  —  a) 
0,280  (Ä  —  a) 
0,265  (Ä  —  o) 
0,248  (Ä  -  a) 
0,230  (Ä       a) 

0,357 1/^ 

0,363 1/^ 
0,376 /^ 

0,390  ^^- 

0,406  ^^ 

0,423]/^ 

0,443 1/^ 

0,464 1/^ 
0,490  y^ 

0,518 1/^ 
0,550}/^ 
0,588 1/-^ 
0,632  [/'-^ 
0,686 1/^ 

0,00324  Vif.  & 

0,00317  yjf.  6 

0,00306  yif.ö 
0,00293  ]/Jf.  6 
0,00280  YM  .  6 
0,00267  yif.  6 
0,00254  Vif.  6 
0,00242  iU .  h 
0,00228  yjf .  6 
0,00214  yjf.  6 
0,00200 yM.  6 
0,00187  j/lf.^ 
0,00173  yif.  6 
0,00159  Vif.  6 

900 
900 
900 
900 
900 

40 
35 
30 

25 
20 

0,400  (Ä  —  a) 
0,368(Ä  -  a) 
0,333  (Ä  -  a) 
0,294  (Ä  —  a) 
0,250  (Ä  -  a) 

0,380 1/-^ 
0,420 1/-^ 
0,475  }/^ 
0,549 1/-^ 

0,00337  )/if- 6 
0,00302  Vitf .  6 
0,00263  Vif .  6 

0,00224  iM .  6 

• 

0,00184  ]'M .  6 

800 
800 
800 
800 
800 

40 
85 
30 
25 
20 

0,429  (Ä  -  a) 
0,396  (Ä  —  a) 
0,860  (Ä  —  a) 
0,319(Ä-a) 
0,273  (Ä  -  a) 

0,367 1/^ 
0,408  |/f^ 
0,459}/^ 
0,530^-^ 
0,635 1/^ 

0,00397  )/lf.  6 
0,00358  J^Jtf.  6 
0,00309  Vif -6 
0,00264  »^3f-& 
0,00217  Vif.  ö 

r 

t 
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In  der  vorstehenden  Tabelle  sind  f Qr  versohicdene  Zusammen- 
steUangen  von  a«  und  a»  der  Abstand  x ,  die  Höhe  {h  —  a!f  und 
der  Querschnitt  f^  angegeben.  Zum  Entwerfen  braucht  man 
natüiüch  nur  die  beiden  letzten  Spalten.  (Abmessungen  in  cm, 
Momente  in  cmkg  einsctzeii.) 

Beispiel.  Ein  Eisenbetonbalken  von  20,0  cm  Breite  hat  ein 
Moment  von  120000  cmkg  aufzunehmen.  Der  Beton  hatte  bei  der 
Untersuchung  eine  Bruchfestigkeit  (gegen  Druck)  von  180  kg/qcm. 
Welche  Abmessungen  sind  zu  wählent 

Wir  haben: 

b  =  20,0  cm,     M  =  120000  cmkg,     a,  =  1000  kg/qcm, 

180       3^,  ■ 

Oft  =  -g-  =  30  kg/qcm. 

Hieraus  folgt  aus  der  Tabelle: 

fc  -  a  «  0,490l/-^^^^  =  0,490  •  77,46  =  38,0  cm, 

/,  «  0,00228  yi20000-20,0  =  0,00228  •  1549,2  =  3,6  qcm. 

Zum  Schlüsse: 

h  =  38,0  +  a  =  rd.  41  cm, 

und  für  die  Eiseneinlagen: 

4  Eundeisen  von  1,1  cm  0  =  3,8  qcm. 
Wodurch  kann   man  unter  Beibehaltung   der  Breite   die  Höhe 
dieses  Trägers  vorringernf     (Ermäßigung  von   a«.)     Wäre  z.  B. 
(Ä  —  a)  ==  36  cm  erwünscht,  so  bestimmen  wir  hieraus  den  Faktor 

,.        ,   -i/F       36,0       ^  .^ 
r  =  (Ä^a):y-  =  ;^.^  =  0,46 

und  finden  (neben  0^=30  und  r=rd.  0,46)  /,=0,00309  /¥&=4,8  qcm. 

§104. 

Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  verschiedenen 

Eisenbetonkonstruktionen. 

In  diesem  Paragraphen  mögen  für  die  verschiedenen  Betonkoo- 
struktionen  die  entsprechenden  Formeln  zusammengestellt  werden. 
Die  Ableitungen  einzeln  vorzuführen  dürfte  nicht  nötig  sdn.  Wer 
die  Untersuchungen  von  §  102  wirklich  durchgearbeitet  hat,  muß 
die  folgenden  Formeln  selbständig  aufstellen  können.  Der  Leser 
betrachte  diese  Arbeit  als  Übungsaufgabe*). 

*)  Die  Formeln  nebst  kurzen  Ableitungen  sind  enthalten  in  »,Be- 
Stimmungen  für  die  AusfQhrimg  von  Konstruktionen  aus  Eisenbeton  bei 
Hochbauten  vom  24.  Mai  1907". 
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Beim  Oebranche  der  Formeln  ist  folgendes  zu  beachten:  Die 
preußischen  „B^timmungen  für  die  Ausführung  . .  .^^  schreiben 
vor,  daß  jede  Eisenbetonkonstruktion  zun&chst  so  zu  berechnen 
ist,  daß  dem  Beton  überhaupt  keine  Zugspannungen  zugemutet 
werden  (§  102).  Aber:  ^^Bei  Bauten  oder  Bauteilen,  die  der  Witte- 
rung, der  Nässe,  den  Bauchgasen  und  ähnlichen  schädlichen  Ein- 
flüssen ausgesetzt  sind,  ist  außerdem  nachzuweisen,  daß  das  Auf- 
treten von  Bissen  im  Beton  durch  die  vom  Beton  zu  leistenden 
Zugspannimgen  vermieden  wird/^  Bei  derartigen  Bauten  muß 
also  die  Eechnung  für  zwei  Möglichkeiten  durchgeführt  werden, 
nämlich:  A.  Der  Beton  nimmt  keine  Zugspannungen  auf,  B.  der 
Beton  nimmt  Zugspannungen  auf.  Der  erste  Fall  ist  maßgebend 
für  die  Druckspannung  des  Betons  und  für  die  Eiseneinlagen ;  der 
zweite  Fall  ist  maßgebend  für  die  Zugbeanspruchung  des  Betons 
(Sicherheit  gegen  Bildung  von  Bissen).  Und  zwar  darf  im  zweiten 
Falle  die  aus  der  Eechnung  sich  ergebende  Zugbeanspruchung  des 
Betons  betragen: 

2 
og^  -—  der  Bruchfestigkeit  des  Betons  gegen  Zug 

oder,  falls  keine  Zugversuche  vorliegen, 

oz  =  TK  der  Bruchfestigkeit  des  Betons  gegen  Druck. 

Bei  geschützt  liegenden  Hochbaukonstruktionen  wird  im  allgemeinen 
nur  eine  Untersuchung  nach  Fall  A  nötig  sein. 
Bezeichnungen: 

X  =  Abstand  der  NuUinle  von  der  äußersten  Druckschicht, 
Ol,  =  Betonspannung  in  der  äußersten  Druckschicht, 
a«  bzw.  a,'  =  Spannung  der  Eiseneinlagen  /i  bzw.  /J , 

Tq  =  Schubspannung  des  Betons  in  der  neutralen  Schicht, 
T|  =  Haftspannung  der  Eiseneinlagen  (deren  Umfang  =  u). 

A,  Ohne  Berückgichtigung  der  Betonmggpannungen. 
I.  Rechteckiger  Balken  mit  einseitiger  Elseneinlage  (Fig.  180). 


a.)         » -  ^• 


U.|/ 


^^2b{h-a) 


n-f, 
2M 


(Ib)  a»  =  — 
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(lo) 


O,  =  Oj 


n{h  —  a  —  x) 


X 


M 


f.{n-a-l) 


(id) 


Tn  = 


Q 


(.— J) 


(lo) 


h 


n.  Bechteekiger  Balken  mit  zweiseitiger  Einlage  (Fig.  183). 
Diese  Konstruktion   wird   dann   gewählt,   wenn   an   der  be- 
treffenden   Stelle    auch    negative    Biegungsmomente    (oben    Zug, 


"^ 


Z'<feFe      i 


t 


/VQr/f 


7t. 


.— 1. 


Fig.   183. 

unten  Druck)  auftreten.     Sonst  nur  bei  sehr  beschränkter  Bau- 
höhe, um  den  Beton  zu  entlasten. 


(IIa)       »= r 1- 


vi' 


(IIb)      ot  = 


b 
M 


*+-.-[/?•«'  +  /.(*-«)], 


_^Ä_a--j +  „./;'_-- (A-a-aO 


n(h  —  a  —  x) 
(Tic)       o.  =  o»-'-- -' 

n(x  —  a') 

(II  d)    o;  =  ot  ^  _    ' , 


a 


(II C)         To  = 


(II  f)  T,= 


<? 


ft(Ä  —  a  —  a?  +  ?/) 


,      wobei   y  = 


~3 


+  n./;'(a?-a')» 
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m.  Plattenbalken  mit  einseitiger  Einlage  (Fig.  184). 

Da  bei  einem  Eisenbetonbalkeii  der  Beton  in  der  Zngzono 
doch  nicht  in  Eechnung  gestellt  werden  darf,  so  läßt  man  ihn 
hier  so  weit  fort,  als  es  eine  ausreichende  Umhüllung  der  Eisen- 
einlagen gerade  noch  gestattet.  Der  hierdurch  gewonnene  Beton 
kann  dann  in  nützlicherer  Weise  zur  Verstärkung  (Verbreiterung) 
der  Druckzone  verwendet  werden.  Aus  diesen  Erwägungen  sind 
die  ,,Plattenbalken^'  entstanden,  die  namentlich  als  Deckenkon- 
struktionen vorzüglich  geeignet  sind.  Als  tragende  Breite  soll 
aber  von  der  Balkenmitte  ab  nach  jeder  Seite  nicht  mehr  als 
ein  Sechstel  der  Balkenlänge  in  Bechnung  gestellt  werden. 


><^ 


XL 


Z»  tf^'/g  ^  1 


"1 

Fig.  184. 


.-zrzjizzy 


-o  ooo 


Ä 


A 


Bei  Plattenbalken  fängt  man  zunächst  mit  Formel  (la)  an. 
Ergibt  sich  hierbei,  daß  die  Nullinie  in  die  Platte  selbst  oder  in 
die  Unterkante  derselben  fällt,  so  gelten  die  für  den  Fall  I  ab- 
geleiteten Formeln.  Denn  der  unter  der  Nullinie  liegende  Beton 
ist  ja  auch  im  Falle  I  nicht  in  Eechnung  gestellt  worden.  Er- 
gibt dagegen  die  (probeweise)  Anwendung  der  Gleichung  (la),  daß 
die  Nullinie  in  den  Steg  fällt,  so  gilt  folgender  Eechnungsgang: 


6d« 


+  » •  A(Ä  —  a) 


(III  a) 


(Illb) 


(inc) 


(III  d) 


0?  = 


y  = 


o^  = 


b  * d  +  ri'fg 


hieraus  ein  Eil&wort 


X  —  —  + 


d^ 


2    "^6(2  0?-^)' 


f^h  —  a  —  x  +  y)^ 

X 


Ol,  =  a, 


•' w(Ä-a-a?)  ' 


(nie) 


(nif) 
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Q 

h^ih  —  a  —  x  +  y)^ 
u 


Bemerkung:  Bei  der  Ableitung  dieser  Formeln  läßt  man  im 
Interesse  einer  einfachen  Berechnung  die  im  Steg  auftretende 
Druckspannung  unberücksichtigt  (Fig.  184).  Der  Abstand  y  ist 
die  Entfernung  des  Schwerpunktes  des  Drucktrapezes  von  der 
I^ullinie. 


B,  Mit  Bertteksichtignng  der  Betoniogspannungem 

In  den  folgenden  Formeln  bezeichnen  a^^^,  bzw.  a^^^  die 
Spannung  in  der  äußersten  Druck-,  bzw.  Zugzone  des  Betons. 
In  Betracht  kommt  a^,,,  da  für  die  anderen  Spannungen  der 
Fall  A  ungünstiger  ist. 


\%<=i _. 


•«- 


i<* ■•«'-/    \^i.z 


'e  "<  /« 


//i  1.1* 


T 


72 


£ 


5E 


m 


.A 


(-\cL  ^^) 


feC^eJ 


Flg.  18Ö. 


1.  Rechteckiger  Balken  mit  einseitiger  Eiseneinlage  (Fig.  185). 

6Ä2 


(la) 


(Ib) 


(Ic) 


(Id) 


+  n '  f^{h  —  a) 


m 


<^b,d 


ö  •  Ä  +  n  •  /i 


M  •  X 


+     ^    o         +  n .  /;  (Ä  -  a  -  0?) « , 


3      '  3 

Ä  —  a? 


^6,1==-  <Jb,d' 


X 


^$  =  ^b,d* 


n(Ä  —  a  —  x) 


X 
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(2a) 
(2  b) 


(2c) 
(2d) 


(2e) 


2.  Rechteckiger  Balken  mit  zweiseitiger  Einlage  (Fig.  186). 


+  n[fj'a'  +  f.(h^a)] 


x  = 


b.n  +  nifi  +  Q  ' 


3     "•"        3 
h  —  X 


+  n[f:(x-ay+f.{h-a-xy] 


Oe  =  <^b,d*--^ :: '    (in  der  Zugzono), 


<^9    =•  01,^4' 


X 

n{x  —  a') 


(in  der  Drackzone). 


J^-JWA-x;^      ^-* 


^=i^---t--L--f  trgriit 


azz 


2E 


Fig.  186. 

8.  Plattenbalken  mit  einseitiger  Einlage  (vgl.  Fig.  184). 

Für  den  Fall,   daß  die  Nullinie  durch  den  Steg  geht,   gilt 
folgender  Bechnungsgang: 


X  = 


&1-  Ä  +  (fr  —  ^i)^  +  W»/« 


hieraus 


d 


d^ 


y-^-  2  +6(2rD-d)' 


<^b,d  = 


M  »x 


^{2x^d)y  +  ^[{x-d)^  +  {h-x)^]  +  n^Uh-a-xy 


<76,f  =  ^b,d' 


h  —  X 
X 


a^  = 


Ob,d' 


n{h  —  a  —  x) 


X 
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Bemerkung:  In  den  obigon  Formeln  ist  (bei  Fall  An  und  B) 
die  Verringerang  des  Betonquerschnittes  durch  die  Einlagen  ver- 
nachlässigt. Zur  Berücksichtigung  dieser  geringfügigen  Yer- 
schwächung  müßte  an  einzelnen  Stellen  der  Faktor  „n^^  durch 
„n  —  1"  ersetzt  werden.  (8.  die  „Bestimmungen  .  .  .",  die  aller- 
dings in  dieser  Frage  nicht  konsequent  sind.) 

§105. 
Berechnung  yon  Eisenbetonstützen. 

L  Die  Stütze  Ist  zentrisch  belastet. 
a)  Berechnimg  der  Spannungen. 

Wir  setzen  den  Fall  voraus,  daß  die  Last  P  der  Stütze  zen- 
trisch (innerhalb  der  Mittellinie)  wirke,  und  daß  die  Eiseneinlagen 
symmetrisch  im  Querschnitte  angeordnet  seien.  Dann  ergeben  sich 
nach  §  101  die  Spannungen  a»  und  a«  von  Beton  und  Eisen: 

(11)  „.==„. «,„_±:^^. 

Hierin  bedeutet  F  den  Beton querschnitt,  f,  den  gesamten  Eisen- 
querschnitt. (Für  F  wird  meistens  dei  gesamte  Querschnitt  der 
Stütze  genommen,  ohne  Eücksicht  darauf,  daß  ein  Teil  der  Fläche 
durch  das  Eisen  fortgenommen  ist.) 

Zulässige  Spannungen  sind  nach  den  „Bestimmungen^': 

02,  =  Y^  der  Bruchfestigkeit  des  Betons  gegen  Druck, 

a,  =  1000  kg/qcm. 

b)  Untersuchung  hinsichtlich  Enichen, 

Die  Untersuchung  der  Stützen  auf  Knicken  muß  nach  den 
„Bestimmungen^'  erfolgen,  sobald  die  Höhe  mehr  als  das  18  fache 
der  kleinsten  Querschnittsabmessung  beträgt.  Die  Berechnung  ge- 
schieht nach  der  ^i^erschen  Enickformel  (§  98).  Es  wird  eine 
10  fache  Enicksicherheit  der  Stütze  verlangt,  wobei  bei  Berechnung 
des  Trägheitsmomentes  die  Eiseneinlagen  mit  ihrer  n  fachen  Fläche 
einzusetzen  sind.  (Diese  Bestimmung  trägt  der  größeren  Unnach- 
giebigkeit  des  Eisens  gegenüber  dem  Beton  Eechnung.  Eine  ge- 
naue theoretische  Untersuchung  der  Enioksicherheit  eines  Eisen- 
betonkörpers ist  aussichtslos.) 
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Aach  die  Eisenelnlagea  fOr  sich  mfisscn  knickaicber  gemacht 
Verden,  and  zwar  mit  5tacher  Knicksictaerheit,  wozu  die  Qner- 
verbände  dienen.  Der  Abstand  der  letzteren  darf  höclistens  das 
DreiOigfache  der  Stärke  der 
L&Dgsstäbe  betragen,  Torans- 
gesetzt,  daß  die  Enicksicherheit 
der  Einlagen  nicht  eine  engere 
Tdlung  Terlangt. 

BiJBpiel.  EiD  quadratischer 
Eisenbetonpfeiler  von  b  =  h 
=  30,0  cm  Seitenlänge,  4,0  m 
HSbe  and  4  Bandeisen  Ton  je 
4,0  qcm  trägt  eine  zentrische 
Last  P-=  30000  kg.  Spannnngea 
und  Enicksicberheit  sind  zu  be- 
rechnen.   (Fig.  187.)    Es  ist 

P  =  30000  kg, 

P  =  rd.  30 .  30  =  900  qcm, 

/,  =  16  qcm, 

A  —  400  cm, 

-[; 

30,0' 


p 

llllllll 

rlllllli 

(a) 

h 

1 

1 
1 
1 

1 

1 
1 

11 

i 

1 
1 

u 

-  +  «.4.4,0-12,0» 


-  +  Iß .  4 . 4,0  •  12,0' 
'=  102060  cm*. 
Uiermit  folgt  zunächst 
30000 


;, h  "  JO,ociri        .1 

Fig.  167. 


"      900+15.16 
—  2C,3  kg/qcm, 
9,  -=  15  -  26,3  =  395  kg/qcm. 
(Für  die  obige  Beansprachang 
müllte  der  Beton  eine  Brachfestig- 
keit von  mindestens  263  kg/qcm 
gehabt  haben.) 

Die  zolässige  Belastnng  der  Stütze  ist  nach  der  ^ulerscben 
Enickformel  (Fig.  175b)  bei  lOfacber  Sichorboit: 
1  ct'-E-J 
■*^ "  10      m      ' 
Den  Elastizit&tflmodnl  des  Betons  nehmen  wir  cii 
E  =  140000  kg/qom. 
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Dann  ergibt  sich  eine  mlässige  Last 

^  ^   10 . 140000 ■ 102060  ^ 

10  400«  u.  c»  V        ö* 

Die  Stütze  als  Ganzes  ist  also  sehr  knicksieber. 
Jede  der  Eiseneinlagen  nimmt  eine  Kraft 

auf.  Ist  der  Abstand  der  Querverbindungen  voneinander  I ,  so 
mu6,  da  die  Eiseneinlagen  eine  fanffache  Enicksioherheit  haben 
sollen,  die  Beziehung  bestehen: 

.     •   ™    T       .  ^«-2160000.^ 

n_       1  jg«>  2150000 -d«       ^ 
''•'4"'5  64.x«  * 

„      :^«  •  2150000  ^, 
z>  SB a« 

5.16-a, 
265250    ^, 


l 


f 


i^. 


Z-^Ei  =  26<l. 
y395 


Die  Einlagen  müssen  also  in  Abständen  von  höchstens  I  —  26  •  d 
miteinander  yerbunden  werden. 

IL  Die  Stütze  ist  exxeiUrtseh  belastet. 

a)  Berechnung  der  Spannungen. 

In  diesem  Falle  wird  die  Stütze  auf  Druck  und  auf  Biegung 
beansprucht.  Nach  §  90,  I  vrürde  sich  folgender  Eechnungsgang 
ergeben:  Wir  bestimmen  zunächst  die  Spannung,  die  an  der  be- 
treffenden Stelle  auftreten  würde,  wenn  die  Last  zentrisch  wirken 
würde.  Zu  dieser  Spannung  addieren  wir  dann  den  Betrag  in- 
folge des  Biegungsmomentes  aus  der  Last  P  mal  ihrem  Abstände  p 
von  dem  Schwerpunkte.  Bei  Eisenbetonstützen  ist  der  erstere 
Betrag  nach  den  Formeln  (I)  und  (II)  dieses  Paragraphen  zu  be- 
stimmen. Der  zweite  Betr^  ist  nach  den  Formeln  (2  a) — (2e) 
des  vorigen  Paragraphen  zu  berechnen,  denn  es  handelt  sieh  hier 


fc) 

1 
1 
1 

1 

— l-fL 

ii      1 

'ih     1 

il       1 

-  ^ 

-ff 

wr. 

JaU-<M: 


y£*    >S 


1  .^ 

r U 

f  * 

re' 

'• 

1: 

n 

h 

-(d) 

Fig.  18S. 

um  einen  doppelt  armierten  Stab,  bei  dem  das  Biegongsmoment 
sowohl  Dmck  als  aacb  Zag  hervorbringen  würde.  (Die  Zug- 
BpaDDongen  werden  aber  beim  Sodresultat  infolge  des  Dmckes 
der  Eentrisch  wirkenden  Last  wieder  in  Drnck  verwandelt.)  In 
anserem  Falle  Tereinfacben  sich  die  Formeln  (2a)  nsw.  ganz  er- 
heblich, da  f,  =  fi,  a  =  a',  und  also  se  =  ■„-  ist.  Insgesamt  er- 
geben sich  für  die  Spannungen  der  ftafiersten  Betonstreifen  der 
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Stätze  nach  einigen  Umformungen  folgende  Formeln  (Fig.  188  a) 
(/*«  bezeichne  jetzt  die  Eisenfläche  der  einen  Seite): 


(III) 


o,  =  — 


p.p._ 


F  +  n-2f,'^  hh»  (h         Y     ' 


(IV) 


o.  «=  — 


'"■«'•l 


F  +  n'2ft 


6Ä» 
12 


+  2 


n/;(|-a)*_ 


Für    die  EisenspannnDg    ergibt  sich   aus  den  Betonspannungen 
leicht  die  Formel  (s.  Fig.  188  a): 

fa  -  02)  (^  —  o) 
h 


(V) 


0^  =  n 


+  0, 


2 


Hiermit  sind  Beton  und  Eisen  untersucht. 

Die  Formeln  (lU) — (V)  gelten  aber  nur  so  lange,  als  sieh  sowohl 
für  Ol  als  für  o^  Druck  ergibt  Stellt  sich  Zug  heraus,  so  be- 
deutet dieses,  daß  ein  Teil  des  Betonquerschnittes  überhaupt  nicht 
mitträgt.  Dann  muß  ein  ganz  anderer  Bechnungsgang  eingeschlagen 
werden  (Fig.  188  c  und  d): 

•Da  diese  Untersuchung  vollständig  der  Berechnung  der  Anker 
von  eisernen  Stützen  ähnelt  (§  99  a),  braucht  sie  hier  nur  kurz 
vorgeführt  zu  werden.  Nach  Fig.  188  c  bestehen  zunächst  die 
Beziehungen  zwischen  den  Spannungen: 

Oe.d'Oi,  =  n{x  —  a):x  ^ 

o^^gioi,^  n{h  —  a  —  x):x  . 

In  Verbindung  mit  diesen  Beziehungen  liefern  die  Gleichgewichts- 
bedingungen Rjf  =  0  und  UM  =  0  die  Gleichungen : 
/i\  ^^    I         r        (<c  —  a        h  —  a  —  xX       „ 


(2) 


ix 


X  X  \  ^ 


P(x  —  e)  . 


Nach  Division  dieser  Gleichungen  und  verschiedenen  Umformungen 
ergibt  sich  zunächst  zur  Bestimmung  von  x  die  Beziehung: 


(VF) 


X' 


-X* 


b  *e 


+  a?(Ä  -  2e)  =  2a2  +  Ä2  _  (2a  +  e)Ä  . 


6n/^  2n/i 

Hierin  werden  die  Zahlen  werte  eingesetzt,  und  dann  wird  die 
Gleichung  durch  Probieren  gelöst  (s.  Beispiel).  Liegt  der  Abdtand  e 
außerhalb  der  Stütze,  so  ist  er  negativ  einzuführen. 
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Sobald  X  gefunden  ist,  folgt  aus  Gleichung  (1)  die  Spannung  a^ 


(VII) 


Oh  = 


Ferner  folgen  ans  den  zuerst  aufgestellten  Beziehungen: 


(VIII) 


(IX) 


w(Ä  —  a  —  x) 


X 


0»,d=  Ol, 


n{x  —  a) 


X 


Somit  sind  auch  für  diesen  Fall  die  Spannungen  ermittelt. 


hj  Untersuchung  hinsichüich  Knicken. 

Die  Untersuchung  hinsichtlich  Knicken  geschieht  in  derselben 
Weise  wie  bei  zentrisch  belasteten  Stützen.  Bine  ursprüngliche 
Exzentrizität  kommt  in  der  Eulerschen  Betrachtungsweise  dos 
Enickungsproblems  überhaupt  nicht  zur  Geltung. 

Erstes  Beispiel.  Die  in  Fig.  188  gezeichnete  Stütze  trage  eine 
Last  P  =  14000  kg  im  Abstände  p  =  6,0  cm.    Der  Querschnitt  sei: 


&==30,0cm;    Ä  =  40,0cm;   /;  =  2 


2,22^1 


=  7,60  qcm ;    a  =  3,0  cm. 


Wie  groß  sind  die  Spannungen  a^  und  a,f 

Zunächst  muß  entschieden  werden,  ob  die  Formeln  (III) — (V) 
oder  aber  (VI) — (IX)  gelten.  Die  ersteren  formen  wir  wegen  des 
Folgenden  um  in: 


-I 


O.  =  —  r 


12" 


Oj  = 


+  2n/,(|--a| 


P. 


rhh»  ,  „    ^/Ä        V 
l^  +  2n/-.(--a) 

(F  +  2  n'f,)  ~ 


+  P 


rbh' 


12 


nfj^-a) 


2 


+  2n/;i^ 


p 


(F  +  2nQ^ 


Der  in  der  Klammer  stehende  Bruch  werde  mit  „k"  bezeichnet;  also 
(X)  fc  = 

Fischer,  Statik.  42 


LT2 


+ 


2«^-(l-«)14 


{F  +  2nQ 
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Dann  ergibt  sich  die  übersichtliche  Sohreibweiso: 

P(fc  +  p) 


(III  a)  a.  -  - 


112  ■•■ 


(IVa)  0,  =-  - 


P(ft  -  p) 


Nun  erkennt  man  folgendes:  Ist  p  größer  als  %,  so  wird  in 
der  letzten  Formel  der  Zähler  negativ.  Die  Spannung  o^  selber 
würde  sich  also  positiv  ergeben.  Da  wir  aber  Zii^estigkeit  des 
Betons  nicht  annehmen,  werden  in  diesem  Falle  die  Formeln 
(III) — (V)  unbrauchbar.     Das  Kennzeichen  lautet  also: 

{p<Jc:  der  ganze  Querschnitt  trägt  [Form.  (III) — (V)]  \ 

p>lc:  nur  ein  Teil  des  Querschn.  trägt  [    „     (VI) — (IX)]  J ' 


k^ 


Für  unser  Zahlenbeispiel  ergibt  sich  nun: 
|-30,0^  40,0»  ^2.15-  7,60 ■  17,0^] :  20,0 


[160000 +  65  890];  20,0 

30,0  •  40,0  +  2  .  15  •  7,60  ^  1200  +  228 

225890  :  20,0       11294,5 
'^  1428  1428" "  ^'^ '^°'- 

Da  der  Abstand  p  nur  6,0  cm  beträgt,  erstrecken  sich  die 
Druckspannungen  über  den  ganzen  Querschnitt.  Die  Größe  der 
Spannungen  ist  [nach  (III a),  (IVa)  und  (V)]: 

14000(7,9  +  6,0)  ,^,,  ^  , 

'^ 11294,5         -  -"''  ^«/^^"^' 

14000(7,9  -  6,0)  ^  .  .    , 

^«  == 11294,5 ^'*  ^S/qcm, 


a,  =  -15 


S7  0 
(17^2-2,4)^  +  2,4 


-15  •  16,1  =  —242  kg/qcm. 


Zweites  Beispiel.  Bei  der  im  vorigen  Beispiele  untersuchten 
Eisenbetonsäule  betrage  der  Abstand  der  Last:  p  =  12,0  cm.  Die 
Spannungen  sind  zu  berechnen! 

Da  p  größer  als  X;  ist,  kann  nur  ein  Teil  des  Querschnittes 
als  tragende  Konstruktion  in  Bechnung  gestellt  werden.  Zunächst 
bestimmen  wir  den  Abstand  e  =  20,0  —  12,0  =  8,0  cm. 

Da  er  innerhalb  des  Querschnittes  liegt,  wird  er  positiv  ein- 
geführt.   Die  Gleichung  (VI)  formen  wir  noch  etwas  um: 

(Via)  «s _ a,«.3e  +  »^^^^^|-:iM _ i^[Ä(Ä_2«_e)  +  2a»]  =  0 , 
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^-^.3.8,0+.°-"'y-^-g:^[40,0.26,0+18.01-0, 

(XI)  »»  -  a?« .  24  +  0? .  547  -  24 120  =  0 . 

Nun  probieren  wir  den  Wert  von  x  aus,  der  diese  Gleichung 
erfüllt.    Bei  a^  -=  30  cm  würde  die  linke  Seite  ergeben : 
27000  -  21600  +  16410  -  24120  «  rd.  -  2300 . 
Dieser  Wert  stimmt  also  nicht.    Wir  probieren  o;  ==  31  cm : 

29790  -  23060  +  16960  -  24120  =  -430. 
Bei  nochmaligem  Probieren  ergibt  sich   als  genauer  Wert: 
07  =  31,2  cm.    Nun  folgen  die  Spannungen: 

14000 14000       o^  ^  ,, 

''^  "  30,0.31,2       g,^gQ2. 31,2-40,0 ~" 468  +  82 " ^^'^  ^el<l(^'^, 


2  '  '  31,2 

15(40,0-3,0-31,2) 
31,2 


o,. - 25,5  ^^^^^'"T/ r"^^'^^  -  71  kg/qcm, 


^^^15(31,2-3,0)      3.^,    . 
a^4  =  25,5      '   3^  g  =  346  kg/qcm. 

Somit  sind  die  Beanspruchungen  der  Stütze  ermittelt.  Die 
Untersuchung  hinsichtlich  Knicken  geschieht  in  genau  derselben 
Weise  wie  bei  dem  in  Fig.  187  dargestellten  Beispiele. 


§106. 
Zusammentassong  zum  lO.Yortrag. 

L  Einleitende  Betraohtongen. 

Um  die  Wirkungsweise  einer  Eisenbetonkonstruktion  über- 
haupt verstehen  zu  können,  haben  wir  zunächst  die  Eigenschaften 
der  beiden  Materialien  Eisen  und  Beton  miteinander  verglichen. 
Hierbei  zeigte  sich: 

a)  Hinsichtlich  der  Festigkeitseigensehatten:  Beton  kann  im 
wesentlichen  nur  Druck  aufnehmen;  Eisen  kann  sowohl  Druck 
als  auch  Zug  aufnehmen.  Eisen  kann  also  Beton  verstärken 
(wenn  es  sich  um  Druck  handelt)  oder  ersetzen  (wenn  es  sich 
um  Zug  handelt). 

b)  Hinsichtlich  des  elastischen  Verhaltens:  Eisen  ist  bedeutend 
starrer  (unnachgiebiger)  als  Beton.  Und  zwar  ergibt  sich  dieser 
Unterschied,  wenn  man  den  Elastizitätsmodul  des  Eisens  mit  dem 
des  Betons  vergleicht.     (Denn  der  Elastizitätsmodul  ist  ja  die 

42* 
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Hilfsgröße,  durch  die  wir  die  Formänderung  eines  Materials  be- 
stimmen.)    In  Zahlen  ist  das  Verhältnis: 

Elastizitätsmodul  d.  E.  __  ^,  _     »_  i  r 
^  ^  Elastizitätsmodul  d.  B.  '^E^'^^" 

Aus  dieser  größeren  Starrheit  des  Eisens  ergibt  sich  dann 
folgende  lehrreiche  Gegenüberstellung:  Denkt  man  sich  mit  einem 
Eisen-  und  einem  Betonstabe  eine  gleichgroße  Formänderung  (Zu- 
sammendrückung X)  vorgenommen,  so  wird  der  Eisenstab  infolge 
seiner  größeren  Starrheit  in  eine  n-mal  so  große  Spannung  o 
versetzt  als  der  Beton  (d.  h.  die  Kraft  im  Eisen querschnitt  ist 
pro  qm  n(=15)-mal  so  stark  als  im  Betonquerschnitt).  Daraus 
folgt  aber  hinsichtlich  des  Zusammenarbeitens  von  Eisen  und 
Beton  die  Grundlage  aller  Eisenbetonberechnungen:  Wenn  in 
einen  Beton  querschnitt  Eisen  hineingelegt  wird,  so  wirkt  dieses 
mit  derselben  Kraft,  als  wenn  an  seiner  Stelle  eine  n-mal  so 
große  Betonfläcbe  eingelegt  wäre. 

Dies  ist  der  Grund,  weshalb  in  allen  Formeln  über  Eisen- 
beton die  Eisenfläche  mit  dem  Faktor  „n^^  erscheint  (n  •/*«). 

II.  Druckkörper  mit  zentrischer  Last  (ohne  Knickung). 

Als  direkte  Anwendung  dieser  grundsätzlichen  Betrachtungen 
ergab  sich  die  Berechnung  von  zentrisch  belasteten  Druckkörpern 
aus  Eisenbeton: 

Beide  Materialien  —  Beton  und  Eisen  —  zusammen  müssen 
natürlich  die  gesamte  Last  P  aufnehmen.  Sie  geraten  aber  nicht 
in  gleichgroße  Spannung,  sondern  das  Eisen  erhält,  da  es 
n(=15)-mal  starrer  ist  als  Beton,  eine  n-mal  so  große 
Spannung  als  dieser.  Die  Gegenkraft,  die  das  Eisen  pro  qcm 
ausübt,  ist  als  auch  n-mal  so  groß  als  beim  Beton;  oder  —  mit 
anderen  Worten  — :  die  Eisenflächo  fe  verstärkt  den  übrigen 
Querschnitt  F  ebenso,  als  wenn  man  n*/*«  Betonfläche  hinzu- 
gefügt hätte. 

Durch  diese  Überlegungen  kann  man  die  für  zentrisch  be- 
lastete Druckkörper  abgeleiteten  Formeln  direkt  hinschreiben: 


Ob  = 


(2)  {  ^  +  **'^'' 

^  P 
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HL  Balken  aiit  Biegung  beangpracht  (reine  Biegimg), 

Ein  Eisenbetonbalken  hat,  wie  jeder  andere  auf  Biegung 
beanspruchte  Körper,  eine  Nullinie,  die  den  Querschnitt  in  eine 
Zug-  und  eine  Druckzone  teilt.  Die  Bestimmung  der  Lage  der 
Nullinie  und  der  Größe  der  Spannungen  geschieht  wie  bei  jedem 
anderen  Balken;  nur  müssen  natürlich  die  besonderen  Eigen- 
schaften der  beiden  Materialien  beachtet  werden.     Nämlich: 

1.  Da  der  Beton  gegen  Zug  sehr  unsicher  ist,  wird  auf  seine 
Mitwirkung  innerhalb  der  Zugzone  überhaupt  nicht  gerechnet 
(d.  h.  er  wird  innerhalb  der  Zugzone  einfach  als  nicht  vorhanden 
angesehen).     (Fig.  180  b— d;  181a— b;  183;  184.) 

2.  Dagegen  wirken  in  der  Zugzone  die  Eiseneinlagen,  und 
zwar  pro  qcm  n-mal  so  stark,  als  wenn  an  ihrer  Stelle  Beton 
wäre  [d.  h.  die  Eisenfläche  erscheint  im  Verhältnis  zum  Beton  in 
einem  n-fach  vergrößerten  Querschnitt  (w  •/*«)]. 

Zusatz:  In  gewissen  Fällen,  nämlich  wenn  die  betreffende 
Konstruktion  Eauchgasen,  Feuchtigkeit  oder  dgl.  ausgesetzt  ist, 
muß  allerdings  auch  auf  die  Zugbeanspruchung  des  Betons  ein- 
gegangen werden.  [Denn  vorhanden  ist  diese  ja,  da  der  am  Eisen 
anhaftende  Beton  die  Dehnungen  des  Eisens  mitmacht.]  Dann 
muß  also  angenommen  werden,  daß  der  Beton  auch  in  der  Zug- 
zone wirksam  wäre,  und  untersucht  werden,  ob  die  auf  Grund 
dieser  Annahme  sich  ergebenden  Ztt^pannungen  nicht  so  groß 
sind,  daß  (Zug-)Bisse  im  Beton  zu  befürchten  sind.  [Der  Eisen- 
betonbalken wird  dann  also  wie  ein  gewöhnlicher  Balken  —  aus  zug-  und 
druckfestem  Material  —  behandelt;  nur  daß  er  an  einer  Stelle  eine  be- 
sonders widerstandsfähige  Schicht,  nämlich  die  Eiseneinlagen,  aufweist; 
Fig.  185,  186.]  Insgesamt  hat  man  also  bei  einem  auf  Biegung  be- 
anspruchten Eisenbetonbalken  folgende  zwei  Untersuchungen 
durchzuführen: 

A.  Der  Beton  wird  nur  auf  seine  Druckfestigkeit  in  Anspruch 
genommen,  dagegen  innerhalb  der  Zugzone  der  Sicherheit  wegen 
einfach  als  nicht  vorhanden  angesehen.  Auf  Grund  dieser  An- 
nahme werden  dann  die  größte  Druckspannung  (Beton)  und  die 
größte  Zugspannung  (Eisen)  berechnet:  <T5,  Druck  tind  o^. 

B.  Es  wird  angenommen,  daß  der  Beton  auch  in  der  Zugzone 
mitarbeitet.  Dieser  Zustand  ist  maßgebend  zur  Beurteilung,  ob 
an  der  Zugseite  des  Balkens  eventuell  Bissebildung  im  Beton  zu 
befürchten  ist:  Ö5,  zng- 

Wie  bereits  gesagt,  braucht  der  Fall  B  überhaupt  nur  bei 
besonderen    umständen    berücksichtigt    zu    werden.      Für    den 
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eigentlichen     Festigkeitsnachweis     genügt     die     Unter- 
suchung von  Fall  A. 

Im  folgenden  sind  nun  die  in  §  102  u.  f.  entwickelten  Formeln 
noch  einmal  zusammengestellt: 

A.  Für  den  Fall,  daß  der  Beton  nur  Druck  überträgt. 
1.  Einfacher  Balken  mit  einseitiger  Bewehrung.    Fig.  180—182. 


(3) 


Lage  der  Nullinie:   x  = 


n-fe 
h 


Y' 


l+,/l  +  2»(Ä-«) 


Betonspannung:      oj,  = 


2M 


^^(*-^-ä) 


h   X  M 

Bisenspannung:       a^-=^  o^'  - 


Schubsp.  (Beton):  t^  = 


Q 


('— D' 


b 


b  Q 

Haf tsp.  (Eisen) :      t^  =  t^  —  = 


u         I  x\ 


In  diesen  Formeln  sind  M  und  Q  das  Moment  und  die  Querkraft, 
die  der  Balken  auf  eine  Breite  h  aufzunehmen  hat.  Bei  Platten 
rechnet  man  alle  Größen  zweckmäßig  für  eine  Breite  h  =  100  cm. 

Zusatz  1:  Durch  die  Tabelle  I  in  §  103  kann  man  sich  das 
Ausrechnen  der  Spannungen  bei  einem  gegebenen  Balken  von  der 
Höhe  h  und  der  Eiseneinlage  /*«  erleichtern:  Man  berechnet  nur 
das  Moment  M  und  den  Hilfs wert  m  =  h{h  —  a):f^,  und  findet 
dann  daneben  sofort  die  Spannungen  a»  und  a«. 

ZuscUz  2:  Beim  Konstruieren  muß  man  meistens  umgekehrt 
vorgehen:  Die  Spannungen  Of,  und  a«  sind  voi geschrieben,  während 
die  Höhe  h  und  der  Eisenquerschnitt  /*«  bestimmt  werden  sollen. 
Hierzu  dient  Tabelle  II  in  §  103:  Man  berechnet  zunächst  das 
Moment  M ,  das  der  Balken  auf  eine  Breite  h  aufzunehmen  hat, 
und  einigt  sich  auf  die  Spannungen  a«  und  a^,  die  man  zulassen 
will.  Dann  findet  man  neben  dem  betreffenden  Spannungs- 
paar  a,  und  Ob  sofort  die  erforderliche  Nutzhöhe  {h  —  a)  und 
Eiseneinlage  /*«.  Ist  die  herauskommende  Höhe  aus  anderen, 
praktischen   Gründen   nicht  genehm,   so   muß   man   ein   anderes 
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Spannungspaar  wählen ,  das  eine  zusagende  Höhe  {h  —  a)  liefert. 
Und  zwar  wähle  man,  um  eine  kleine  Höhe  h  zu  erhalten,  eine 
niedrige  Eisenspannung  mit  hoher  Betonspannung. 

2.  Einfacher  Balken  mit  zweiseitiger  Bewehrung.  Flg.  188. 

Formeln  für  a? ,  a^ ,  a« ,  oi  j  Tq  und  T|  s.  §  104,  Fig.  183. 

Zu  beachten:  In  die  Formeln  ist  als  ,//^  diejenige  Eiseneinlage  ein- 
zusetzen, die  an  der  Druckseite  des  Querschnittes  liegt;  und  als  fi  die 
Eiseneinlage  an  der  Zugseite.  Fig.  183  b  bezieht  sich  also  auf  den  Fall,  daß 
der  Querschnitt  ein  positives  Moment  h&tte,  —  oben  Druck,  unten  Zug; 
andernfalls  ist  die  Figur  umzukehren. 

Zusatz:  Wie  bereits  in  §  104  gesagt,  ist  eine  doppelte  Be- 
wehrung immer  dann  erforderlich,  wenn  an  der  betreffenden 
Balkenstelle  die  Biegungsmomente  infolge  der  verschiedenen  Be- 
lastungen mit  verschiedenen  Vorzeichen  auftreten  können.  (Ein- 
mal oben  Druck  und  unten  Zug,  und  dann  umgekehrt.)  Außer- 
dem verwendet  man  doppelte  Bewehrung,  um  bei  vorgeschriebener 
Betonspannung  mit  einer  kleinen  Balkenhöhe  auszukommen.  Doch 
ist  dies  dann  ein  teures  Hilfismittel. 

8.  Platftenbalken  mit  einseitiger  Bewehrung.  Flg.  184. 

Zunächst  untersucht  man,  ob  die  Nullinie  vielleicht  innerhalb 
der  Plattendicke  ä  fällt.  (Ausrechnung  von  x  nach  der  Formel 
für  den  gewöhnlichen  Balken  mit  der  Breite  h .)  Ist  dies  der 
Fall,  so  erfolgt  auch  die  weitere  Durchrechnung  wie  beim  ge- 
wöhnlichen Eisenbetonbalken  (Formeln  3),  da  dann  tatsächlich 
kein  unterschied  in  statischer  Hinsicht  besteht. 

Ergibt  sich  aber  bei  dieser  probeweisen  Berechnung  für  x  ein 
Wert  größer  als  die  Plattendicke  d,  so  muß  die  Berechnung 
nach  besonderen  Formeln  erfolgen  (s.  §  104,  Fig.  184). 

4.  Plattenbalken  mit  doppelseitiger  Bewehrung. 

Als  I^achtrag  zu  §  104  mögen  an  dieser  Stelle  noch  die 
Formeln  für  den  doppeltarmierten  Plattenbalken  mitgeteilt  werden. 
Die  Eiseneinlage  an  der  Ztigrseite  heiße  /*«;  ihr  Abstand  sei  a; 
ihre  Spannung  sei  a«.  Die  entsprechenden  Werte  an  der  Druck- 
seite seien  /*« ,  a'  und  oi .  Der  Übersichtlichkeit  wegen  wollen 
wir  folgende  zwei  Fälle  unterscheiden: 

a)  Die  Druehzone  sei  an  der  Plattemeite 

(entsprechend  Fig.  184;  nur,  daß  auch  oben  Armierung  ist).  Zu- 
nächst untersuchen  wir,  ob  die  Nullinie  vielleicht  innerhalb  der 
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Plattendicke  fällt.  (Ausrechnung  des  Abstandes  x  nach  der 
Formel  für  den  doppeltarmierten  Balken  mit  der  Breite  h.)  Ist 
dies  der  Fall,  so  erfolgt  auch  die  weitere  Durchrechnung  nach 
den  Formeln  für  den  dopx>eltarmierten  Balken. 

Ergibt  sich  aber  dieses  probeweis  berechnete  x  größer  als  d, 
so  muß  ein  neuer  Bechnungsgang  stattfinden: 

^f-  +  n[A-{Ä-a)  +  /';-aT 

X  ^ =— , — 77;—  --TvT-    —    ;  hieraus  Abstand 

hd  +  n(te  +  te) 

_     _d  d^ 

^  ~  ""       2  +  6(2a;  ^  d)  ' 


(4) 


M  •  X 


i         d\ 

f,(h-a-x)'  +  fi(x- 

-ay 

h  ~  a  —  X 

X 

,               X  —  a' 

« 

X 

b)  Die  Druckzone  sei  an  der  Unterseite. 
(An  der  betreffenden  Stelle  herrscht  also  ein  negatives  Biegungs- 
moment.)   Dann  liegt  die  Nullinie  innerhalb  des  Steges  und  der 
Plattenbalken  wirkt  in  statischer  Hinsicht  als  doppeltarmierter 
Balken  mit  der  Breite  h^ . 

B.  Untersachung  der  Beton-Zogspannungen. 

Die  betreffenden  Formeln  sind  für  die  beiden  wichtigsten 
Anordnungen  zu  den  Fig.  185  und  186  hinzugeschrieben. 

IV.  Zentrisch  belastete  Stütze  (Druck  und  Knickung^). 

Die  Spannungen  a»  und  a«  infolge  der  zentrisch  wirkenden 
Druckkraft  P  werden  wie  im  Belastungsfalle  11  nachgewiesen 
(Formeln  2). 

Falls  die  Höhe  der  Stütze  größer  als  das  ISfache  der  kleinsten 
Querschnittsabmessung  beträgt,  muß  aber  außer  den  Spannungen  auch 
die  Knicksicherbeit  untersucht  werden.  Hierbei  ist  zu  unterscheiden : 

a)  Untersuchung  der  Stütze  ais  Ganzes.  Nach  den  Preußischen 
Bestimmungen  ist  hierbei  (in  Ermangelung  eines  Besseren)  die 
Bulersche  Formel  zugrunde  zu  legen  (§  105,  Fig.  187): 

zul.  Last  P  = — ^—  . 

s      H^ 
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Hierin  bedeutet: 

8  =  verlangter  Sicherheitsgrad  gegen  Ausknicken  =  10, 
E  =  Elastizitätsmodul  des  Betons  =  140000  kg/qcm, 

J  =  Trägheitsmoment  der  Stütze  ^^^^'  ^^  ^rnommlS""^^^  ^^"^^ 
H  =  Kniekhöhe  der  Stütze. 

Setzt    man    diese   Werte    von    8    und    E    ein,    und    nimmt 
71^  =  3,14*  =  oo  10,  so  ergibt  sich 

^         1     10.  140000.  J        ,,nAAA    ^  (^inkg, 

^  =  Tö m ^*om.g,.    .,.„., 

Führt  man  jetzt  ff  in  Metern  ein  und  dividiert  die  rechte  Seite 

der   Gleichung   durch    1000,   um   P  in   Tonnen   zu   erhalten,   so 

entsteht: 

J  1 


P  =  140000 


(100ff)2  *  1000  ' 


J  (P  in  t, 

(5)  zul.  Last  P  =  0,014  -^^  .       j  „  cm*, 

^  ff  „   m.) 

h)  Vnierauchung  der  einzelnen  Eiseneinlagen.  Jede  Eisen- 
einlage muß  von  Bügel  zu  Bügel  knicksicher  sein.  Hieraus  ergab 
sich  als  höchste  zulässige  Bügelentfernung  (§  105): 

(6)  l  =  ^J£^-  . 

Auf  Grund  von  Versuchen  besteht  aber  in  der  Praxis  die 
Übung,  die  Bügel  recht  nahe  aneinander  zu  legen  (30  cm). 

y.  Exzentriseh  belastete  Stütze  (Druck,  Biegung^  Knickung). 

Wenn  die  Last  um  eine  Strecke  p  seitlich  von  der  Scbwer- 
achse  der  Stütze  steht,  kommt  infolge  des  Biegungsmomentes  P  *  p 
noch  eine  Zusatz-Biegungsspannung  in  die  Stütze  hinein.  Hier- 
durch werden  sich  die  Spannungen  nicht  mehr  gleichmäßig, 
sondern  trapezförmig  oder  dreieckförmig  über  den  Querschnitt 
verteilen  (Fig.  188).  Für  die  weitere  Berechnung  müssen  nun 
die  beiden  Fälle  unterschieden  werden: 

a)  Die  Spannungen  verteilen  sich  zwar  ungleichmäßig,  aber  es 
bleibt  trotzdem  im  ganzen  Querschnitt  i>rifcX;spannung  (Fig.  188  a). 
Dann  wirkt  die  ganze  Querschnittsfläche  als  tragende  Kon- 
struktion. 

b)  Die  Druckspannungen  fallen  (infolge  der  großen  Ex- 
zentrizität der  Laststellung)  so  stark  ab,  daß  sie  schon  innerhalb 
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des  Querschnittes  den  Wert  Nnll  erreichen.  Dann  wirkt  der 
Beton  nur  in  einem  Teile  des  Querschnittes  (nämUch  innerhalb 
der  Druckzone)  als  tragende  Konstruktion. 

Die  Untersuchung  einer  solchen  exzentrischen  Stütze  muß 
also  in  folgender  Weise  erfolgen: 

Zunächst  muß  untersucht  werden,  welcher  der  beiden  Fälle 
der  Spannungsverteilung  vorliegt.  Sobald  dies  entschieden  ist, 
werden  dann  die  für  den  betreffenden  Fall  geltenden  Formeln 
angewendet: 

1.  Die  zu  erwartende  Spannungsverteilung.  Hierüber  haben  wir 
für  den  wichtigsten  Fall:  rechteckige  Stütze  mit  gleicher  Ar- 
mierung /*«  auf  jeder  Seite,  folgendes  Kennzeichen  abgeleitet. 
Wir  berechnen  den  Hilfswert 


(7) 


fc  = 


6Ä» 

Ll2 


+ 


2«r.(|-a)]: 


h 

2 


{F  +  2nQ 


Ist  dann  die  Exzentrizität  p  der  Last  kleiner  als  dieser  Hilfe- 
wert  Je ,  so  liegt  der  Fall  a  vor.  (Die  Spannungen  sind  über  den 
ganzen  Querschnitt  Druck;  es  tr&gt  also  die  ganze  Quersohnittsfl&che.) 

Ist  aber  p  größer  als  Ä? ,  so  liegt  der  Fall  h  vor.     (Dann  bekommt 

nur  ein  Teil  des  Querschnittes  Druck;  und  es  wirkt  also  auch  nur  der 
innerhalb  dieses  Teiles  vorhandene  Beton.) 

2.  Die  eigentliehe  Spannungsberechnung.  Für  Fall  a  ergeben  sich 
direkt  die  Spannungen: 


(8) 


Oj  = 


F  +  n-2f, 


6ÄS 
12 


+  2 


"^«(1"")*. 


Ol  ist  stets  die  größere  der  beiden  Spannungen. 

Für  Fall  b  ist  folgender  Bechnungsgang:  Zunächst  finden  wir 
die  Lage  des  l^ullpunktes  N  aus  der  Gleichung  (Via  von  §  105): 

x^^w'.Se  +  -^^*(Ä  -  2e)  =  ^[h{h  -  2a  -  ö)  +  2a«J. 
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Dann  ergeben  sich  die  Spannungen: 

P 


(9) 


Ob  = 


hx  ,      -  2a!  —  Ä 


(BetonspannuDg), 


o«,  f  =  Of, 


(J$,d  =  Ob 


n{h  —  a  —  x) 

X 

n{x  —  a) 

X 


(Eisenzugspannung), 


(Eisendruckspannung). 


In  Betracht  kommen  nur  die  Spannungen  a^  und  a«,«.  Die 
Spannung  des  Eisens  in  der  Druckzone  —  a«,^  —  bleibt  stets 
unter  dem  zulässigen  Werte. 

Außer  der  Spannungsermittlung  muß,  sofern  die  Höhe  das 
18  fache  der  kleinsten  Querschnittsabmessung  überschreitet,  auch 
eine  Untersuchung  hinsichtlich  Knicken  durchgeführt  werden. 
Diese  geschieht  genau  so  wie  bei  zentrischer  Belastung;  auf  die 
Exzentrizität  p  wird  beim  Knicken  keine  Bücksicht  genommen. 

Zusatz.  Der  Wert  j,V*  (Formel  7)  ist  nichts  anderes  als  der 
Kernradius  des  Eisenbetonquerschnittes.  Denn  unter  Kem- 
radius  irgendeines  Querschnittes  verstehen  wir  allgemein  den 
Quotienten  W:F{s.  §  90n).  N^ur  muß  im  vorliegenden  Falle  — 
Eisenbetonquerschnitt  —  bei  Einsetzung  von  W  und  F  natürlich 
berücksichtigt  werden,  daß  die  Eisenfläche  /*«  im  Verhältnis  zu 
der  Betonfläche  im  n-fachen  Betrage  zu  zählen  ist.  Dann 
kann  man  direkt  hinschreiben: 

(10)  Trägheitsmoment  J  «  -^-  +  2  n  -  /",  (Ä  -  a)« 

[Die  Trägheitsmomente  der  Eisen  in  bezug  auf  ihre  eigenen  Schwer- 
achsen sind  hierbei  vemachlftssigt] ; 


(11)    Widerstandsm.  W  =  j-.    = 
und  schließlich: 


(12) 


Kemradins  k  =  -=-  = 

F 


Ll2 
bh» 
12 


+  2nf,{h-a)* 
+  2nf,{h-ay 


Ä 

J*"2  ' 
'2 


(F,  +  2nQ 

Aocb  die  Spannungen  Oj  und  o,  ergeben  sich  in  diesem  Ge- 
dankengange direkt  aus  den  in  §  90ii  abgeleiteten  Formeln,  in- 
dem man  die  Biegungsmomente  der  Last  P  in  bezug  auf  die 
Eemponkte  einfährt :  Jlf i  =  P  (&  +  p) ,  bzw,  3f g  =  P  (fc  —  p) .  [Man 
zeichne  die  Kernpunkte  ein!]    Dann  kann  man  hinschreiben: 


(8  a) 


P(fc  +  P) 


<^  = 


P(fe-P) 
W 
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Die  „Zeitschritt  des  Vereins  Deutscher  In^enieure^^  urteilt  zu  Band  II : 
. . .  Wie  bereits  bei  Besprecliung  des  I.  Bandes  hervorgehoben,  liegt 
der  Wert  dieses  Werkes  hauptsächlich  in  der  durchweg  elemen- 
taren, anschaulichen,  leichtfaßlichen  Darstellungs- 
weise, bei  der  mit  Rücksicht  auf  den  Zweck  des  Buches  als  Mittel 
zum  Selbststudium  besonderes  Gewicht  darauf  gelegt  ist,  daß 
der  Leser  den  Gedankengang  der  einzelnen  Entwicklungen  leicht 
verstehen  lernt  und  so  befähigt  wird,  das  Gebotene  in  sich  auf- 
zunelmien    und    selbständig    alle   ähnliclien   Aufgaben   zu   lösen. 

Die  „Deutsehe  Techniker-Zeitung^^  sclireibt  zu  Band  II :  Der  Auf- 
bau des  Buches  ist  sehr  sorgfältig  hergestellt.  Erfreulich  ist  e.^, 
zu  sehen,  wie  folgerichtig  der  Verfasser  vom  Einzelnen  aufs 
Ganze  kommt,  wie  er  am  rechten  Platze  Wiederholun- 
gen des  früher  Gesagten  bringt  und  durch  Zahlenbei- 
spiele das  Interesse  am  Gegenstand  zu  befestigen  weiß. 


^<^ 


-^-  ^ 
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